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Исследуется модификация дискретной многошаговой мо-
дели биржевых торгов, рассмотренной в [8]. Торги происходят
между двумя игроками за однотипные акции, случайная цена
акции может принимать два значения – m с вероятностью p

или 0 с вероятностью (1−p) – и определяется в начале торгов.
Настоящая цена акции известна Игроку 1. Игрок 2 знает ве-
роятность высокой цены акции и то, что Игрок 1 – инсайдер.
На каждом шаге торгов игроки делают целочисленные став-
ки. Игрок, предложивший большую ставку, покупает у вто-
рого акцию. Цена сделки определяется как полусумма пред-
ложенных ставок. Данная модель сводится к повторяющейся
игре с асимметричной информацией. Получено решение игры
бесконечной продолжительности при произвольных значени-
ях m и p: найдены оптимальные стратегии игроков и значение
игры.
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1. Введение

В работе Б. Де Мейера и Х. Салей [7] рассматривается модель
многошаговых торгов однотипными акциями. Торги ведут между со-
бой два игрока. Случайная цена акции может принимать два значе-
ния (0 или m). Перед началом торгов случайный ход определяет цену
акции на весь период торгов. Выбранная цена сообщается первому
игроку и не сообщается второму, при этом второй знает, что пер-
вый игрок – инсайдер. Оба игрока знают вероятность высокой цены
акции.

На каждом шаге торгов оба игрока одновременно и независимо
назначают некоторую цену за акцию. Игроки могут делать произ-
вольные вещественные ставки. Игрок, предложивший большую цену,
покупает у второго акцию по названной цене. Предложенные цены
объявляются игрокам в конце каждого хода. Игроки помнят предло-
женные цены на всех предыдущих этапах торгов. Задачей игроков
является максимизация стоимости своего портфеля.

Де Мейер и Салей сводят эту модель к повторяющейся игре с
неполной информацией и, решая эту игру, описывают оптимальное
поведение обоих игроков и ожидаемый выигрыш инсайдера.

В. Доманским в работе [8] рассмотрен дискретный аналог модели
Мейера–Салей, где игрокам разрешено делать только целочисленные
ставки от 0 до m. Получено решение игры неограниченной продолжи-
тельности. Нахождение явного решения для конечных игр остается
открытой проблемой. Для n–шаговых игр в работе [2] В. Крепс по-
лучено явное решение при m 6 3. В работе [4] М. Сандомирской и
В. Доманским найдено явное решение одношаговой игры при произ-
вольном натуральном значении m.

В настоящей работе будет исследована модификация модели [8],
в которой наибольшая ставка определяет направление транзакции,
но цена сделки определяется путем переговоров между игроками.

В работе [6] Чаттерджи и Самуэльсон рассматривают модель
двухстороннего аукциона с неполной информацией. Кратко ее можно
описать следующим образом. В торгах участвуют две стороны, по-
купатель и продавец, которые характеризуются своими резервными
ценами vb и vs соответственно. С точки зрения покупателя резерв-
ная цена продавца – это случайная величина vs, распределенная на
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отрезке [vs, vs]. Аналогично, с точки зрения продавца резервная цена
покупателя – это случайная величина vb, распределенная на отрезке
[vb, vb]. Правило торгов следующее: покупатель и продавец одновре-
менно называют цены b и s соответственно. В случае, если b > s,
товар продается по цене p = βb + (1− β)s, где 0 6 β 6 1.

В качестве иллюстрации для модели, в которой vs и vb распреде-
лены равномерно на отрезке [0, 1], Чаттерджи и Самуэльсоном было
получено явное решение при β = 1/2. Оказывается, что механизм
с β = 1/2 является оптимальным в данной модели, в том смысле,
что он максимизирует суммарный ожидаемый доход от торгов сре-
ди всех механизмов торгов, обладающих свойством индивидуальной
рациональности. Данный факт был продемонстрирован Майерсоном
и Саттертвейтом в работе [9].

В работе [8] фактически β = 1. В данной работе мы полагаем
β = 1/2 и исследуем оптимальные стратегии игроков и их выигрыши
в бесконечной игре.

Нужно отметить, что в работе [8] ставки пропорциональны де-
нежной единице, в которой ведутся торги, поэтому все транзакции
проводятся в целых числах. При β = 1/2 цена сделки перестает быть
целочисленной, однако интерпретацию дискретности модели в этой
постановке можно оставить неизменной, обосновав это следующим
образом.

Во-первых, на реальных рынках торги ведутся, как правило, не
единичными активами, а пакетами активов достаточно большого раз-
мера. И если рассматривать задачу в такой постановке, то можно по-
ложить, например, что ставки игроков пропорциональны долларам,
а финальный расчет осуществляется в центах.

Во-вторых, проблему нецелой финальной выплаты размера a

можно решить с помощью случайного механизма, который выберет
либо выплату размера [a], либо выплату размера [a]+1. Ожидаемый
выигрыш при этом останется неизменным, но свойство дискретности
модели сохранится.

2. Модель

Два игрока с противоположными интересами имеют деньги и од-
нотипные акции. Случайная цена акции может принимать либо зна-
чение m в состоянии H, либо 0 в состоянии L и определяется на весь
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период торгов на первом шаге ходом случая. Первый игрок осведом-
лен о результате случайного хода, второй игрок знает только веро-
ятность того или иного состояния. Второй игрок знает, что первый
является инсайдером. На каждом последующем шаге игроки одно-
временно предлагают свою цену за одну акцию. Игрок, назвавший
большую цену покупает у другого игрока акцию, по цене равной по-
лусумме предложенных цен. В случае одинаковых ставок транзакции
не происходит.

Данную модель торгов можно рассматривать как повторяющую-
ся игру с неполной информацией (см. монографию Р. Аумана и М.
Машлера [5]). Игра задается множеством состояний, каждому состо-
янию соответствует матричная игра, где матрицу можно рассматри-
вать как матрицу выигрышей первого игрока.

Таким образом мы приходим к следующей формализации рас-
сматриваемой модели. Множество состояний рынка S = {H,L}. На
первом шаге случай выбирает s ∈ S с вероятностями p(H) = p и
p(L) = (1 − p). После этого на протяжении n 6 ∞ шагов игроки
играют в игру As. Соответствующие платежные матрицы задаются
следующим образом:

AL(i, j) =





(i + j)/2, i < j,

0, i = j,

−(i + j)/2, i > j,

AH(i, j) =





(i + j)/2−m, i < j,

0, i = j,

m− (i + j)/2, i > j.

На t-ом шаге первый игрок выбирает ставку it ∈ I = {0, 1, . . . , m},
а второй – ставку jt ∈ J = {0, 1, . . . , m}. Выигрыш первого игрока

в повторяющейся игре равен
n∑

t=1

as
itjt

. Второму игроку этот выигрыш

становится известным только после окончания игры. На промежу-
точных шагах он не имеет точной информации о величинах as

itjt
.

Таким образом, стратегией первого игрока является последова-
тельность ходов σ = (σ1, σ2, . . . , σt, . . .), где σt : S × I t−1 → ∆(I), а
∆(I) – вероятностное распределение на множестве возможных ста-
вок. Как и в [8], мы ограничимся рассмотрением только тех стратегий
σ, которые гарантируют первому игроку на каждом шаге игры неот-
рицательный выигрыш. Множество всевозможных таких стратегий
первого игрока обозначим через Σ.
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Аналогично, стратегией второго игрока назовем последователь-
ность ходов τ = (τ1, τ2, . . . , τt, . . .), где τt : I t−1 → ∆(J). Множество
всевозможных стратегий второго игрока обозначим через T.

Для упрощения вычислений умножим платежные матрицы на 2,
сохранив обозначения:

AL(i, j) =





i + j, i < j,

0, i = j,

−i− j, i > j,

AH(i, j) =





i + j − 2m, i < j,

0, i = j,

2m− i− j, i > j.

В дальнейшем будем рассматривать повторяющуюся игру именно
с данными матрицами. Обозначим ее через Gm

n (p).
При применении первым игроков смешанной стратегий σ =

= (σ1, σ2, . . . , σn), где σt = (σL
t , σH

t ), σs
t = (σs

t,1, . . . , σ
s
t,m) ∈ ∆(I),

а вторым игроком смешанной стратегии τ = (τ1, τ2, . . . , τn), где
τt = (τt,1, . . . , τt,m) ∈ ∆(J), выигрыш первого игрока равен

Km
n (p, σ, τ) =

n∑
t=1

(
pAH(σH

t , τt) + (1− p)AL(σL
t , τt)

)
, (2.1)

где As(σs
t , τt) =

∑
i∈I

∑
j∈J

σs
t,iτt,jA

s(i, j). Через V m
n (p) обозначим значение

игры Gm
n (p).

3. Оценка сверху проигрыша второго игрока

Как и в [8], рассмотрим следующую чистую стратегию второго
игрока τ k, k ∈ J :

τ k
1 = k,

τ k
t (it−1, jt−1) =





jt−1 − 1, it−1 < jt−1,

jt−1, it−1 = jt−1,

jt−1 + 1, it−1 > jt−1.

Утверждение 3.1. При применении стратегии τ k в игре Gm
n (p)

второй игрок может гарантировать себе проигрыш не более

hL
n(τ k) =

n∑
t=1

(2(k − t) + 1)+, (3.1)

hH
n (τ k) =

n∑
t=1

(2(m− k − t) + 1)+ (3.2)
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в состояниях L и H, соответственно.

Доказательство данного утверждения проводится по индукции и
по форме повторяет доказательство утверждения 4.3 в работе [8].

Можно заметить, что при n > m значения (3.1) и (3.2) стабили-
зируются, то есть hs

m(τ k) = hs
m+1(τ

k) = . . . = hs
m+i(τ

k), i ∈ N. Тогда
определим

hH
∞(τ k)

def
= lim

n→∞
hH

n (τ k) = hH
m(τ k) =

m∑
t=1

(2(m− k − t) + 1)+ =

=
m−k∑
t=1

(2(m− k − t) + 1) = (m− k)2,

hL
∞(τ k)

def
= lim

n→∞
hL

n(τ k) = hL
m(τ k) =

m∑
t=1

(2(k − t) + 1)+ =

=
k∑

t=1

(2(k − t) + 1) = k2,

Hm(p)
def
= min

j∈J

(
phH

∞(τ j)+(1− p)hL
∞(τ j)

)
=min

j∈J

(
p(m− j)2+(1− p)j2

)
.

Квадратичная функция ω(x) = p(m − x)2 + (1 − p)x2 достигает ми-
нимума при x = pm. Поэтому при p ∈ ((k − 1/2)/m, (k + 1/2)/m]

минимум p(m − j)2 + (1 − p)j2 по целым j достигается при j = k.
Отсюда следует

Лемма 3.1. Функция Hm(p) является кусочно-линейной функцией,
состоящей из m+1 линейных сегментов, и полностью определяется
своими значениями в следующих точках:

Hm

(
k + 1/2

m

)
= m/2 + mk − k2 − k, k = 0,m− 1,

Hm(0) = Hm(1) = 0.

Определим стратегию второго игрока τ ∗ следующим образом: при
p ∈ ((k − 1/2)/m, (k + 1/2)/m] второй игрок применяет τ k. Так как

max
σ∈Σ

Km
n (p, σ, τ k) 6 phH

n (τ k) + (1− p)hL
n(τ k),

то можно осуществить предельный переход при n → ∞. При этом
получим
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Утверждение 3.2. При использовании стратегии τ ∗ в игре Gm
∞(p)

второй игрок не позволит первому выиграть больше, чем Hm(p),
т.е.

max
σ∈Σ

Km
∞(p, σ, τ ∗) 6 Hm(p).

4. Оценка снизу выигрыша первого игрока

Пусть на первом шаге первый игрок применяет σk
1 = (σH

1 , σL
1 ):

σH
1 = (σH

1,k, σ
H
1,k+1) и σL

1 = (σL
1,k, σ

L
1,k+1), где σs

1,i – вероятность сделать
ставку равную i в состоянии s ∈ {H, L}. Применяя σk

1 , первый игрок
делает ставки k и k + 1 с некоторыми заданными вероятностями.

Также σk
1 можно определить, задав следующие параметры: пол-

ные вероятности действий k и k +1 равные qk и qk+1, а также апосте-
риорные вероятности p(s|i) состояния s, если на первом шаге первый
игрок сделал ставку i. При этом вероятности σs

1,i находятся по фор-
муле Байеса

σs
1,i =

p(s|i)qi

p(s)
, i = k, k + 1.

Утверждение 4.1. При использовании σk
1 первый игрок гарантиру-

ет себе на первом шаге выигрыш:

K1(p, σ
k
1 , j) =





2mp− j − k − qk+1, j < k,

2mp(H|k + 1)qk+1 − (2k + 1)qk+1, j = k,

(2k + 1)qk − 2mp(H|k)qk, j = k + 1,

j + k − 2mp + qk+1, j > k + 1.

(4.1)

Доказательство. По определению

K1(p, σ
k
1 , j) = pAH(σH

1 , j) + (1− p)AL(σL
1 , j).

Выпишем выигрыш на первом шаге в зависимости от действия j

второго игрока. При j < k имеем

AH(σH
1 , j) = σH

1,k(2m− j − k) + σH
1,k+1(2m− j − k − 1) =

= (2m− j − k)− σH
1,k+1,

AL(σL
1 , j) = σL

1,k(−j − k) + σL
1,k+1(−j − k − 1) =

= −j − k − σL
1,k+1.
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Отсюда получаем, что

K1(p, σ
k
1 , j) = p(2m−j−k)−pσH

1,k+1+(1−p)(−j−k)−(1−p)σL
1,k+1 =

= 2mp− j − k − (pσH
1,k+1 + (1− p)σL

1,k+1) = 2mp− j − k − qk+1.

Аналогично при j = k имеем

AH(σH
1 , k) = σH

1,k+1(2m− 2k − 1), AL(σL
1 , k) = σL

1,k+1(−2k − 1),

K1(p, σ
k
1 , k) = 2mpσH

1,k+1 − (2k + 1)qk+1 =

= 2mp(H|k + 1)qk+1 − (2k + 1)qk+1.

Значения K1(p, σ
k
1 , j) при j > k + 1 получаются из соображений сим-

метрии.

Рассмотрим на отрезке [0, 1] множество P точек вида

p+0
k =

k

m
, k = 0,m, p

+1/2
k =

k

m
+

1

2m
, k = 0,m− 1.

Определим через φ+0
k такое действие первого игрока, что

φ+0
k = σk

1 с параметрами

p(H|k) =
k

m
− 1

2m
= p

+1/2
k−1 , p(H|k + 1) =

k

m
+

1

2m
= p

+1/2
k ,

qk = qk+1 = 1/2.

Пусть также φ+0
0 = 0, φ+0

m = m (т.е. если неопределенности нет, пер-
вый игрок использует максиминную стратегию в соответствующей
матричной игре). Аналогично, через φ

+1/2
k определим такое действие

первого игрока, что φ
+1/2
k = σk

1 с параметрами

p(H|k) =
k

m
= p+0

k , p(H|k + 1) =
k + 1

m
= p+0

k+1,

qk = qk+1 = 1/2.

Утверждение 4.2. При p = p+0
k

(
p = p

+1/2
k

)
первый игрок, исполь-

зуя φ+0
k (φ

+1/2
k ), гарантирует себе на первом шаге выигрыш не менее

0 (не менее 1/2).
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Справедливость данного утверждения устанавливается подста-
новкой параметров действий в (4.1).

Заметим, что если p ∈ P , то при использовании φ+0
k и φ

+1/2
k апосте-

риорные вероятности также принадлежат P . Таким образом, опре-
делив действие первого игрока на первом шаге для произвольного
значения вероятности p ∈ P , можно продолжить его применение на
последующих шагах. Тем самым, при p ∈ P мы определили страте-
гию σ∗ в игре Gm

n (p) любой продолжительности.
Пусть Lm

n (p), p ∈ P – гарантированный выигрыш первого иг-
рока в игре Gm

n (p) при использовании стратегии σ∗. Ясно, что
Lm

n (p) 6 V m
n (p). В силу рекурсивной структуры игры Gm

n (p) (см. [8])
справедливы рекуррентные формулы:

Lm
n

(
k + 1/2

m

)
=

1

2
+

1

2

(
Lm

n−1

(
k

m

)
+ Lm

n−1

(
k + 1

m

))
, k = 0,m− 1,

Lm
n

(
k

m

)
=

1

2

(
Lm

n−1

(
k − 1/2

m

)
+ Lm

n−1

(
k + 1/2

m

))
, k = 1,m− 1,

Lm
n (0) = Lm

n (1) = 0.

Заметим, что Lm
n (p) не убывает по n и ограничена сверху. Тогда,

устремив n к бесконечности, получим нижнюю оценку Lm
∞(p) выиг-

рыша первого игрока в игре Gm
∞(p), p ∈ P . Положим

L2k = Lm
∞(k/m), k = 0,m, L2k+1 = Lm

∞((k + 1/2)/m), k = 0,m− 1.

Тогда справедливы формулы

L2k+1 =
1

2
+

1

2
(L2k + L2k+2), k = 0,m− 1,

L2k =
1

2
(L2k−1 + L2k+1), k = 1,m− 1,

L0 = L2m = 0.

(4.2)

Введем матрицу B ∈ R(2m−1)×(2m−1) и вектор-столбец b ∈ R2m−1

следующим образом:

B =




1 −1
2

0 · · · 0 0 0

−1
2

1 −1
2
· · · 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · −1
2

1 −1
2

0 0 0 · · · 0 −1
2

1




, b =




1
2

0

· · ·
0
1
2




.
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Тогда (4.2) можно переписать следующим образом:

BL = b, L0 = L2m = 0,

где L = (L1, L2, . . . , L2m−1)
T .

Известно, что системы Mx = f с трехдиагональной матрицей M ,
имеющей структуру

M =




c1 b1 0 · · · 0 0 0

a2 c2 b2 · · · 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · an−1 cn−1 bn−1

0 0 0 · · · 0 an cn




,

можно решать методом прогонки, используя следующие формулы
для прогоночных коэффициентов и переменных (см. [3]):

xi = αi+1xi+1 + βi+1, i = 1, n− 1, xn =
fn − anβn

cn + anαn

,

αi+1 = − bi

ci + aiαi

, i = 2, n− 1, α2 = −b1

c1

,

βi+1 =
fi − aiβi

ci + aiαi

, i = 2, n− 1, β2 =
f1

c1

.

(4.3)

Матрица B является трехдиагональной матрицей, в которой

ai = bi = −1

2
, ci = 1. (4.4)

В этом случае мы можем получить явные выражения для прогоноч-
ных коэффициентов и значений Li.

Утверждение 4.3. Прогоночные коэффициенты для матрицы B

выражаются следующим образом:

αi =
i− 1

i
, i = 2, 2m− 2,

β2i =
2i

4
, β2i+1 =

i2

2i + 1
, i = 1,m− 1.

Справедливость данного утверждения устанавливается доказа-
тельством по индукции с учетом (4.4) и (4.3).
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Из утверждения 4.3 и соображений симметрии, мы можем найти
значение L2m−1 = L1. Действительно,

L1 = L2m−1 =

(
1

2
+

(m− 1)2

2(2m− 1)

)
/

(
1− 2m− 1− 1

2(2m− 1)

)
=

=
2m− 1 + (m− 1)2

4m− 2− 2m + 2
=

m

2
. (4.5)

Так как L2(k+1) = 1
2
(L2k−1 + L2k+1), то нам достаточно найти Li

для нечетных i. Из (4.3) и утверждения 4.3 мы получаем, что

L2k+1 = α2(k+1)(α2(k+1)+1L2(k+1)+1 + β2(k+1)+1) + β2(k+1) =

= α2(k+1)α2(k+1)+1L2(k+1)+1 + α2(k+1)β2(k+1)+1 + β2(k+1) =

=
2k + 1

2k + 3
L2k+3 +

2(k + 1)2

2k + 3
. (4.6)

Метод решения данного конечно-разностного уравнения см. в [1].
В результате получаем

Утверждение 4.4. Решение системы (4.2) дается следующими
формулами:

L2k+1 = m/2 + mk − k2 − k, k = 0,m− 1,

L2k = mk − k2, k = 0,m.

Таким образом мы определили функцию Lm
∞(p) при p ∈ P . Что-

бы продолжить ее кусочно-линейно на весь отрезок [0, 1], определим
действие первого игрока на первом шаге при любом p /∈ P .

Для заданного p ∈ (p+0
k , p

+1/2
k ) обозначим через λ+0

k такое действие
первого игрока, что λ+0

k = σk
1 с параметрами

p(H|k) =
k

m
= p+0

k , p(H|k + 1) =
k

m
+

1

2m
= p

+1/2
k ,

qk = 2k + 1− 2mp, qk+1 = 2(pm− k).

Аналогичным образом, при p ∈ (p+0
k , p

+1/2
k ), через λ

+1/2
k обозначим

действие первого игрока такое, что λ
+1/2
k = σk

1 с параметрами

p(H|k) =
k

m
+

1

2m
= p

+1/2
k , p(H|k + 1) =

k + 1

m
= p+0

k+1,

qk = 2(k + 1−mp), qk+1 = 2mp− 2k − 1.
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Заметим, что после применения λ+0
k или λ

+1/2
k апостериорные ве-

роятности принадлежат P . Тем самым стратегию σ∗ можно опреде-
лить следующим образом:

• при p = p+0
k

(
p = p

+1/2
k

)
первый игрок применяет φ+0

k

(
φ

+1/2
k

)
;

• при p ∈ (p+0
k , p

+1/2
k )

(
p ∈ (p

+1/2
k , p+0

k+1)
)
первый игрок применяет

λ+0
k

(
λ

+1/2
k

)
.

Утверждение 4.5. Пусть p принадлежит интервалу (p+0
k , p

+1/2
k )(

p принадлежит интервалу (p
+1/2
k , p+0

k+1)
)
. Тогда первый игрок, ис-

пользуя σ∗, гарантирует себе на первом шаге неотрицательный вы-
игрыш. Кроме того, на последующих шагах первый игрок гаранти-
рует себе выигрыш Lm

∞(p), линейно зависящий от p на рассматри-
ваемом интервале.

Доказательство. Проведем доказательство для p ∈ (p+0
k , p

+1/2
k ).

Пусть первый игрок на первом шаге применяет λ+0
k . Тогда непосред-

ственной подстановкой параметров λ+0
k в (4.1) получим, что при лю-

бом j ∈ J выполнено K1(p, λ
+0
k , j) > 0.

На последующих шагах первый игрок гарантирует себе выигрыш
Lm
∞(p) = qkL

m
∞(p+0

k ) + qk+1L
m
∞(p

+1/2
k ), где

qk =
p

+1/2
k − p

p
+1/2
k − p+0

k

, qk+1 =
p− p+0

k

p
+1/2
k − p+0

k

.

При p ∈ (p
+1/2
k , p+0

k+1) утверждение доказывается аналогично с за-
меной λ+0

k на λ
+1/2
k .

Из утверждений 4.2, 4.4 и 4.5 непосредственно следуют

Лемма 4.1. Функция Lm
∞(p) является кусочно-линейной функцией,

состоящей из m+1 линейных сегментов, и полностью определяется
своими значениями в следующих точках:

Lm
∞ ((k + 1/2)/m) = m/2 + mk − k2 − k, k = 0,m− 1,

Lm
∞(0) = Lm

∞(1) = 0.
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Утверждение 4.6. При использовании стратегии σ∗ в игре Gm
∞(p)

первый игрок получит выигрыш не менее, чем Lm
∞(p), т.е.

min
τ∈T

Km
∞(p, σ∗, τ) > Lm

∞(p).

5. Решение игры Gm
∞(p)

В разделах 3 и 4 мы определили стратегии τ ∗ и σ∗ второго и перво-
го игроков, соответственно, а также получили оценки сверху и снизу
на значение функции выигрыша первого игрока в игре бесконечной
продолжительности.

Теорема 5.1. Игра Gm
∞(p) имеет значение

V m
∞ (p) = Hm(p) = Lm

∞(p),

при этом σ∗ – оптимальная стратегия первого игрока, а τ ∗ – оп-
тимальная стратегия второго игрока.

Доказательство по форме повторяет доказательство аналогичной
теоремы в работе [8].

Замечание 5.1. Вспомним, что платежные матрицы AH и AL для
удобства были умножены на 2, и игра Gm

∞(p) рассматривалась имен-
но с этими модифицированными матрицами. Если вернуться к ори-
гинальным платежным матрицам, то значение игры будет равно

V m
∞ (1/2, p) = min

j∈J

1

2

(
p(m− j)2 + (1− p)j2

)
.

6. Заключение

Нужно заметить, что в рамках рассмотренной модели оптималь-
ная стратегия второго игрока аналогична стратегии приведенной
в [8]. В то же время оптимальная стратегия первого игрока имеет ха-
рактерные отличия. Во-первых, в качестве множества опорных точек
P значения апостериорной вероятности берутся не только точки ви-
да p = k/m, k = 0,m, но и точки вида p = (2k+1)/(2m), k = 0,m− 1.
То есть оптимальная стратегия первого игрока порождает случайное
блуждание значения апостериорной вероятности по множеству точек



Торги с инсайдером 81

большей мощности. Во-вторых, при p /∈ P , первый игрок действует
таким образом, чтобы на следующем шаге игры апостериорные веро-
ятности принадлежали множеству P , в отличие от стратегии приве-
денной в [8], где апостериорная вероятность только с вероятностью
1/2 попадает в множество P , а с вероятностью 1/2 – в другую внут-
реннюю точку.

Также, как уже было сказано ранее, в общем случае цена сделки
определяется как p = βb + (1 − β)s, где b – цена, которую назначил
покупатель, s – цена, которую назначил продавец, 0 6 β 6 1. Если
рассматривать модель биржевых торгов при произвольном значении
β, то мы получим повторяющуюся игру Gm

n (β, p) со следующими мат-
рицами:

AL(i, j) =





αi + βj, i < j,

0, i = j,

−βi− αj, i > j,

AH(i, j) =





αi + βj −m, i < j,

0, i = j,

m− βi− αj, i > j,

где α = 1−β. По аналогии с описанным ранее можно ввести функцию
выигрыша первого игрока Km

n (β, p, σ, τ) и значение игры V m
n (β, p).

Модели, рассмотренной в данной работе, соответствует значение
β = 1/2. Модели, рассмотренной в [8], соответствует значение β = 1.
На рис. 1 приведены графики функций V m

∞ (β, p) при m = 5. Видно,
что игра с β = 1/2 более выгодна для первого игрока, чем игра с
β = 1. Приведем без доказательства следующее

Утверждение 6.1. При любом значении m > 3 и любом значении
p ∈ [0, 1] справедливо неравенство

V m
∞ (1/2, p) > V m

∞ (1, p),

причем равенство достигается только при p = k/m, k = 0,m.
Кроме того, ломаная значения игры V m

∞ (1, p) вписана в параболу
p(1− p)m2/2, а V m

∞ (1/2, p) – описана.

Далее можно обобщить стратегию неосведомленного игрока на
случай произвольного β. Определим стратегию второго игрока τ ∗

следующим образом: при p ∈ ((k − α)/m, (k + β)/m] второй игрок
применяет стратегию τ k. Тогда можно получить оценку сверху на
значение выигрыша первого игрока в бесконечной игре.
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Рисунок 1. Функции V m
∞ (β, p) при β = 1/2, 1

Утверждение 6.2. При использовании вторым игроком стратегии
τ ∗ выигрыш первого в игре Gm

∞(β, p) ограничен сверху, т.е.

max
σ∈Σ

Km
∞(β, p, σ, τ ∗) 6 Hm(β, p)

def
=

def
= min

j∈J

1

2
(p(m− j)(m− j + 1− 2β) + (1− p)j(j + 1− 2α)) .

К сожалению, обобщить стратегию инсайдера на случай произ-
вольного β не удается. Даже в случае рационального β разбиение
отрезка [0, 1] на интервалы меньшей длины и связанное с ними слу-
чайное блуждание апостериорных вероятностей не дают нужного эф-
фекта.
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ON A MODIFICATION OF A MULTISTAGE BIDDING
MODEL WITH AN INSIDER

Artem I. Pyanykh, Moscow State University, postgraduate student
(artem.pyanykh@gmail.com).

Abstract : This paper is concerned with a modification of a discrete
multistage bidding model introduced in [8]. Bidding takes place between
two players for one unit of a risky asset. The price of the asset is
determined randomly at the start of the bidding and can be either m

with a probability of p or 0 with a probability of (1− p). The real price
of the asset is known to Player 1. Player 2 knows only the probability
of a high price and that Player 1 is insider. At each stage of the bidding
players make integral bids. The higher bid wins and one unit of the asset
is transacted to the winning player. The price of the transaction equals
to a convex combination of bids with a coefficient of 1/2. This model is
reduced to the repeated game with incomplete information. The solution
for the infinite game with arbitrary m an p is found, including optimal
strategies for both players and the value of the game.

Keywords : multistage bidding, repeated games with incomplete
information, asymmetric information.


