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В статье исследована расширенная версия открытой моде-
ли маршрутизации транспортных средств по доставке грузов,
которая предполагает рассмотрение потребителей услуг транс-
портировки в качестве игроков. Каждый потребитель харак-
теризуется спросом и расстоянием от места отгрузки до места
назначения груза. Для этой проблемы построена коалицион-
ная транспортная игра (CTG). В такой игре каждый потре-
битель (игрок) выбирает коалицию игроков, с которыми он
желает кооперировать по заказу грузовика и доставке груза в
пункт назначения при минимальных транспортных затратах
и ограниченной грузоподъемности автомобиля в предположе-
нии, что транспортные затраты делятся между членами ко-
алиции в соответствии с арбитражным решением Нэша. Для
любой ситуации в коалиционных стратегиях определена коа-
лиционная структура потребителей (коалиционное разбиение)
и затраты каждого потребителя.
Для коалиционной транспортной игры найдено сильное равно-
весие. Построена вычислительная процедура нахождения силь-
ного равновесия. Возможности практического применения вы-
числительной процедуры проиллюстрированы на численном
примере.
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1. Введение

Большинство статических моделей, исследуемых в теории игр в
настоящее время, делятся на два основных класса: стратегические
и кооперативные игры [4]. Под стратегическими играми понимаются
игры, в которых игроки своим выбором стратегий стремятся макси-
мизировать свою функцию выигрыша. Основными принципами оп-
тимальности в таких задачах являются равновесия по Нэшу, сильные
равновесия, арбитражные схемы.

В классических кооперативных моделях изначально предполага-
ется, что игрокам выгодно объединиться в коалицию максимального
размера с целью максимизации суммарного выигрыша в силу свой-
ства супераддитивности характеристической функции [6]. Поэтому
проблема заключается в нахождении дележа максимального выиг-
рыша. Основными принципами оптимальности в кооперативных иг-
рах являются: С-ядро, вектор Шепли, NM-решение, вектор Банзафа
и т.д.

Однако в практических задачах трудно предположить возмож-
ность объединения всех игроков в одну максимальную коалицию,
также как и невозможность промежуточной кооперации между участ-
никами конфликта. Поэтому актуальной является задача формиро-
вания коалиционного разбиения при ограничении на размер коали-
ций, где участники конфликта объединяются в коалиции определен-
ного размера, образующие некоторое разбиение множества игроков.

Начало исследованиям в области коалиционной теории игр по-
ложил Оуэн в 1968 году [3, 11]. Он обобщил понятие вектора Шеп-
ли для игр с коалиционными разбиениями, построив вектор Шепли-
Оуэна. При вычислении этого вектора он допускал, что элементы
заданного коалиционного разбиения могут действовать как отдель-
ные игроки и объединяться в большие коалиции. Для нахождения
дележа выигрыша между коалициями использовался вектор Шеп-
ли. Внутри каждой коалиции коалиционного разбиения допускалась
возможность объединения игроков в подкоалиции, когда для нахож-
дения дележа между игроками также использовался вектор Шепли.
Коалиционные игры также исследовались в работах Майерсона [10]
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и, позднее, Ван ден Бринка и Ван дер Лаана [13]. Эти авторы ввели
нормализованный вектор Банзафа для коалиционного разбиения и
использовали этот принцип оптимальности для нахождения дележа
в игре с коалиционным разбиением.

В данной работе предлагается новый механизм формирования ко-
алиционного разбиения и функций выигрышей игроков на основе ре-
шения некооперативной гедонической игры. Свойства и существова-
ние устойчивых гедонических структур исследованы в работах [7-9].
В качестве принципа оптимальности этой игры использовано сильное
равновесие. Для парного коалиционного разбиения похожий резуль-
тат получен в работах Андерсона, Гудмундсена, Талмана и Янга [5,
12].

Транспортные игры исследовались ранее в [1, 2, 14].

2. Транспортная игра

Определим транспортную сеть G и проведем формализацию тео-
ретико-игровой модели задачи маршрутизации транспортных средств
Γ.

2.1. Транспортная сеть

Рассмотрим конечное множество точек V ⊂ R2 на плоскости R2.
Обозначим через v = |V | мощность множества V . Пусть функция
γ:V ×V → R1

+ является евклидовым расстоянием γ(x, y) между точ-
ками x, y ∈ V .

Множество V и функция γ(x, y) определяют неориентированный
граф Z = (V,E), где V = {x} – множество вершин графа и E =

= {(x, y)} = V × V – множество ребер. Фиксированную вершину
a ∈ V , из которой начинаются все маршруты, будем называть депо.

Определим транспортную сеть G(a) на графе Z = (V, E) как на-
бор G(a) = 〈V, γ; a〉 [14].

Рассмотрим множество точек X = {x1, x2, . . . , xl}, xi ∈ V и
πX = (k1, . . . , kl) – перестановку номеров 1, . . . , l точек из X.

Определение 2.1. Под маршрутом r обслуживания множества
X = {x1, . . . , xl} в порядке πX будем понимать ориентированную
простую цепь, которая начинается в вершине a:

r = rX,πX
= (a, xk1 , xk2 , . . . , xkl

),
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где 1 ≤ l < v, xki
∈ V , xki

6= xkj
, xki

6= a, ki = 1, . . . , l.

Понятно, что для любого множества точек X = {x1, . . . , xl} су-
ществует l! маршрутов. Обозначим множество всех маршрутов через
R0 = R0[G(a)].

Определение 2.2. Будем говорить, что два различных маршрута
r1 = rX,πX

= (a, x1
1, x

1
2, . . . , x

1
l1
) ∈ R0 и r2 = rY,πY

= (a, y2
1, y

2
2, . . . , y

2
l2
) ∈

∈ R0 не пересекаются и писать r1 ∩ r2 = ∅, если X ∩ Y = ∅.
В дальнейшем рассматриваются только непересекающиеся марш-

руты.

Определение 2.3. Длиной маршрута rX,πX
, X = {x1, . . . , xl},

πX = (k1, . . . , kl) будем называть величину

L(rX,πX
) = γ(a, xk1) + γ(xk1 , xk2) + . . . + γ(xkl−1

, xkl
). (2.1)

Определение 2.4. Кратчайшим маршрутом для множества то-
чек X будем называть такой маршрут rmin

X , на котором достигает-
ся наименьшее значение длины маршрута (2.1) на всех возможных
перестановках πX точек множества X:

rmin
X = {(a, xk̄1

, . . . , xk̄l
)|L(a, xk̄1

, . . . , xk̄l
) = min

πX

L(a, xk1 , . . . , xkl
)}.

2.2. Формулировка транспортной игры

Определим на сети G(a) транспортную игру n = v − 1 игроков.
Обозначим множество игроков через N = {1, . . . , n}. Будем предпо-
лагать, что каждый игрок i ∈ N находится в вершине xi ∈ V , xi 6= a,
i = 1, . . . , n и для него известен спрос di = d (xi) ≥ 0, где d (a) = 0,
d (x), x ∈ V – заданная функция спроса.

Будем предполагать, что грузоперевозки осуществляются одной
независимой компанией, которую будем называть перевозчик. Пусть
перевозчик владеет парком из T транспортных средств (ТС) одина-
ковой вместимости D, при этом:

di ≤ D, i ∈ N,n ≤ T. (2.2)
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Будем предполагать, что стоимость перевозки C(r) по маршруту
r ∈ R0 пропорциональна расстоянию:

C(r) = αL(r),

где α – стоимость перевозки груза на единицу расстояния.
Пусть S ⊆ N – произвольная коалиция игроков и s = |S| – коли-

чество игроков в этой коалиции. Поскольку множество V конечно, то
у каждой коалиции S ⊆ N , расположенной в множестве X = {xi}s

i=1,
есть кратчайший маршрут rmin

S . Тогда C(rmin
S ) – стоимость перевоз-

ки по маршруту rmin
S = rmin

X . Таким образом, на множестве коалиций
{S}, S ⊆ N определена функция затрат c: S → R1:

c(S) = C(rmin
S ).

Обозначим через ci = c({i}) – затраты и ri = (a, xi) – маршрут для
одноэлементной коалиции i ∈ N .

Будем предполагать, что затраты c(S) распределяются между иг-
роками коалиции S в соответствии с арбитражным решением Нэша,
т.е. затраты игрока i ∈ S имеют вид:

φi(S) = ci −

∑
j∈S

cj − c(S)

s
. (2.3)

Здесь величина
∑
j∈S

cj − c(S) может быть проинтерпретирована как

выигрыш коалиции S, коалиция S характеризуется маржинальным
выигрышем:

ψ(S) =

∑
j∈S

cj − c(S)

s
, S ⊆ N, (2.4)

и выражение (2.3) может быть представлено в следующем виде:

φi(S) = ci − ψ(S), i ∈ S.

Определение 2.5. Коалицию S будем называть допустимой, если
∑
i∈S

di ≤ D.

Множество всех допустимых коалиций обозначим Ŝ.
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Определение 2.6. Коалицию S будем называть существенной, ес-
ли

ψ(S) ≥ 0.

Множество всех существенных коалиций обозначим S̃. Понятно,
что одноэлементные коалиции являются существенными, поскольку

ψ({i}) = 0, i ∈ N. (2.5)

Пример 1. Допустимые и существенные коалиции. Рас-
смотрим транспортную сеть с 12 игроками. Координаты вершин и
спрос игроков представлены в табл. 1. Предположим, что вмести-
мость ТС составляет D = 5 единиц, α = 1, T = 10.

Таблица 1. Координаты вершин транспортной сети и спрос игроков.

Координаты xi = (ξi, ηi)

Вершина ξ ηi Спрос (ед.)
Депо 19 45 нет
Игрок 1 18 46 1
Игрок 2 20 47 1
Игрок 3 23 47 1
Игрок 4 24 45 2
Игрок 5 23 43 2
Игрок 6 20 41 2
Игрок 7 18 39 1
Игрок 8 14 40 1
Игрок 9 12 40 2
Игрок 10 9 42 1
Игрок 11 12 44 3
Игрок 12 13 46 1

Расположение игроков и депо на координатной плоскости представ-
лено на рис. 1, где игроки обозначены номерами, а расположение
депо отмечено звездой.
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Рисунок 1. Расположение узлов транспортной сети

Рассмотрим коалицию S = {10, 11}. В случае если каждый из
игроков коалиции арендует ТС самостоятельно, то их затраты со-
ставляют c10 = 10.44 и c11 = 7.07 соответственно (рис. 2).
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Рисунок 2. Маршруты игроков 10 и 11 в одноэлементных коалициях
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При этом суммарные затраты равны
11∑

j=10

cj = 17.51. Коалиция

S = {10, 11} является допустимой, поскольку суммарный спрос коа-
лиции составляет 4 единицы (см. табл. 1), а вместимость ТС равна
5. Кратчайший маршрут rmin

S для коалиции S изображен на рис. 3.
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Рисунок 3. Кратчайший маршрут для коалиции игроков 10 и 11

Заметим, что коалиция S является существенной, поскольку c(S) =

10.68, выигрыш коалиции равен
∑
j∈S

cj − c(S) = 17.51− 10.68 = 6.83,

и маржинальный выигрыш ψ(S) равен 3.42 > 0. Затраты игроков 10
и 11, определенные (2.3), составят соответственно: φ10(S) = 7.02 <

c10, φ11(S) = 3.66 < c11.
Рассмотрим коалицию S2 = {2, 11}. В этом случае A2 = 2.24,

c11 = 7.07. Коалиция является допустимой, поскольку суммарный
спрос игроков 2 и 11 составляет 4 единицы (см. табл. 1), но не явля-
ется существенной. Действительно, транспортные затраты коалиции
составляют c(S2) = 10.78 и выигрыш коалиции S2 равен:

∑
j∈S

cj − c(S) = 9.31− 10.78 = −1.47 < 0.
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Под стратегией hi игрока i ∈ N в транспортной игре будем пони-
мать такую допустимую коалицию hi ∈ Ŝ, что i ∈ hi. Множество всех
стратегий игрока i ∈ N обозначим через Hi. Предполагаем, что игро-
ки выбирают свои стратегии одновременно и независимо. В резуль-
тате получаем ситуацию, которую обозначим через h = (h1, . . . , hn),
hi ∈ Hi. Множество всех ситуаций обозначим через H.

Определение 2.7. Коалиционным разбиением будем называть та-
кое множество коалиций S̄ = {S̄j}J

j=1, что

⋃
j

S̄j = N, S̄i

⋂
S̄j = ∅ для любых i 6= j.

Определение 2.8. Для произвольной ситуации h = (h1, . . . , hn)

определим следующую многошаговую процедуру µ(h) формирования
коалиционного разбиения S̄ = {S̄j}J

j=1:
Шаг 1: N1 = N ; i1 = 1 = min{j|j ∈ N1}

S̄1 =

{
h1, еслиhi = hi1 , i ∈ hi1

{1}, в противном случае.

Шаг 2: Строим множество N2 = N1\S̄1; Если N2 = ∅, то J = 1

и S̄ = {S̄1}. В противном случае находим номер i2 = min{j|j ∈ N2}
и множество

S̄2 =

{
hi2 , еслиhi = hi2 , i ∈ hi2

{i2}, в противном случае.

. . .
Шаг k: Строим множество Nk = Nk−1\S̄k−1. Если Nk = ∅, то

J = k − 1 и S̄ = {S̄j}J
j=1. В противном случае находим номер

ik = min{j|j ∈ Nk} и множество

S̄j =

{
hij , еслиhi = hij , i ∈ hij

{ij}, в противном случае.

Заметим, что многошаговая процедура µ(h) каждой ситуации
h = (h1, . . . , hn) ставит в соответствие единственное коалиционное
разбиение S̄ = {S̄j}J

j=1 и не зависит от порядка нумерации игроков,
поэтому µ(h) = S̄.
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Пример 2. Построение коалиционного разбиения. Рассмот-
рим транспортную сеть из примера 1 и ситуацию h = (h1, . . . , hi, . . .

. . . , h12), в которой каждый из игроков выбрал двухэлементную ко-
алицию вида: h1 = {1, 2}, h2 = {2, 3}, . . . , hi = {i, i + 1}, . . . , h12 =

{12, 1}. Тогда в соответствии с процедурой µ(h) получаем коалици-
онное разбиение, состоящее только из одноэлементных коалиций:

S̄ = {S̄j}12
j=1, S̄j = {j}.

Теперь предположим, что игроки выбрали следующие стратегии:
h1 = h2 = h3 = {1, 2, 3}, h4 = {1, 2, 3, 4}, h5 = {5, 6, 7}, h6 = {5, 6},
h7 = {5, 7}, h8 = h9 = h10 = {8, 9, 10}, h11 = h12 = {11, 12}. Тогда в
соответствии с многошаговой процедурой µ(h) получаем коалицион-
ное разбиение: S̄ = {S̄j}7

j=1, где S̄1 = {1, 2, 3}, S̄2 = {4}, S̄3 = {5},
S̄4 = {6}, S̄5 = {7}, S̄6 = {8, 9, 10}, S̄7 = {11, 12}.

Определим выигрыш Ki(h) игрока i в следующем виде:

Ki(h) = ψ(S̄j),

где i ∈ S̄j, S̄j ∈ µ(h).
Пусть для всех непересекающихся коалиций Si, Sj ∈ Ŝ с количе-

ством игроков 2 и более выполнены свойства:

ψ(Si) 6= 0, ψ(Si) 6= ψ(Sj), Si 6= Sj, Si, Sj ∈ Ŝ. (2.6)

В итоге мы построили транспортную игру Γ = Γ(a) в нормальной
форме

Γ(a) =
〈
G(a), N, {Hi}i∈N , {Ki}i∈N

〉
,

где G(a) – транспортная сеть, N = {1, 2, . . . , n} – множество игроков,
Hi – множество стратегий и Ki – функция выигрыша игрока i ∈ N .

2.3. Сильное равновесие

Стратегию коалиции S ⊆ N определим как упорядоченный набор
стратегий игроков, входящих в коалицию, т.е. hS = (hi), i ∈ S. Мно-
жество всех стратегий коалиции S обозначим HS. Стратегию допол-
нительной для S коалиции N\S обозначим через h−S = (hi), i ∈ N\S
[4].
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Определение 2.9. Ситуацию h1 = (h1
1, . . . , h

1
n) ∈ H будем назы-

вать сильным равновесием в транспортной игре Γ(a), если для каж-
дой коалиции S ⊆ N и стратегии hS ∈ HS существует игрок i0 ∈ S,
для которого выполнено следующее неравенство:

Ki0(h
1
S, h1

−S) ≥ Ki0(hS, h1
−S). (2.7)

Множество всех сильных равновесий в игре Γ(a) обозначим через
SE.

Определение 2.10. Пусть h1 = (h1
1, . . . , h

1
n) ∈ H является силь-

ным равновесием в игре Γ(a), тогда S̄ = µ(h1) будем называть силь-
ным равновесным коалиционным разбиением.

3. Техника построения сильного равновесия

Для построения сильного равновесия используем условие (2.6).
Построим коалиционное разбиение S̄0 в соответствии со следующей
многошаговой процедурой M :

Шаг 1. Полагаем N1 = N и строим множество Ŝ1 допустимых
коалиций игроков из множества N1. Находим S̄1 ∈ Ŝ1 из условия
S̄1 = arg max

S∈Ŝ1

ψ(S).

Шаг 2. Строим множество игроков N2 = N1\S̄1. Если N2 = ∅, то
J = 1 и S̄0 = {S̄1}. В противном случае строится множество Ŝ2 допу-
стимых коалиций игроков из множества N2 и выбирается коалиция
S̄2 ∈ Ŝ2 такая, что S̄2 = arg max

S∈Ŝ2

ψ(S).

Шаг k. Строим множество игроков Nk = Nk−1\S̄k−1. Если Nk = ∅,
то J = k − 1 и S̄0 = {S̄j}J

j=1. В противном случае строится множе-
ство Ŝk допустимых коалиций игроков из множества Nk и выбирается
коалиция S̄k ∈ Ŝk такая, что S̄k = arg max

S∈Ŝk

ψ(S).

В случае необходимости одноэлементные коалиции ранжируются
по номерам игроков.

В результате реализации процедуры M за конечное число шагов
получим коалиционное разбиение S̄0 = {S̄j}. В соответствии с проце-
дурой M множество S̄0 состоит из существенных непересекающихся

коалиций, причем
J⋃

j=1

S̄j = N .
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Теорема 3.1. Ситуация h1 = (h1
1, . . . , h

1
n), где h1

i = S̄j, i ∈ S̄j,
S̄j ∈ S̄0 является сильным равновесием в транспортной игре Γ(a).

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по числу эле-
ментов s коалиции S (размер коалиции).

Пусть s = 1, S = {i0} и i0 ∈ S̄j. Тогда

ψ(S̄j) = max
U∈Ŝj

ψ(U) = Ki0(h
1
i0
, h1

−i0
) ≥ Ki0(hi0 , h

1
−i0

) =

{
ci0 , hi0 6= S̄j,

ψ(S̄j), hi0 = S̄j,

и теорема доказана.
Рассмотрим случай, когда s = 2, S = {i0, i1}.
Пусть S ⊂ S̄j. Тогда для любого i ∈ S:

ψ(S̄j) = max
U∈Ŝj

ψ(U) = Ki(h
1
S, h1

−S) ≥ Ki(hS, h1
−S) =

=





ψ(S), hi = S, i = i0, i1,

ψ(S̄j), hi = S̄j, i = i0, i1,

ci, в противном случае,
и теорема доказана.

Пусть теперь S /∈ S̄j, т.е. i0 ∈ S̄k, i1 ∈ S̄j, S̄k 6= S̄j и для опреде-
ленности k < j. Тогда S ∈ Ŝk. По построению S̄k имеем:

ψ(S̄k) = max
U∈Ŝk

ψ(U) = Ki0(h
1
S, h1

−S) ≥ Ki0(hS, h1
−S) =

=

{
ψ(S̄k), hi = S̄k, i = i0, i1,

ci0 , в противном случае,

и база индукции доказана.
Предположим, что утверждение теоремы верно для всех коали-

ций размера не более s − 1. Покажем, что оно будет верно для коа-
лиций размера s.

Если коалиция S не является допустимой, то в ней содержится
допустимая подкоалиция U ⊂ S размера |U | < s и по индукционному
предположению теорема доказана.

Рассмотрим случай, когда S – допустимая коалиция. Тогда

Ki(hS, h1
−S) = ψ(U), i ∈ U,U ⊂ S.
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Если |U | < s, то утверждение теоремы верно по индукционному пред-
положению. Пусть U = S. Если S ⊂ S̄j, то неравенство (2.7) верно
для всех i ∈ S по построению множества S̄j. В противном случае
каждый игрок i ∈ S принадлежит своему множеству i ∈ S̄ki

разбие-
ния. Пусть i0 ∈ S̄k, где k = min

i∈S
ki. Тогда S ∈ Ŝk и неравенство (2.7)

будет выполнено, поскольку

Ki0(h
1
S, h1

−S) = ψ(S̄k) = max
U∈Ŝk

ψ(U) ≥ ψ(U) = Ki0(hS, h1
−S), i ∈ U,

что завершает доказательство.

Пример 3. Сильное равновесие в транспортной игре. Рас-
смотрим игру Γ(a), построенную на основе транспортной сети из при-
меров 1 и 2, в ней: 4095 коалиций, 456 допустимых коалиций, 247
существенных допустимых коалиций.

Первые пять, 247-ой и 456-ой элементы Ŝ1 представлены в табл.
2.

Таблица 2. Элементы Ŝ1.

№ Коалиция,
S

Маржинальный
выигрыш, ψ(S)

Спрос коалиции,∑
i∈S di

1 {8, 9, 10} 4,47 4
2 {7, 8, 9, 10} 4,10 5
3 {10, 11, 12} 3,89 5
4 {8, 9, 10, 12} 3,71 5
5 {10, 11} 3,42 4
. . . . . . . . . . . .
247 {12} 0 1
. . . . . . . . . . . .
456 {4,11} –2,48 5

В табл. 3 приведены результаты построения сильного равновесного
коалиционного разбиения в соответствии с процедурой M .
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Таблица 3. Сильное равновесное коалиционное разбиение,
S̄0 = {Sj}6

j=1.

№ шага,
j

Коалиция,
S̄j

Кратчайший
маршрут, rmin

Sj

Маржинальный
равновесный
выигрыш, ψ(S̄j)

1 {8, 9, 10} (a, x8, x9, x10) 4,47
2 {11, 12} (a, x12, x11) 2,41
3 {3, 4, 5} (a, x5, x4, x3) 1,67
4 {6, 7} (a, x6, x7) 1,62
5 {1} (a, x1) 0
6 {2} (a, x2) 0

По теореме ситуация h1 = (h1
1, . . . , h

1
12), где h1

1 = S̄5, h1
2 = S̄6, h1

3 =

h1
4 = h1

5 = S̄3, h1
6 = h1

7 = S̄4, h1
8 = h1

9 = h1
10 = S̄1, h1

11 = h1
12 = S̄2 яв-

ляется сильным равновесием в транспортной игре Γ(a). Кратчайшие
маршруты для коалиций в сильном равновесии представлены на рис.
4.
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Рисунок 4. Кратчайшие маршруты в сильном равновесии
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4. Заключение

В статье исследован частный случай задачи маршрутизации транс-
портных средств с открытыми маршрутами, в котором каждый кли-
ент является игроком. Предполагается, что игроки арендуют транс-
портное средство у независимого перевозчика, вместимость всех транс-
портных средств перевозчика одинакова. В общем случае может ис-
следоваться задача с ТС разной вместимости. Кроме того, игроки
сами могут выступать в качестве перевозчика, а в случае использо-
вания собственного ТС транспортные затраты могут определяться
затратами на топливо.

В предложенной модели каждый маршрут соответствует одно-
му ТС, т.е. перевозки осуществляются одновременно всем игрокам.
Нетрудно заметить, что построенное решение распространяется и на
случай, когда перевозчик владеет единственным ТС, а перевозки по
всем маршрутам выполняются последовательно.

Предложенное в статье решение распространяется и на случай,
когда расстояния между узлами транспортной сети определяется не
евклидовым расстоянием, а по географическим данным.
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Abstract : This paper introduces an extension of the vehicle routing
problem by including several decision makers in competition. Each
customer is characterized by demand and distance to the warehouse.
The problem is described as an open vehicle routing game (CTG).
We consider customers to be players in the game. Their strategies are
the routes for a track they should rent to deliver goods subject to
their demand with minimal transportation costs under assumption, that
transportation costs are allocated between players according to Nash
arbitrage scheme. For each profile in coalitional strategies it is provided
a coalitional structure of players and costs of each player.
We provide a computable procedure to calculate strong equilibrium. It
also calculates a numerical example.

Keywords : transportation game, cooperative transportation game, coalitional
structure, strong coalitional structure.


