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нии параметра отрицательного биномиального распределения
(ОБР) при квадратичной функции потерь. Указан численный
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1. Введение

Минимаксное оценивание используется в тех случаях, когда ста-
тистик рассматривает природу как активного противника, выбираю-
щего значение параметра распределения и имеющего противополож-
ные интересы. Вальд [2] заложил основы теории статистических игр.
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Ряд фундаментальных результатов, включающих и решение конкрет-
ных игр, были получены Ходжесом и Леманом [10], а также Блэку-
эллом и Гиршиком [1]. Обзор по статистическим играм оценки ска-
лярного параметра см. в [5].

Настоящая статья посвящена построению минимаксной оценки
параметра θ отрицательного биномиального распределения (ОБР)
f(t|θ, r) = θr(1 − θ)t(r)t/t!, t = 0, 1, . . . , где (r)t = r(r + 1) · · · (r +
t − 1), t ⩾ 1, (r)0 = 1, а параметр r > 0 предполагается известным.
Используется квадратичная функция потерь L(θ, d) = (θ − d)2. Для
геометрического распределения (r = 1) статистическая игра решена
Г.Н. Дюбиным в [6]. В данной работе аналогичное решение постро-
ено при r ∈ (0, 1). При r > 1 указан численный метод нахождения
минимаксной оценки, а при r > 2 построена оценка, минимизирую-
щая максимальный риск среди линейных оценок1 c1δ0 + c2, где δ0 −
несмещенная оценка параметра θ. Оценки параметров θ и r по методу
максимального правдоподобия см. в [11].

2. Постановка задачи

Статистик проводит одно испытание и при этом наблюдает реа-
лизацию t случайной величины T, имеющей ОБР f(t|θ, r). Параметр
r > 0 предполагается известным, а относительно параметра θ из-
вестно лишь, что θ ∈ [0, 1]. Если r − целое, то ОБР называют рас-
пределением Паскаля. В этом случае f(t|θ, r) интерпретируется как
вероятность r-го успеха в (r + t)-м испытании Бернулли.

Пример 2.1. Имеется r однотипных приборов. В каждом периоде из
них работает только один. Предположим, что в течение одного пе-
риода с вероятностью θ прибор выходит из строя. В этом случае он
заменяется другим прибором. Тогда f(t|θ, r) − вероятность того, что
дублированный прибор проработает t+ r периодов.

Примеры применения ОБР в биологии см. в [8].

Статистик, зная реализацию t, строит оценку d = δ(t) ∈ [0, 1]

параметра θ. Решающая функция δ : Z+ → [0, 1] является стратеги-
ей статистика. Множество всех таких стратегий обозначим через ∆.

1В настоящее время функции вида ax+b называют аффинными, но мы будем
придерживаться традиционной терминологии из [7].



Минимаксная оценка параметра ОБР 5

После подстановки стратегии δ в функцию потерь L и последующего
осреднения по распределению f(t|θ, r) получаем функцию риска

R(θ, δ) = E[L(θ, δ(T ))|θ, r] = θr
∞∑
t=0

(r)t
t!

(1− θ)t(θ − δ(t))2.

В статистической игре G = ⟨[0, 1],∆, R(θ, δ)⟩ первый игрок (природа)
максимизирует функцию риска R, а второй игрок (статистик) ее ми-
нимизирует. Предполагается, что природа может использовать сме-
шанные стратегии − вероятностные распределения ξ ∈ Ξ на отрезке
[0, 1]. При этом θ − реализация случайной величины Θ, имеющей
распределение ξ, а R(ξ, δ) = E [R(Θ, δ)] − функция риска, осреднен-
ная по ξ. Функция R(θ, δ) выпукла по переменным δ(t), t = 0, 1, . . .

и, как показано в [1], статистику достаточно ограничиться чистыми
стратегиями δ ∈ ∆. При этом значение игры G равно

v = min
δ∈∆

max
θ∈[0,1]

R(θ, δ) = max
θ∈[0,1]

R(θ, δ∗),

где оптимальная стратегия статистика δ∗ является минимаксной оцен-
кой параметра θ. Можно доказать, что статистическая игра с n ис-
пытаниями эквивалентна сформулированной игре G с одним испы-
танием и параметром r′ = nr (см. лемму 3.1 в [7]).

3. Решение статистической игры при 0 < r < 1

Пусть θ0 ∈ (0, 1) − единственный корень уравнения

θ(2θr/2 + r + 2) = r. (3.1)

Определим число

λ0 =
r − (r + 2)θ0

2θr+1
0 + r − (r + 2)θ0

.

Через Iθ обозначим вероятностную меру, сосредоточенную в точке
θ ∈ [0, 1].

Утверждение 3.1. При r ∈ (0, 1) в игре G ξ∗ = λ0Iθ0 + (1− λ0)I1 −
оптимальная смешанная стратегия природы, δ∗(0) = (1 + 2/r)θ0,

δ∗(t) = θ0, t = 1, 2, . . . − оптимальная стратегия статистика, а
v = (1− δ∗(0))2 − значение игры.
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Доказательство. Определим на отрезке [0, 1] функцию

H(θ)
def
= R(θ, δ∗) = θr(θ − δ∗(0))2 + (1− θr)(θ − δ∗(1))2 =

= θr(δ∗(1)− δ∗(0))(2θ − δ∗(0)− δ∗(1)) + (θ − δ∗(1))2.

Из (3.1) следует, что

H(1) = (1− δ∗(0))2 =
(
1− θ0

(
1 +

2

r

))2

= θr0(θ0 − δ∗(0))2 = H(θ0).

Поскольку r ∈ (0, 1) и δ∗(0) > δ∗(1), производная

H ′(θ) = 2θr(δ∗(1)− δ∗(0))(1 + r)+

+rθr−1((δ∗(0))2 − (δ∗(1))2) + 2(θ − δ∗(1))

строго выпукла. Поэтому уравнение H ′(θ) = 0 на интервале (0, 1)

имеет в точности два корня. Одним из них является θ0. Второй ко-
рень θ1 принадлежит интервалу (θ0, 1), что вытекает из равенства
H(θ0) = H(1). Поcкольку производная H ′ строго выпукла, H ′′′(θ) > 0

для всех θ ∈ (0, 1). Следовательно, вторая производная H ′′(θ) − воз-
растающая функция. Из равенств H ′(θ0) = H ′(θ1) = 0 получаем, что
H ′′(θ) обращается в ноль в некоторой точке интервала (θ0, θ1). От-
сюда H ′′(θ0) < 0 и θ0 − точка максимума функции H(θ) на отрезке
[0, 1] (рис. 1a).

Рисунок 1. Функция риска при стратегиях δ∗ (0 < r < 1) и δl (r > 2).

Итак, для всякого θ ∈ [0, 1]

R(θ, δ∗) = H(θ) ⩽ H(θ0) = R(θ0, δ
∗) = H(1) = (1− δ∗(0))2. (3.2)
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Для любой стратегии статистика δ ∈ ∆ имеем:

R(ξ∗, δ) = λ0θ
r
0(θ0 − δ(0))2 + λ0

∞∑
t=1

(r)t
t!

θr0(1− θ0)
t(θ0 − δ(t))2+

+(1− λ0)(1− δ(0))2.

Нетрудно проверить, что

min
δ∈∆

R(ξ∗, δ) = R(ξ∗, δ∗) = (1− δ∗(0))2. (3.3)

Из (3.2) и (3.3) следует, что (ξ∗, δ∗) − седловая точка функции R(ξ, δ)

на Ξ×∆.

Отметим, что при r = 1 уравнение (3.1) имеет корень θ0 = 1/4. В
результате получаем решение игры G, найденное в [6]:

ξ∗ = (2/3)I1/4 + (1/3)I1, δ
∗(0)=3/4, δ∗(t)=1/4, t=1, 2, . . . , v=1/16.

4. Линейная минимаксная оценка

Пусть r > 1. Найдем несмещенную оценку δ0(t) параметра θ, удо-
влетворяющую условию E[δ0(T )|θ, r] = θ при всех θ ∈ [0, 1]. Отсюда

∞∑
t=0

(r)t
t!

(1− θ)tδ0(t) = θ1−r =
∞∑
t=0

(r − 1)t
t!

(1− θ)t, ∀ θ ∈ (0, 1].

Следовательно, δ0(t) = (r − 1)t/(r)t = (r − 1)/(r + t− 1), t = 0, 1, . . . .

Определим класс линейных оценок ∆l = {δ = c1δ0 + c2|cj ∈
[0, 1], j = 1, 2}. Интерес представляет линейная оценка δl, миними-
зирующая максимальный риск среди оценок из множества ∆l (см.,
например, [9]). Займемся ее поиском. Положим c = (c1, c2). Для стра-
тегии δ = c1δ0 + c2 ∈ ∆l функцию риска можно записать в виде

F (θ, c)
def
= R(θ, δ) = E[(θ − c1δ0(T )− c2)

2|θ, r] =

= (θ(1− c1)− c2)
2 + c21(E[δ

2
0(T )|θ, r]− θ2),
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где

E[δ20(T )|θ, r] = θr
∞∑
t=0

(r − 1)2t
t!(r)t

(1− θ)t.

Здесь множитель

h(θ)
def
=

∞∑
t=0

(r − 1)2t
t!(r)t

(1− θ)t

является гипергеометрической функцией (см. [4]). Пусть θ ∈ (0, 1).

Представим функцию h в интегральной форме. Имеем:

h(θ)

r − 1
=

∞∑
t=0

(r − 1)t
t!(r + t− 1)

(1− θ)t =
∞∑
t=0

(r − 1)t
t!

(1− θ)t
1∫

0

xr+t−2dx =

=

1∫
0

xr−2

∞∑
t=0

(r − 1)t
t!

(x(1− θ))tdx =

1∫
0

xr−2(1− x(1− θ))1−rdx =

=
1

(1− θ)r−1

(1−θ)/θ∫
0

zr−2

1 + z
dz.

Последний интеграл получен после замены z = x(1−θ)/(1−x(1−θ)).

Определим на интервале (0, 1) функции

h0(θ) =
θrh(θ)

r − 1
=

θr

(1− θ)r−1
J(θ), h2(θ) =

θr−2

(1− θ)r−1
J(θ),

где

J(θ)
def
=

(1−θ)/θ∫
0

zr−2

1 + z
dz.

Лемма 4.1. Пусть r > 2. На интервале (0, 1) функция h0 возраста-
ет и строго выпукла, а ее производная h′

0 строго вогнута. Функция
h2 на интервале (0, 1) убывает. Функции h0, h

′
0 и h2 имеют следую-

щие предельные значения в концах отрезка [0, 1] :

h0(0) = h′
0(0) = 0, h2(0) =

1

r − 2
, h2(1) =

1

r − 1
.

Кроме того, (r − 1)hi(θ)− θ2−i > 0, i = 0, 2 при всех θ ∈ (0, 1).
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Доказательство. Первые три производные функции h0 можно запи-
сать в виде

h′
0(θ) = l1(θ)J(θ)−

θ

1− θ
, h′′

0(θ) = l2(θ)J(θ) +
θ − r − 1

(1− θ)2
, (4.1)

h′′′
0 (θ) = l3(θ)J(θ) +

θ2 − θ − 2rθ − r2 + r

θ(1− θ)3
,

где

l1(θ) =
θr−1(r − θ)

(1− θ)r
, l2(θ) =

r(r − 1)θr−2

(1− θ)r+1
,

l3(θ) =
r(r − 1)θr−3(r + 3θ − 2)

(1− θ)r+2
.

Отметим, что на интервале (0, 1) функции li (i = 1, 2, 3) положитель-
ны. Покажем, что производные h′

0 и h′′
0 на этом интервале положи-

тельны, а h′′′
0 отрицательна. Определим вспомогательные функции

p1(θ) =
h′
0(θ)

l1(θ)
, p2(θ) =

h′′
0(θ)

l2(θ)
, p3(θ) =

h′′′
0 (θ)

l3(θ)
, θ ∈ (0, 1).

Нетрудно видеть, что pi(1) = 0, i = 1, 2, 3. Поэтому достаточно про-
верить, что на отрезке (0, 1) производные p′1 и p′2 отрицательны, а p′3
положительна. Опуская вычисления, запишем эти производные

p′1(θ) = −(1− θ)r−1(2r − θ)

(r − θ)2θr−1
, p′2(θ) = − 2(1− θ)r

r(r − 1)θr−1
,

p′3(θ) =
6(1− θ)r+1

r(r − 1)(3θ + r − 2)2θr−2
.

Монотонность функции h2 доказывается аналогично. Указанные пре-
дельные значения находятся по правилу Лопиталя. Из того, что функ-
ция h2 убывает на интервале (0, 1) до значения 1/(r−1) следует нера-
венство (r−1)h2(θ)−1 > 0. Умножая его на θ2, получим (r−1)h0(θ)−
θ2 > 0 при всех θ ∈ (0, 1).

Для стратегии δ = c1δ0 + c2 функция риска имеет вид

F (θ, c) = (θ(1− c1)− c2)
2 + c21((r − 1)h0(θ)− θ2).
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Решим игру Gl = ⟨[0, 1], [0, 1]2, F (θ, c)⟩. Рассмотрим следующую си-
стему уравнений относительно переменных θ, c1, c2 :

Fc1(θ, c) = 0, Fθ(θ, c) = 0, F (θ, c) = F (0, c)

или
−θ(θ(1− c1)− c2) + c1((r − 1)h0(θ)− θ2) = 0, (4.2)

2(1− c1)(θ(1− c1)− c2) + c21((r − 1)h′
0(θ)− 2θ) = 0, (4.3)

(θ(1− c1)− c2)
2 + c21((r − 1)h0(θ)− θ2) = c22. (4.4)

Лемма 4.2. При r > 2 система уравнений (4.2)− (4.4) имеет един-
ственное решение (θl, cl1, c

l
2) ∈ (0, 1)3. При этом cl1 + cl2 < 1.

Доказательство. Исключая из уравнений (4.2) и (4.4) переменную
c2, получим

−c21(r − 1)h2(θ) + 2c1(r − 1)h2(θ)− 1 = 0. (4.5)

Аналогично из уравнений (4.2) и (4.3) находим

c1 =
2((r − 1)h0(θ)− θ2)

(r − 1)(2h0(θ)− θh′
0(θ))

=
2((r − 1)h2(θ)− 1)(1− θ)

(r − 1)((2− r − θ)h2(θ) + 1)
.

Отсюда и из (4.5) получим уравнение относительно θ :

c1 = 1−

√
1− 1

(r − 1)h2(θ)
=

2((r − 1)h2(θ)− 1)(1− θ)

(r − 1)((2− r − θ)h2(θ) + 1)
. (4.6)

Предположим, что существует корень уравнения (4.6) θl ∈ (0, 1). То-
гда величины cl1 и cl2 однозначно определяются по θl соответственно
из (4.6) и (4.2). Покажем, что при этом cl1, c

l
2 > 0 и cl1 + cl2 < 1. Дей-

ствительно, по лемме 4.1 (r − 1)hi(θ
l) > (θl)2−i, i = 0, 2. Отсюда из

(4.6) следует, что cl1 ∈ (0, 1), а из (4.4) получаем cl2 > 0. Наконец, из
(4.2) вытекает, что 0 < θl(1− cl1)− cl2 < 1− cl1 − cl2.

Осталось показать, что уравнение (4.6) имеет единственное ре-
шение θl ∈ (0, 1). Обозначим через g1(θ) и g2(θ) функции, стоящие
соответственно в левой и правой частях уравнения (4.6). По лемме
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4.1 функция h2 убывает на интервале (0, 1). Следовательно, функция
g1 возрастает на (0, 1). Функции g1 и g2 имеют предельные значения

g1(0) = 1−
√

1

r − 1
, g2(0) = +∞, g1(1) = 1, g2(1) = 0.

Докажем, что функция g2 убывает на интервале (0, 1). Тогда графики
функций g1 и g2 на интервале (0, 1) будут пересекаться в единствен-
ной точке. Введем функцию f(θ) = (r − 1)h2(θ)− 1. Имеем:

f ′(θ) =
(r + θ − 2)f(θ) + θ − 1

θ(1− θ)
, g2(θ) =

2f(θ)(1− θ)

(2− r − θ)f(θ) + 1− θ
,

g′2(θ) =
f ′(θ)(1− θ)2 + f 2(θ)(r − 1)

((2− r − θ)f(θ) + 1− θ)2
=

=
((r + θ − 2)f(θ) + θ − 1)(1− θ) + (r − 1)θf 2(θ)

θ((2− r − θ)f(θ) + 1− θ)2
.

Докажем, что на интервале (0, 1) производная g′2(θ) < 0. Положим
D = (r + θ − 2)2 + 4(r − 1)θ. Поскольку числитель в выражении для
g′2(θ) является квадратичной функцией от f(θ), неравенство g′2(θ) < 0

эквивалентно неравенству

f(θ)−
(1− θ)

(
− (r + θ − 2) +

√
D
)

2(r − 1)θ
< 0,

которое выполнено только тогда, когда функция

q(θ)
def
= (r − 1)J(θ)− (1− θ)r−1

θr−2
−

(1− θ)r
(
− (r + θ − 2) +

√
D
)

2(r − 1)θr−1

отрицательна на интервале (0, 1). Заметим, что q(1) = 0. Поэтому до-
статочно доказать, что q′(θ) > 0 при θ ∈ (0, 1). Производная разности
(r − 1)J(θ)− (1− θ)r−1θ2−r равна −((1− θ)/θ)r−1. Отсюда

q′(θ) =
1

2(r − 1)

(1− θ

θ

)r−1[(r + θ − 1

θ

)
(−(r + θ − 2) +

√
D)−

−(1− θ)
(
− 1 +

3r + θ − 4√
D

)]
−
(1− θ

θ

)r−1

.

Неравенство q′(θ) > 0 эквивалентно следующему:

(r + θ − 1)D − θ(1− θ)(3r + θ − 4) >
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>
√
D[2(r − 1)θ + (r + θ − 1)(r + θ − 2)− θ(1− θ)]. (4.7)

Обе части неравенства (4.7) положительны при r > 2 и θ ∈ (0, 1).

Например, левая часть положительна, поскольку

4(r + θ − 1)θ(r − 1) > 4(1− θ)θ(r − 1) > (1− θ)θ(3r + θ − 4).

Можно показать, что разность квадратов левой и правой частей нера-
венства (4.7) равна 4(r − 1)2θ2(r − 1 + 2θ + 2θ2) > 0.

Утверждение 4.1. Пусть r > 2, а (θl, cl1, c
l
2) − решение системы

уравнений (4.2) − (4.4). Положим λl = cl2/(θ
l(1 − cl1)). Тогда в игре

Gl ξl = λlIθl + (1− λl)I0 и δl = cl1δ0 + cl2 − оптимальные стратегии
природы и статистика, соответственно, а vl = (cl2)

2 − значение
игры.

Доказательство. Из леммы 4.1 и уравнения (4.2) следует, что λl ∈
(0, 1). По выбору тройки (θl, cl1, c

l
2) функция F (θ, cl) принимает зна-

чение (cl2)
2 в точках 0 и θl. Ее производная в нуле F ′

θ(0, c
l) = −(1 −

cl1)c
l
2 < 0. Поэтому производная F ′

θ(θ, c
l) обращается в нуль в некото-

рой точке θ1 ∈ (0, θl). Далее, из равенства F ′
θ(θ

l, cl) = 0 следует, что
вторая производная F ′′

θθ(θ, c
l) обращается в нуль в некоторой точке

θ2 ∈ (θ1, θ
l). Эта точка единственна, поскольку по лемме 4.1 производ-

ная F ′′′
θθθ(θ, c

l) = (cl1)
2(r−1)h′′′

0 (θ) отрицательна. Отсюда F ′′
θθ(θ

l, cl) < 0

и θl − точка максимума функции F (θ, cl) на отрезке [0, 1] (см. рис.
1b). Следовательно, при любых θ ∈ [0, 1]

F (θ, cl) ⩽ F (0, cl) = F (θl, cl) = (cl2)
2. (4.8)

С другой стороны, для любой стратегии δ = c1δ0 + c2 ∈ ∆l

R(ξl, δ) = (1− λl)F (0, c) + λlF (θl, c) =

= (1− λl)c22 + λl[(θl(1− c1)− c2)
2 + c21((r − 1)h0(θ

l)− (θl)2)].

Нетрудно проверить, что

min
δ∈∆l

R(ξl, δ) = R(ξl, δl) = (cl2)
2. (4.9)

Из (4.8) и (4.9) следует, что (ξl, δl) − седловая точка функции R(ξ, δ)

на Ξ×∆l.
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Из утверждения 4.1 следует, что δl = cl1δ0 + cl2 − линейная мини-
максная стратегия статистика, для которой

max
θ∈[0,1]

F (θ, cl) = min
c∈[0,1]2

max
θ∈[0,1]

F (θ, c).

Пример 4.1. Пусть r = 4. Тогда θl = 0.707665, λl = 0.783058, cl1 =

0.722955, cl2 = 0.153569, vl = (cl2)
2 = 0.023569.

В следующем разделе рассматривается метод приближенного ре-
шения игры G, позволяющий, как показывают вычисления, улуч-
шить стратегию статистика δl.

5. Приближенное решение статистической игры

Пусть r > 1. Для каждого целого N ⩾ 1 определим усеченную
стратегию статистика δN = (δ(0), δ(1), . . . , δ(N)) ∈ [0, 1]N+1 и соот-
ветствующую функцию выигрыша

RN(θ, δN) = θr
N∑
t=0

(r)t
t!

(1− θ)t(θ − δ(t))2

в игре GN = ⟨[0, 1], [0, 1]N+1, RN(θ, δN)⟩. Функция GN выпукла по δN .

Поэтому (см., например, [3]) в игре GN природа может ограничиться

использованием смешанных стратегий вида ξ =
m∑
i=1

aiIθi , где

m∑
i=1

ai = 1, ai ⩾ 0, i = 1, . . . ,m, 0 ⩽ θ1 ⩽ θ2 ⩽ . . . ⩽ θm ⩽ 1, m ⩽ N+2.

Множество всех таких стратегий природы обозначим через Ξm.

Для каждой стратегии ξ ∈ Ξm соответствующая байесовская стра-
тегия δξN , минимизирующая функцию RN(ξ, δN) по δN ∈ [0, 1]N+1,

имеет вид δξN = (E [Θ|t], t = 0, 1, . . . , N), где осреднение берется по
апостериорному распределению

ξ|t =

m∑
i=1

aiθ
r
i (1− θi)

tIθi

m∑
j=1

ajθrj (1− θj)t
.
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Чтобы приближенно решить игру GN , зададим точность ε1 > 0 и
выберем некоторое значение m < N + 2. Величины

vN = max
ξ∈Ξm

R(ξ, δξN) = R(ξ∗, δξ
∗

N ), v̄N = max
θ∈[0,1]

R(θ, δξ
∗

N )

оценивают значение vN игры GN снизу и сверху соответственно. Если
неравенство v̄N − vN ⩽ ε1 не выполнено, увеличиваем m и повторяем
расчеты до тех пор, пока не будет достигнута точность ε1. Отметим,
что при заданном ε1 минимальное требуемое значение m растет с
увеличением r (см. табл.1).

Таблица 1. Минимальные m, обеспечивающие точность ε1 = 10−8.

r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m 10 12 14 21 25 26 28 30 32

.

По найденной стратегии статистика δξ
∗

N определим стратегию δ∗

в исходной игре G :

δ∗(t) =

{
δξ

∗

N (t), 0 ⩽ t ⩽ N,

δξ
∗

N (N), t > N.
(5.1)

Стратегия δ∗ является ε-минимаксной оценкой, т.е. реализующей ми-
нимум функции M(δ) = max

0⩽θ⩽1
R(θ, δ) с точностью до некоторого ε >

0. Чтобы найти ε, оценим «хвост» ряда R(θ, δ∗) :

∞∑
t=N+1

(r)t
t!

θr(1−θ)t(θ−δ∗(t))2 ⩽ max
0⩽θ⩽1

θ2
(
1−

N∑
t=0

(r)t
t!

θr(1−θ)t
)

def
= ε2(N).

Теперь можно взять ε = ε1 + ε2(N). Следует отметить, что ве-
личина ε2(N) медленно убывает с ростом N. Например, при r = 4

ε2(200) ≈ 0.00017, а ε2(1000) ≈ 0.000007. При больших N решение
игры GN требует значительного объема вычислений.

Уменьшить величину ε2(N) можно с помощью следующего прие-
ма. Пусть статистик предполагает, что θ ∈ [θ, 1], где θ > 0 − нижняя
граница для параметра θ. Допущения такого рода встречаются при
оценке параметров (см. [7]). Тогда в играх G и GN нужно заменить
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отрезок [0, 1] на [θ, 1], а при вычислении ε2(N) следует максимизиро-
вать по отрезку [θ, 1]. Например, при r = 4 и θ = 0.1 улучшенное зна-
чение ε2(200) станет равным 10−8. При этом значение игры v ≈ v200
с точностью до ε = 2 · 10−8 равно 0.01943937.

6. Сравнение минимаксных оценок с классическими

Используя функцию риска, сопоставим при r > 2 оценки δl и δ∗ в
(5.1) с несмещенной оценкой δ0(t) = (r − 1)/(r + t− 1) и оценкой

δ1(t) = arg max
0⩽θ⩽1

θr(1− θ)t =
r

r + t
, t = 0, 1, . . . ,

полученной по методу максимального правдоподобия.

Утверждение 6.1. Пусть r > 2. Функция риска R(θ, δ0) имеет на
отрезке [0, 1] единственную точку максимума θ0(r), которая стре-
мится к 2/3 при r → ∞.

Доказательство. Функция R(θ, δ0) = F (θ, 1, 0) = (r−1)h0(θ)−θ2 об-
ращается в нуль в концах отрезка [0, 1] и положительна на интервале
(0, 1). Покажем, что она унимодальна на отрезке [0, 1]. Действитель-
но, предположим, например, что она имеет на интервале (0, 1) две
точки локального максимума и одну точку локального минимума.
Тогда найдется точка θ ∈ (0, 1), в которой h′′′

0 (θ) = 0, что противоре-
чит лемме 4.1.

Точка максимума θ0(r) функции R(θ, δ0) удовлетворяет уравне-
нию (r − 1)h′

0(θ)− 2θ = 0 или (см. (4.1)) уравнению(r − θ

r − 1

)( θ

1− θ

)r−1

(r − 1)J(θ)− θ =
2θ(1− θ)

r − 1
. (6.1)

Пусть θ ∈ (1/2, 1). При больших r справедливы следующие разложе-
ния:

J(θ) =

(1−θ)/θ∫
0

zr−2

1 + z
dz =

(1−θ)/θ∫
0

zr−2

∞∑
t=0

(−1)tztdz =

=
(1− θ

θ

)r−1
∞∑
t=0

(−1)t
1

r − 1 + t

(1− θ

θ

)t

,

r − 1

r + t
= 1− t+ 1

r
+

t(t+ 1)

r2
+ o

( 1

r2

)
, t = 0, 1, . . . .,
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(r−1)
( θ

1− θ

)r−1

J(θ) = 1−
(
1− 1

r

)(1− θ

θ

)
+
(
1− 2

r
+
1 · 2
r2

)(1− θ

θ

)2

−

−
(
1− 3

r
+

2 · 3
r2

)(1− θ

θ

)3

+ . . . =

= θ − 1

r

∞∑
t=1

(−1)tt
(1− θ

θ

)t

+
1

r2

∞∑
t=2

(−1)t(t− 1)t
(1− θ

θ

)t

+ o
( 1

r2

)
=

= θ +
1

r
θ(1− θ) +

2

r2
θ(1− θ)2 + o

( 1

r2

)
,

r − θ

r − 1
= 1 +

1− θ

r
+

1− θ

r2
+ o

( 1

r2

)
,

1

r − 1
=

1

r
+

1

r2
+ o

( 1

r2

)
.

Подставляя эти разложения в (6.1), получим(
1+

1− θ

r
+
1− θ

r2
+o

( 1

r2

))(
θ+

1

r
θ(1−θ)+

2

r2
θ(1−θ)2+o

( 1

r2

))
−θ =

= 2θ(1− θ)
(1
r
+

1

r2
+ o

( 1

r2

))
или θ/r2 = 2/(3r2) + o(1/r2).

Функция R(θ, δl) = F (θ, cl) принимает в концах отрезка [0, 1] по-
ложительные значения (cl2)

2 и (cl1 + cl2 − 1)2, а R(0, δ0) = R(1, δ0) = 0.

Поскольку δ0 ∈ ∆l, из определения стратегии δl следует неравенство
R(θ0(r), δ0) > R(θ0(r), δ

l). Поэтому уравнение R(θ, δl) = R(θ, δ0) име-
ет в интервале (0, 1) по меньшей мере два корня θ01 и θ02, θ01 < θ02.

Однако более двух корней оно иметь не может, поскольку в про-
тивном случае, как и в доказательстве утверждения 6.1, получаем
противоречие с леммой 4.1.

Итак, при θ ∈ (θ01, θ02) оценка δl имеет меньшее значение функции
риска, чем δ0. Наоборот, при θ ∈ (0, θ01)∪(θ02, 1) оценка δ0 по функции
риска более предпочтительна, чем δl. Как показывают вычисления,
с ростом r длина интервала (θ01, θ02) уменьшается и, например, при
r > 50000 становится меньше 1/10. Как отмечалось выше, рост r мо-
жет быть связан с увеличением числа испытаний. Сходная картина
наблюдалась и в [10] для минимаксной оценки параметра биномиаль-
ного распределения.
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Аналогичные выводы можно сделать и при сравнении стратегий
статистика δl и δ1. В частности, уравнение R(θ, δl) = R(θ, δ1) имеет в
интервале (0, 1) в точности два корня θ11 и θ12, θ11 < θ12.

В табл. 2 содержатся значения корней θij (i = 0, 1, j = 1, 2) при
r = 5, 50, 500, 5000, 50000.

Таблица 2. Корни θij при некоторых значениях r.

r 5 50 500 5000 50000
θ01 0.2561 0.4106 0.5144 0.5799 0.6180
θ02 0.9032 0.8569 0.7964 0.7462 0.7131
θ11 0.2136 0.4010 0.5134 0.5798 0.6180
θ12 0.8450 0.8441 0.7941 0.7458 0.7130

.

Для сравнения стратегии статистика δ∗ (см. (5.1)) с какой-либо
другой стратегией δ отметим, что изменение функции риска R(θ, δ∗)

на отрезке [0, 1] незначительно. Поэтому вместо R(θ, δ∗) будем ис-
пользовать постоянную v̂, оценивающую сверху значение v игры G

и близкую к v. Можно показать, что уравнение R(θ, δ) = v̂ имеет на
интервале (0, 1) при δ = δ0 и δ = δ1 по два корня: θ∗01 < θ∗02 и θ∗11 < θ∗12
соответственно. Как показывают расчеты, при δ = δl это уравнение
имеет три корня θl1 < θl2 < θl3. Взаимное расположение графиков
функций R(θ, δl), R(θ, δ0) и R(θ, δ1) представлено на рис. 2.

Рисунок 2. Функция риска при стратегиях δ∗, δl, δ0 и δ1 (r = 5).
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Пример 6.1. Пусть r = 5. Тогда θl1 = 0.0615, θl2 = 0.4390, θl3 = 0.9055,
θ∗01 = 0.2911, θ∗02 = 0.9038, θ∗11 = 0.2482, θ∗12 = 0.8641. Величина
v̂ = 0.01623661 отличается от v не более, чем на 10−7. На интерва-
лах (0, θ∗01), (θ

∗
01, θ

l
2), (θ

l
2, θ

∗
12) и (θ∗12, 1) лучшими среди четырех оценок

являются δ0, δ
l, δ∗ и δ1 соответственно.
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