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Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà îäíà ìîäåëü ïåðåäà÷è äàííûõ â ñåòè
ñïåöèàëüíîãî âèäà, â êîòîðîé äâà èãðîêà (âåðøèíû ñåòè) ñòðå-
ìÿòñÿ ïåðåñëàòü êàê ìîæíî áîëüøå ñëó÷àéíî ïîÿâëÿþùèõñÿ
ó íèõ ïàêåòîâ äàííûõ ÷åðåç îáùóþ âåðøèíó. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî èãðîêè íå îáëàäàþò ïîëíîé èíôîðìàöèåé î íàëè÷èè ó
äðóãîãî èãðîêà ïàêåòà äàííûõ äëÿ âîçìîæíîé ïåðåäà÷è. Äëÿ
ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîîïåðàòèâíûé è íåêîîïå-
ðàòèâíûé ïîäõîäû, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè íàéäåíû êî-
îïåðàòèâíîå ðåøåíèå è ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Äëÿ ñðàâíåíèÿ
ñóììàðíûõ âûèãðûøåé èãðîêîâ ïðè êîîïåðàòèâíîì ðåøåíèè
è ðàâíîâåñèè ïî Íýøó âû÷èñëÿåòñÿ öåíà àíàðõèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èãðà ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿, ïåðåäà÷à äàííûõ,
ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà, íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ.

1. Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåäà÷è äàí-

íûõ â ñåòè çàäàííîé òîïîëîãèè. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ óñòðîéñòâ ñåòè ïðè îãðàíè÷åííîñòè èíôîð-
ìàöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü èãðû ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿, â êî-
òîðîé èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåäàþùèå óñòðîéñòâà, à ñòðàòåãèÿìè �
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âåðîÿòíîñòè ïåðåñûëêè ïàêåòà äàííûõ ïðè åãî íàëè÷èè. Ïðîòîêîë
ïåðåäà÷è äàííûõ ïîçâîëÿåò ïåðåäàâàòü ïàêåò åäèíè÷íîé åìêîñòè â
îäèí ïåðèîä âðåìåíè, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ äèñêðåòíûì. Â ñåòè
èìååòñÿ äâà èãðîêà, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ïåðåñëàòü êàê ìîæíî áîëüøå
ïàêåòîâ äàííûõ â êîíå÷íûå âåðøèíû, èñïîëüçóÿ îäíó îáùóþ âåðøè-
íó, ÷åðåç êîòîðóþ ìîæåò ïðîéòè òîëüêî îäèí ïàêåò â îäèí ïåðèîä
âðåìåíè. Îïèñàííàÿ ñèñòåìà ïåðåäà÷è äàííûõ è äîñòóïà ê êàíàëó
ïîëó÷èëà íàçâàíèå ALOHA [5]. Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè ñòðóêòó-
ðà ñåòè çàäàíà èçíà÷àëüíî è íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ðàâíîâåñèå ïî
Íýøó â îäíîøàãîâîé èãðå ñ n ñèììåòðè÷íûìè è íåñèììåòðè÷íûìè
èãðîêàìè â ñåòè ñ ïðîòîêîëîì äîñòóïà òèïà ê êàíàëó òèïà ALOHA
áûëî íàéäåíî â ðàáîòå [10]. Ñòîõàñòè÷åñêèå èãðû ïåðåäà÷è äàííûõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîòîêîëîâ ALOHA è slotted ALOHA, íî ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè èãðîêàìè, áûëè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [6, 12]. Ðàçëè÷íûå
äåëåæè ñóììàðíîãî âûèãðûøà èãðîêîâ â îäíîøàãîâîé èãðå ïåðåäà÷è
äàííûõ ñ ïðîòîêîëîì ALOHA ïîëó÷åíû [13] Òàêæå áîëüøîé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ñåòè. Íàïðèìåð, ïðîöåññ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ñåòè ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ êàê íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà, â
êîòîðîé èãðîêè èñïîëüçóþò ïðàâèëî äâîéíîãî íàèëó÷øåãî îòâåòà [7].

Òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè ïåðåäà÷è äàííûõ øèðîêî èñïîëüçóþò-
ñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè áåñïðîâîäíûõ ñåòåé [8, 16]. ×àùå âñåãî ïðè
íåêîîïåðàòèâíîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ èãðû â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå äàåò ìåíü-
øèé ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêàì ïî ñðàâíåíèþ ñ êîîïåðàòèâíûì
ðàâíîâåñèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîâåñíîå ïî Íýøó ïîâåäåíèå ó÷àñò-
íèêîâ ñåòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå ÿâëÿåòñÿ ¾ñîöèàëüíî îïòèìàëü-
íûì¿. Êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ïðåèìóùåñòâà ¾ñîöèàëüíî îïòèìàëü-
íîãî¿ ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ èëè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ ïåðåä ðàâíî-
âåñèåì ïî Íýøó ìîæåò ñëóæèòü öåíà àíàðõèè [11], êîòîðàÿ òàêæå
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåòèêî-èãðîâûõ ìîäåëÿõ ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïåðåäà÷è äàííûõ
ïðè ñëó÷àéíîì ïîÿâëåíèè ïàêåòîâ ó ïåðåäàþùèõ óñòðîéñòâ èñïîëü-
çóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñòðàòåãèé èãðî-
êîâ â êàæäîì âîçìîæíîì ñîñòîÿíèè ñåòè [17]. Ïîñòðîåíèå ñîöèàëüíî
îïòèìàëüíîãî èëè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé èãðû â
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ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [14, 15]. Â îòëè÷èå
îò ðàáîò [14, 15], çäåñü íå ñòðîèòñÿ êîîïåðàòèâíàÿ èãðà, à èìåííî,
íå îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è äåëåæ, à òîëüêî íà-
õîäèòñÿ íàáîð ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ, ìàêñèìèçèðóþùèé
ñóììàðíûé îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêîâ â èãðå. Ïðèìåð ïîñòðîå-
íèÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû ïåðåäà÷è äàííûõ â ñåòè, à òàêæå ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâîãî âåêòîðà Øåïëè ìîæíî íàéòè
â ñòàòüå [3].

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåäà÷è äàííûõ ïîëíî-
òà èíôîðìàöèè èëè ÷àñòè÷íîå åå îòñóòñòâèå âëèÿþò íà îïòèìàëüíûå
ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Ðåøåíèå èãðû ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿ ñ ïîë-
íîé èíôîðìàöèåé ïîëó÷åíî â [2]. Çäåñü ìû äåëàåì ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî èãðîêè íå çíàþò î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ïàêåòà äàííûõ ó äðó-
ãîãî èãðîêà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó
îáìåí èíôîðìàöèåé ìåæäó ïåðåäàþùèìè óñòðîéñòâàìè ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíûì èçäåðæêàì è çàäåðæêàì ïåðåäà÷è äàííûõ.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ðàçäåë 2 ñîäåðæèò îïèñàíèå
èãðû ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿ è ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûèã-
ðûøåé èãðîêîâ. Îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó è êîîïåðàòèâíîãî
ðåøåíèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå, òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ýòèõ ðàâ-
íîâåñèé, à òàêæå ôîðìóëà öåíû àíàðõèè ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 3. ×èñ-
ëåííûé ïðèìåð èãðû ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿ ðàññìîòðåí â ðàçäåëå
4. Ðàáîòó çàâåðøàåò Çàêëþ÷åíèå ñ êðàòêèì îïèñàíèåì ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ è ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

2. Îïèñàíèå èãðû
Ðàññìîòðèì èãðó ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿ ïåðåäà÷è äàííûõ â

áåñïðîâîäíûõ ñåòÿõ (Multiple access game). Èãðîêè, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ óñòðîéñòâàìè ïåðåäà÷è äàííûõ, îáîçíà÷åíû íà ðèñ. 1 âåðøèíàìè
1 è 2. Ó èãðîêîâ 1 è 2 â íà÷àëå êàæäîãî ïåðèîäà âðåìåíè ìîæåò ïî-
ÿâèòñÿ ïàêåò äàííûõ åäèíè÷íîé åìêîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ a1 ∈ (0, 1)

è a2 ∈ (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Öåëü èãðîêà i = 1, 2 � ïåðåñëàòü ïà-
êåò â âåðøèíó ri. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç ñõåìû ïåðåäà÷è äàííûõ,
ïàêåò äîëæåí ïðîéòè îáùóþ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ âåðøèíó åäèíè÷íîé
åìêîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè îáà èãðîêà îäíîâðåìåííî ïåðåñûëàþò ïàêåò,
òî ýòè ïàêåòû âîçâðàùàþòñÿ ê íèì îáðàòíî. Äëÿ óñïåøíîé äîñòàâêè
ïàêåòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû òîëüêî îäèí èç èãðîêîâ ïåðåñûëàë ïàêåò.
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Èãðîê ïîëó÷àåò âûèãðûø 1 çà âû÷åòîì èçäåðæåê ïî ïåðåñûëêå ïà-
êåòà, ðàâíûõ c ∈ (0, 1), åñëè åãî ïàêåò äîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâóþùóþ
êîíå÷íóþ âåðøèíó. Çà ïðîñòîé ïàêåòà â îäèí ïåðèîä âðåìåíè èãðîê
íåñåò èçäåðæêè â ðàçìåðå d ∈ [0, 1).

1

2 r2

r1

Ðèñóíîê 1. Ñåòü äëÿ èãðû ¾Ìíîæåñòâåííûé äîñòóï¿

Âðåìÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ äèñêðåòíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç t = 1, 2, . . .

Ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì ïîíèìàòü ïàðó
(ω1(t), ω2(t)), ãäå ωi(t) = 0, åñëè ó èãðîêà i â ìîìåíò âðåìåíè t íåò
ïàêåòà äàííûõ äëÿ ïåðåäà÷è, è ωi(t) = 1, åñëè ó èãðîêà i â ìîìåíò
âðåìåíè t èìååòñÿ ïàêåò äàííûõ åäèíè÷íîé åìêîñòè, i = 1, 2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t

åñòü Ω = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Â îòëè÷èå îò [1], áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî èãðîêè íå èìåþò èíôîðìàöèè î íàëè÷èè ïàêåòà ó äðó-
ãîãî èãðîêà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èãðîê 1
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íå ðàçëè÷àåò, â êàêîì èç ñîñòîÿíèé ìíî-
æåñòâà {(0, 0), (0, 1)} îí íàõîäèòñÿ, àíàëîãè÷íî è äëÿ ñîñòîÿíèé èç
ìíîæåñòâà {(1, 0), (1, 1)}. Èãðîê 2 íå ðàçëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà
{(0, 0), (1, 0)}, à òàêæå ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà {(0, 1), (1, 1)}.

Ïóñòü èãðîêàì èçâåñòåí íà÷àëüíûé âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñî-
ñòîÿíèÿì π = (π(0,0), π(0,1), π(1,0), π(1,1)), ãäå πω � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñîñòîÿíèå ω ðåàëèçóåòñÿ â ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè,

∑
ω∈Ω

πω = 1.

Çàìå÷àíèå 2.1. Èñõîäÿ èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì π ìîæíî ðàññìîòðåòü âåêòîð
π = ((1−a1)(1−a2), (1−a1)a2, a1(1−a2), a1a2), êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò,
÷òî äî õîäà ñëó÷àÿ â âåðøèíàõ ñåòè ïàêåòîâ äàííûõ íå áûëî.
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Îïèøåì ïðîöåññ ïåðåäà÷è äàííûõ â òàêîé ñåòè ñ ïîìîùüþ ñòîõà-
ñòè÷åñêîé èãðû, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî çàäàòü ñòðàòå-
ãèè èãðîêîâ è ôóíêöèè âûèãðûøåé â êàæäîì ñîñòîÿíèè è îïðåäåëèòü
êëàññ ñòðàòåãèé, â êîòîðûõ áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå èãðû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé, êîòîðûå íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè, à çàâèñÿò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (â äàëü-
íåéøåì, èãðû). Â ñëó÷àå, êîãäà ó èãðîêà i = 1, 2 íåò ïàêåòà äëÿ ïåðå-
ñûëêè, åãî åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ � îæèäàíèå, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç
wi. Ïîñêîëüêó èãðîêè íå îáëàäàþò ïîëíîé èíôîðìàöèåé î íàëè÷èè
ïàêåòà ó äðóãîãî èãðîêà, òî ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñòðàòåãèè èã-
ðîêà 1 â ñîñòîÿíèÿõ ìíîæåñòâà {(1, 0), (1, 1)} äîëæíû áûòü îäèíàêî-
âûìè, ýòî ñòðàòåãèè w1 (îæèäàíèå) è s1 (îòïðàâêà ïàêåòà). Òîãäà ñìå-
øàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà 1 â ñîñòîÿíèÿõ ìíîæåñòâà {(1, 0), (1, 1)}
áóäåò âåêòîð (1 − ξ1, ξ1), è ξ1 ∈ [0, 1] � âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñòðàòå-
ãèè s1, ò. å. âåðîÿòíîñòü îòïðàâêè ïàêåòà èãðîêîì 1 â ñîñòîÿíèÿõ
(1, 0), (1, 1). Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 â èãðå
îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ξ1 ∈ [0, 1]. Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèì ñòðà-
òåãèþ âòîðîãî èãðîêà. Ñòðàòåãèè èãðîêà 2 â ñîñòîÿíèÿõ ìíîæåñòâà
{(0, 1), (1, 1)} � ýòî ñòðàòåãèè w2 (îæèäàíèå) è s2 (îòïðàâêà ïàêå-
òà). Òîãäà ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà 2 â ñîñòîÿíèÿõ ìíîæåñòâà
{(0, 1), (1, 1)} áóäåò âåêòîð (1 − ξ2, ξ2), è ξ2 ∈ [0, 1] � âåðîÿòíîñòü îò-
ïðàâêè ïàêåòà èãðîêîì 2 â ñîñòîÿíèÿõ (0, 1), (1, 1). Òàêèì îáðàçîì,
ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 2 â èãðå îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ
ξ2 ∈ [0, 1].

Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âñå ñîñòîÿíèÿ èãðû, îïðåäå-
ëèì âûèãðûøè èãðîêîâ â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ êàê ôóíêöèè ñòðàòåãèé ξ1

è ξ2 èãðîêîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî è çàäàäèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà
îäèí øàã èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ âî âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ èãðû,
êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñòðàòåãèé èãðîêîâ:

• Ñîñòîÿíèå (0, 0).
Åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà i = 1, 2 � ñòðàòåãèÿ wi. Âûèã-
ðûøè èãðîêîâ â ýòîì ñîñòîÿíèè: K

(0,0)
1 (ξ1, ξ2) = K

(0,0)
2 (ξ1, ξ2) =

0. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ (0, 0) â ñîñòîÿíèÿ (0, 0),
(0, 1), (1, 0), (1, 1) îáðàçóþò âåêòîð p(0,0), êîòîðûé ðàâåí

p(0,0)(ξ1, ξ2) =
(
(1− a1)(1− a2), (1− a1)a2, a1(1− a2), a1a2

)
.
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• Ñîñòîÿíèå (0, 1).

Åäèíñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 � ñòðàòåãèÿ w1. Ó èãðîêà 2 �
äâå ÷èñòûå ñòðàòåãèè s2 è w2. Â ýòîì ñîñòîÿíèè èãðîê 2 âûáèðà-
åò ñòðàòåãèþ s2 ñ âåðîÿòíîñòüþ ξ2 ∈ [0, 1]. Âûèãðûøè èãðîêîâ
ðàâíû K

(0,1)
1 (ξ1, ξ2) = 0, K(0,1)

2 (ξ1, ξ2) = ξ2(1−c)+(1−ξ2)(−d). Âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ (0, 1) â ñîñòîÿíèÿ (0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1) îáðàçóþò âåêòîð p(0,1), êîòîðûé ðàâåí

p(0,1)(ξ1, ξ2) =
(
ξ2(1− a1)(1− a2), ξ2(1− a1)a2 + (1− ξ2)(1− a1),

ξ2a1(1− a2), ξ2a1a2 + (1− ξ2)a1

)
.

• Ñîñòîÿíèå (1, 0).

Ó èãðîêà 1 â ýòîì ñîñòîÿíèè äâå ÷èñòûå ñòðàòåãèè s1 è w1. Èã-
ðîê 1 âûáèðàåò ñòðàòåãèþ s1 ñ âåðîÿòíîñòüþ ξ1 ∈ [0, 1]. Åäèí-
ñòâåííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 2 � ñòðàòåãèÿ w2. Âûèãðûøè èãðîêîâ
ðàâíû K

(1,0)
1 (ξ1, ξ2) = ξ1(1−c)+(1−ξ1)(−d), K(1,0)

2 (ξ1, ξ2) = 0. Âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ (1, 0) â ñîñòîÿíèÿ (0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1) îáðàçóþò âåêòîð p(1,0), êîòîðûé ðàâåí

p(1,0)(ξ1, ξ2) =
(
ξ1(1− a1)(1− a2), ξ1a1(1− a2) + (1− ξ1)(1− a2),

ξ1(1− a1)a2, ξ1a1a2 + (1− ξ1)a2

)
.

• Ñîñòîÿíèå (1, 1).

Â ýòîì ñîñòîÿíèè ó êàæäîãî èãðîêà â íà÷àëå ïåðèîäà åñòü ïàêåò
äàííûõ äëÿ ïåðåäà÷è. Ñòðàòåãèè èãðîêà 1: s1 è w1, èãðîêà 2:
s2 è w2. Èãðîê i = 1, 2 âûáèðàåò ñòðàòåãèþ si ñ âåðîÿòíîñòüþ
ξi ∈ [0, 1]. Âûèãðûøè èãðîêîâ ðàâíû K

(1,1)
1 (ξ1, ξ2) = ξ1ξ2(−c −

d) + ξ1(1− ξ2)(1− c) + (1− ξ1)(−d), K
(1,1)
2 (ξ1, ξ2) = ξ1ξ2(−c− d) +

ξ2(1− ξ1)(1− c) + (1− ξ2)(−d).

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ (1, 1) â ñîñòîÿíèÿ (0, 0),
(0, 1), (1, 0), (1, 1) îáðàçóþò âåêòîð p(1,1), êîòîðûé ðàâåí

p(1,1)(ξ1, ξ2) =
(
0, ξ1(1− ξ2)(1− a1), (1− ξ1)ξ2(1− a2),

(1− ξ1)(1− ξ2) + ξ1ξ2 + (1− ξ1)ξ2a2 + ξ1(1− ξ2)a1

)
.
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Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà Γ ïåðåäà÷è äàííûõ â ñåòè ñ òîïîëîãèåé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Ω, ìíî-
æåñòâîì èãðîêîâ N = {1, 2}, ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé êàæäîãî èãðîêà
â êàæäîì ñîñòîÿíèè èç ìíîæåñòâà Ω, ôóíêöèÿìè âûèãðûøåé èãðî-
êîâ Kω

i , i ∈ N , â âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ω ∈ Ω, à òàêæå ôóíêöèÿìè ïåðå-
õîäà pω, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé Ω è çàäàíû äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ìû áóäåì íàõîäèòü ðåøåíèÿ èãðû Γ

â ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèÿõ. Ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ ηi èãðîêà i â
èãðå Γ îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ξi ∈ [0, 1], ïîýòîìó â äàëüíåéøåì,
÷òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé, ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ
èãðîêà i â èãðå Γ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξi.

Ïóñòü Eω
i (ξ1, ξ2) � îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà i â èãðå (ïîäûãðå),

íà÷èíàþùåéñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ω ∈ Ω, çàïèøåì óðàâíåíèå Áåëëìàíà [1]
äëÿ Eω

i (ξ1, ξ2), ïîëó÷èì:

Eω
i (ξ1, ξ2) = Kω

i (ξ1, ξ2) + δpω(ξ1, ξ2)Ei(ξ1, ξ2), (2.1)

ãäå pω(ξ1, ξ2) � âåêòîð-ñòðîêà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåííàÿ
âûøå äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ω.

Çàïèøåì îæèäàåìûå âûèãðûøè èãðîêà i â ïîäûãðàõ, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé (âåðõíèé èíäåêñ) â âåêòîðíîì
âèäå:

Ei(ξ1, ξ2) =
(
E

(0,0)
i (ξ1, ξ2), E

(0,1)
i (ξ1, ξ2), E

(1,0)
i (ξ1, ξ2), E

(1,1)
i (ξ1, ξ2)

)′
.

Âûïèøåì óðàâíåíèå Áåëëìàíà (2.1) äëÿ êàæäîãî ω èç ìíîæåñòâà
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, òîãäà ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
êàê îäíî óðàâíåíèå Áåëëìàíà â âåêòîðíîé ôîðìå [15, 17]:

Ei(ξ1, ξ2) = Ki(ξ1, ξ2) + δΠ(ξ1, ξ2)Ei(ξ1, ξ2), (2.2)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4×4, δ ∈ (0, 1) � äèñêîíòèðó-
þùèé ôàêòîð, Π(ξ1, ξ2) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4×4, ñòðîêè êîòîðîé
� ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè, ò.å.

Π(ξ1, ξ2) =




p(0,0)(ξ1, ξ2)

p(0,1)(ξ1, ξ2)

p(1,0)(ξ1, ξ2)

p(1,1)(ξ1, ξ2)


 ,
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è âåêòîð Ki(ξ1, ξ2) âûèãðûøà èãðîêà i âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ:

Ki(ξ1, ξ2) =




K
(0,0)
i (ξ1, ξ2)

K
(0,1)
i (ξ1, ξ2)

K
(1,0)
i (ξ1, ξ2)

K
(1,1)
i (ξ1, ξ2)


 .

Âñå ýëåìåíòû ìàòðèö Π(ξ1, ξ2), Ki(ξ1, ξ2), i = 1, 2 îïðåäåëåíû âûøå
ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ñîñòîÿíèé èãðû.

Èç óðàâíåíèÿ (2.2) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îæèäàåìîãî âûèãðûøà èãðîêà i â âåêòîðíîì âèäå äëÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé:

Ei(ξ1, ξ2) =
(
I− δΠ(ξ1, ξ2)

)−1
Ki(ξ1, ξ2). (2.3)

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà â (2.3) ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó Π(ξ1, ξ2)

� ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, è δ ∈ (0, 1).
Åñëè ó÷åñòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñîñòîÿíèÿì π, òî îæè-

äàåìûé âûèãðûø èãðîêà i ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

Êi(ξ1, ξ2) = πEi(ξ1, ξ2) = π
(
I− δΠ(ξ1, ξ2)

)−1
Ki(ξ1, ξ2). (2.4)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îïðåäåëèì ðàâíîâåñèÿ â èãðå, èñïîëüçóÿ íåêî-
îïåðàòèâíûé è êîîïåðàòèâíûé ïîäõîäû.

3. Ðàâíîâåñèÿ. Öåíà àíàðõèè
Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîîïåðàòèâíûé è êîîïåðàòèâíûé ïîäõîäû

ïðè ðåøåíèè âûøåîïèñàííîé èãðû. Ïîä íåêîîïåðàòèâíûì ðåøåíèåì
èãðû áóäåì ïîíèìàòü ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñèòóàöèÿ ξ∗ = (ξ∗1 , ξ
∗
2) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì

ïî Íýøó â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå Γ, åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

Ê1(ξ
∗
1 , ξ

∗
2) > Ê1(ξ1, ξ

∗
2) äëÿ ∀ξ1 ∈ [0, 1],

Ê2(ξ
∗
1 , ξ

∗
2) > Ê2(ξ

∗
1 , ξ2) äëÿ ∀ξ2 ∈ [0, 1].

Ïðè íàõîæäåíèè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ èãðû ìû äåëàåì ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî èãðîêè îáúåäèíÿþòñÿ â êîàëèöèþ è ìàêñèìèçèðóþò
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ñóììàðíûé îæèäàåìûé âûèãðûø êîàëèöèè â èãðå Γ. Ïðè ýòîì, èã-
ðîêè êàê è ïðè íåêîîïåðàòèâíîì ïîäõîäå, íå îáëàäàþò ïîëíîé èí-
ôîðìàöèåé î íàëè÷èè ïàêåòà ó äðóãîãî èãðîêà. Îïðåäåëèì ðåøåíèå
èãðû ïðè êîîïåðàòèâíîì ïîäõîäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèòóàöèÿ ξ̃ = (ξ̃1, ξ̃2) íàçûâàåòñÿ êîîïåðàòèâ-
íûì ðåøåíèåì â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå Γ, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî:

2∑
i=1

Êi(ξ̃) >
2∑

i=1

Êi(ξ) äëÿ ∀ξ ∈ [0, 1]× [0, 1].

Êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ¾ñîöèàëüíûé îïòèìóì¿ ñåòè
çàäàííîé òîïîëîãèè, êîãäà ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàð-
íîãî âûèãðûøà ñèñòåìû èëè ìàêñèìèçàöèè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû
ñåòè ïðè åå öåíòðàëèçîâàííîì óïðàâëåíèè.

Â êà÷åñòâå ìåðû âûãîäû êîîïåðàòèâíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ íåêîîïåðàòèâíûì â èãðå Γ áóäåì èñïîëüçîâàòü öåíó
àíàðõèè [11], êîòîðàÿ ðàâíà îòíîøåíèþ ñóììàðíîãî âûèãðûøà èã-
ðîêîâ ïðè êîîïåðàòèâíîì ðåøåíèè ê èõ ñóììàðíîìó âûèãðûøó â
íàèõóäøåé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (ðàâíîâåñèè ïî Íýøó ñ íàè-
ìåíüøèì ñóììàðíûì âûèãðûøåì èãðîêîâ):

PoA(Γ) =

2∑
i=1

Êi(ξ̃)

min
ξ∗∈NE(Γ)

2∑
i=1

Êi(ξ∗)
, (3.1)

ãäå NE(Γ) � ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â èãðå Γ. Öåíà àíàðõèè
(3.1) ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà, åñëè ñóììà â çíàìåíàòåëå ðàâíà
íóëþ.

Òåîðåìà 3.1. Â ñòîõàñòè÷åñêîé èãðå Γ ïåðåäà÷è äàííûõ â ñåòè ñ
òîïîëîãèåé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1, âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâå-
ñèå ïî Íýøó è êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî èãðîêîâ êîíå÷íî, ìíîæåñò-
âà ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ èãðû êîíå÷íû, è èãðà
ðåøàåòñÿ â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé, òî ñóùåñòâîâàíèå êîîïå-
ðàòèâíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû Øåïëè [17], à ñóùåñòâîâàíèå
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ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó èç òåîðåì, äîêàçàííûõ ñ ðàáîòàõ Ôèíêà è Òàêà-
õàøè [9, 18].

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ìîäåëè èìååòñÿ øåñòü ïàðàìåòðîâ: a1, a2,
c, d, π, δ, îäèí èç êîòîðûõ � âåêòîð, òî çàïèñàòü ñòðàòåãèè, îáðàçó-
þùèå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó èëè êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå â îáùåì âè-
äå, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì
ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ è
öåíû àíàðõèè äëÿ îäíîé ñåòè.

4. Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì ñåòü ñ òîïîëîãèåé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïàêåòà äàííûõ ó èãðîêà 1 áîëüøå,
÷åì ó èãðîêà 2, à èìåííî, a1 = 0.8, a2 = 0.2. Ïóñòü èçäåðæêè ëþáîãî
èãðîêà ïî ïåðåñûëêå ïàêåòà ðàâíû c = 0.1. Çà ïðîñòîé ïàêåòà â îäèí
ïåðèîä âðåìåíè èãðîê íåñåò èçäåðæêè â ðàçìåðå d = 0.05. Äèñêîíòè-
ðóþùèé ôàêòîð âûèãðûøåé îáîèõ èãðîêîâ δ = 0.99. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èãðà íà÷èíàåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ, êîãäà ó îáîèõ èãðîêîâ èìååòñÿ
ïàêåò äëÿ ïåðåäà÷è π = (0, 0, 0, 1).

Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica
11.1 [19]. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà 1 èìååò âèä:

181.152/
(− 36.2304 + (−36.9142− 10.734ξ2)ξ2 + (ξ1)

2(1.42088+

+ ξ2(−2.42088 + ξ2)) + ξ1(−3.1894 + ξ2(53.5078 + 19.1515ξ2))
)
+

+
(
ξ2(42.8875 + 27.0034ξ2) + ξ1(−3470.67 + (2899.78− 2686.02ξ2)ξ2)+

+ (ξ1)
2(546.75 + ξ2(1097.15 + 1578.1ξ2))

)
/
(− 36.2304+

+ (−36.9142− 10.734ξ2)ξ2 + (ξ1)
2(1.42088 + ξ2(−2.42088 + ξ2))+

+ ξ1(−3.1894 + ξ2(53.5078 + 19.1515ξ2))
)

Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà 2 èìååò âèä:

181.152/
(− 36.2304 + (−36.9142− 10.734ξ2)ξ2 + (ξ1)

2(1.42088+

+ ξ2(−2.42088 + ξ2)) + ξ1(−3.1894 + ξ2(53.5078 + 19.1515ξ2))
)
+

+
(
(−3400.79− 780.872ξ2)ξ2 + (ξ1)

2(−7.10438+

+ (−435.212− 222.744ξ2)ξ2) + ξ1(15.947 + ξ2(3308.04 + 1557.71ξ2))
)
/

/
(− 36.2304 + (−36.9142− 10.734ξ2)ξ2 + (ξ1)

2(1.42088+

+ ξ2(−2.42088 + ξ2)) + ξ1(−3.1894 + ξ2(53.5078 + 19.1515ξ2))
)
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Âûèãðûøè èãðîêîâ êàê ôóíêöèè âåðîÿòíîñòåé ξ1, ξ2 èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 2.

Ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ â èãðå Γ êàê ôóíêöèÿ ñòðàòåãèé ξ1

è ξ2 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.

Ðèñóíîê 2. Âûèãðûøè èãðîêîâ (èãðîê 1 � òåìíî-ñåðûé, èãðîê 2 �
ñâåòëî-ñåðûé)

Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè ξ∗1 = 0.955, ξ∗2 =

0.647, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èãðîê 1, èìåÿ ïàêåò äëÿ ïåðåäà÷è, ïîñûëàåò
åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ ξ∗1 = 0.955 è æäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ξ∗1 = 0.045.
Ïðè ýòîì, èãðîê 2, èìåÿ ïàêåò äëÿ ïåðåäà÷è, ïîñûëàåò åãî ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ ξ∗2 = 0.647 è æäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − ξ∗2 = 0.353. Âû-
èãðûøè èãðîêîâ â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó ðàâíû Ê1(ξ

∗
1 , ξ

∗
2) = 23.538,

Ê2(ξ
∗
1 , ξ

∗
2) = 0.496.

Êîîïåðàòèâíûì ðåøåíèåì â èãðå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ (ξ̃1, ξ̃2) =

(1, 0), ïðè êîòîðîé âûèãðûøè èãðîêîâ ðàâíû Ê1(ξ̃1, ξ̃2) = 72.18,
Ê2(ξ̃1, ξ̃2) = −5 ñ ñóììàðíûì âûèãðûøåì èãðîêîâ 67.18.
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Ðèñóíîê 3. Ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.1) è âû÷èñëèì öåíó àíàðõèè â ýòîé
èãðå:

PoA(Γ) =
67.18

23.538 + 0.496
= 2.79521,

÷òî ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè êîîðäèíàöèé ñòðàòåãèé èãðîêîâ â äàí-
íîé ñåòè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà îäíà òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü ïåðåäà÷è
äàííûõ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé â ñåòè çàäàííîé òîïîëîãèè. Â èã-
ðå èìååòñÿ êîíôëèêò èíòåðåñîâ äâóõ èãðîêîâ (âåðøèí), ó êîòîðûõ
ñëó÷àéíî ïîÿâëÿþòñÿ ïàêåòû äàííûõ åäèíè÷íîé åìêîñòè äëÿ ïåðå-
ñûëêè â êîíå÷íûå âåðøèíû. Ïðîöåññ ïåðåäà÷è äàííûõ ìîäåëèðóåòñÿ
êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà, â êîòîðîé èãðîêè, íå îáëàäàþò èíôîðìàöè-
åé î òîì, åñòü èëè íåò ïàêåò äàííûõ ó äðóãîãî èãðîêà, ïîýòîìó îíè
íå ðàçëè÷àþò íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ èãðû. Â ñâÿçè ñ ýòîì, ìíîæåñòâî
ñòðàòåãèé èãðîêîâ ìåíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èãðîé, â êîòîðîé èãðîêè
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îáëàäàþò ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäñòàâëåí-
íîé èãðå âñåãäà ñóùåñòâóåò êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå è ðàâíîâåñèå ïî
Íýøó. Â êà÷åñòâå ¾ìåðû¿ ïîòåðü ñèñòåìû îò îòñóòñòâèÿ êîîðäèíà-
öèè äåéñòâèé èãðîêîâ èñïîëüçóåòñÿ öåíà àíàðõèè. Â ðàáîòå ðàññìîò-
ðåí ÷èñëåííûé ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî êîîðäèíàöèÿ ñòðàòåãèé èãðîêîâ
óâåëè÷èëà áû ñóììàðíûé âûèãðûø áîëåå ÷åì â äâà ñ ïîëîâèíîé ðà-
çà. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àè áîëåå
ñëîæíûõ ïî ñòðîåíèþ ñåòåé. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àíàëèç öå-
íû àíàðõèè êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äëÿ ñåòåé ðàçëè÷íûõ
òîïîëîãèé ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ òðåáóþùèõ óïðàâëåíèÿ ñèñòåì ïåðå-
äà÷è äàííûõ.
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Abstract : We propose a model of data transmission in the network of a
special topology, in which two players (nodes of the network) tend to
send as many randomly appeared data packages as they can through
a common node. We assume that the player does not have complete
information on the number of data packages of the other player for
possible transfer to the destination node. To solve the game, we propose
to use cooperative and noncooperative approaches, according to which
the cooperative solution and Nash equilibrium are found. To compare the
players' payo�s in the cooperative solution and the Nash equilibrium, the
price of anarchy is calculated.

Keywords : data transmission, multiple access, stochastic game, imperfect
information.


