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Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíûå èã-
ðû ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè âûèãðûøàìè è èññëåäóåì óñëî-
âèÿ íåïóñòîòû ÏÐÄ-ÿäðà, ïðåäñòàâëåííîãî â [7]. Äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ íåïóñòîòû ýòîãî êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ïîäõîä, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé è îïèñàííûé â ðàáîòå [23] äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåïóñòîòû C-
ÿäðà è SC-ÿäðà â ñòàòè÷åñêèõ ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ. Íà
îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ â ñòàòüå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîöåäóð ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæåé, ãàðàí-
òèðóþùèõ íåïóñòîòó ÏÐÄ-ÿäðà â äèíàìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâ-
íûõ èãðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, êîîïåðà-
òèâíûå èãðû, ÏÐÄ-ÿäðî, SC-ÿäðî, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.
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1. Ââåäåíèå
Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðà-

áåëüíûìè âûèãðûøàìè áûëî èññëåäîâàíî ìíîæåñòâî ïðèíöèïîâ îï-
òèìàëüíîñòè, âêëþ÷àÿ C�ÿäðî. Êîíöåïöèÿ C�ÿäðà áûëà ïðåäëîæå-
íà Ä. Äæèëëèñîì [13] è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîíòðàêòíîé êðèâîé
Ýäæâîðòà [12]. Ýäæâîðò îïèñàë ðûíîê ñ äâóìÿ òîâàðàìè è äâóìÿ
ó÷àñòíèêàìè. C�ÿäðî â ýòîé èãðå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷àñòü îïòèìàëü-
íîé êðèâîé Ïàðåòî.

Ã. Ñêàðô [19] ïîêàçàë, ÷òî C�ÿäðî íå ïóñòî äëÿ êëàññà âûïóêëûõ
èãð â ôîðìå õàðàêòåðíîé ôóíêöèè. Îáîáùåíèå íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòîâ Øàðôà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Ë. Áèëëåðà [9] è Øåïëè [20].
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïóñòîòû C�ÿäðà áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû Áîíäàðåâîé [1] è Øåïëè [21]. Êëþ÷åâûì â äîêàçàòåëü-
ñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû. Ê ñîæàëåíèþ, íà
îñíîâå îïèñàííûõ óñëîâèé íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûé
ìåòîä âûáîðà ñåëåêòîðîâ C�ÿäðà, à èìåííî, êîíêðåòíûõ äåëåæåé,
âõîäÿùèõ â C�ÿäðî.

Â.Â. Çàõàðîâûì â ðàáîòå [23] áûëè ïðåäëîæåíû íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïóñòîòû Ñ-ÿäðà, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò óñëîâèé
ñáàëàíñèðîâàííîñòè, ïîçâîëÿþò ëåãêî ïðîâåðèòü, âõîäÿò ëè îäíîòî-
÷å÷íûå ðåøåíèÿ, òàêèå êàê âåêòîð Øåïëè, èíäåêñ âëèÿíèÿ Áàíçà-
ôà, ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå è äðóãèå, â Ñ-ÿäðî. Â ðàáîòàõ [24] è [25]
íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëè èññëåäîâàíû ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðÿäà ñåëåêòîðîâ Ñ-ÿäðà.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðèìåíÿåì îïèñàííûé â [23] ïîäõîä äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåïóñòîòû íîâîãî êîîïå-
ðàòèâíîãî ðåøåíèÿ � ÏÐÄ-ÿäðà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [7]. Â ýòîé
ðàáîòå àâòîðû ïîñòðîèëè íîâîå êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå ÏÐÄ-ÿäðî è
äîêàçàëè, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì C�ÿäðà è îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ñèëüíîé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåðêà äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ âìåñòå ñ ïîñòðîåíèåì êîîïå-
ðàòèâíîé òðàåêòîðèè, îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äåëåæåé, âûáîð
ñïîñîáà ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî âûèãðûøà ìåæäó èãðîêàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâíûìè çàäà÷àìè â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èãð.
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Ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíûõ ðåøåíèé áû-
ëî âïåðâûå îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêè Ë.À. Ïåòðîñÿíîì [4]. Â ñòàòüå
[6] îí ââåë ïîíÿòèå ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ), êîòîðîå
èñïîëüçîâàë äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé, à â
ñòàòüå [5] îïðåäåëèë ïîíÿòèå ñèëüíîé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Íà âîçìîæíîñòü äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (íåñîñòîÿòåëüíîñòè
âî âðåìåíè) ðåøåíèÿ Íýøà â äèôôåðåíöèàëüíîé áåñêîàëèöèîííîé
èãðå ïåðåãîâîðîâ óêàçàë À. Îðè â ðàáîòå [15].

ÏÐÄ-ÿäðî ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðà-
íè÷åíèé äëÿ ïðîöåäóð ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæåé. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäå-
ëåíû äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè èãðû. Èç íåïóñòîòû ìíîæåñòâà,
îïèñûâàåìîãî ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè, ò.å. íåïóñòîòû ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî íàáîðà ÏÐÄ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ñëåäóåò, ÷òî ÏÐÄ-ÿäðî íå
ïóñòî. Ìû ïðèìåíÿåì òåõíèêó, ïðåäëîæåííóþ â [23], äëÿ èçó÷åíèÿ
íåïóñòîòû íàáîðà ÏÐÄ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè è â äàëüíåéøåì
äåëàåì âûâîä î íåïóñòîòå ÏÐÄ-ÿäðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ÏÐÄ-ÿäðà è ïðîâåð-
êè åãî íåïóñòîòû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

2.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó n ëèö Γ(x0, T − t0) ñ ïðåä-

ïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ (T − t0) è íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x0.
Äèíàìèêà èãðû çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

ẋ = f(x, u1, . . . , un), x ∈ Rn, ui ∈ Ui ⊂ compRk, t ∈ [t0, T ], i = 1, n

x(t0) = x0,
(2.1)

äëÿ êîòîðîé ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ,
åäèíñòâåííîñòè è ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî
íàáîðà èçìåðèìûõ óïðàâëåíèé u1(·), . . . , un(·). Ïðîãðàììíîå óïðàâ-
ëåíèå ui(t) óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñèñòåìû (2.1), ÿâëÿåòñÿ ñòðà-
òåãèåé èãðîêà i.
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Ïóñòü N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Âûèãðûø i-ãî èãðîêà
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ki(x0, T − t0; u1, . . . , un) =

T∫

t0

hi(x(τ), u1(τ), . . . , un(τ))dτ, i = 1, . . . , n,

(2.2)
ãäå hi(x, u1, . . . , un) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, è x(t)

� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïðè óïðàâëåíèÿõ
u(t) = (u1(t), . . . , un(t)).

2.2. Êîîïåðàòèâíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà
Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò èãðû. Ïóñòü u∗ = (u∗1, . . . , u

∗
n)

� âåêòîð îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé (ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé) èãðî-
êîâ, ò.å. òàêîé n-íàáîð óïðàâëåíèé, êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì
ñóììàðíîìó âûèãðûøó èãðîêîâ:

u∗ = arg max
u

n∑
i=1

Ki(x0, T − t0; u). (2.3)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàêñèìóì â (2.3) äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå äî-
ïóñòèìûõ ñòðàòåãèé. Òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìàëüíûì
óïðàâëåíèÿì u∗ = (u∗1, . . . , u

∗
n), áóäåì íàçûâàòü êîîïåðàòèâíîé òðàåê-

òîðèåé x∗(t).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå Γ(x0, T − t0) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ V (x0, T − t0; S), S ⊂ N ïîñòðîåíà êàêèì-ëèáî ðåëåâàíòíûì ñïî-
ñîáîì (ñì., íàïðèìåð, [3]). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ñóïåðàääèòèâíîñòè:

V (x0, T − t0; S1∪S2)≥V (x0, T − t0; S1) + V (x0, T − t0; S2), (2.4)
∀S1, S2⊂ N, S1 ∩ S2 =∅.

2.3. Êîîïåðàòèâíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà â ôîðìå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

Êîîïåðàòèâíóþ èãðó Γ(x0, T − t0) â ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè V (x0, T − t0; S), S ⊆ N áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ΓV (x0, T − t0).
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Îáîçíà÷èì êàê L(x0, T − t0) ìíîæåñòâî âñåõ äåëåæåé [2] â èãðå
ΓV (x0, T − t0), ò.å.

L(x0, T − t0) =
{

ξ = {ξi, i = 1, . . . , n} :
n∑

i=1

ξi = V (x0, T − t0; N),

ξi ≥ V (x0, T − t0; {i})
}

,

ãäå V (x0, T − t0; {i}) � çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
V (x0, T − t0; S) äëÿ êîàëèöèè S, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî i-ãî èãðîêà.

Äëÿ ñåìåéñòâà ïîäûãð Γ(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ] âäîëü êîîïåðàòèâ-
íîé òðàåêòîðèè x∗(t) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ñóïåðàääèòèâíóþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ V (x∗(t), T − t; S), S ⊆ N

(V (x∗(t), 0; S) = 0) è îïðåäåëèì ΓV (x∗(t), T − t). Ìíîæåñòâî äåëå-
æåé â ïîäûãðå ΓV (x∗(t), T − t) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê L(x∗(t), T − t),
èìååì

L(x∗(t), T − t) =
{

ξ(t) = {ξi(t), i = 1, . . . , n} :

n∑
i=1

ξi(t) = V (x∗(t), T − t; N), ξi(t) ≥ V (x∗(t), T − t; {i})
}

. (2.5)

Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè (2.4) äëÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè V (x∗(t), T − t) ãàðàíòèðóåò íåïóñòîòó ìíîæåñòâà äå-
ëåæåé L(x∗(t), T − t).

2.4. C�ÿäðî
Â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð îäíèì èç êëþ÷åâûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîáëåìà ¾ñïðàâåäëèâîãî¿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî ìàêñèìàëü-
íîãî âûèãðûøà V (x0, T − t0; N) ìåæäó èãðîêàìè èç N = {1, . . . , n}.

C-ÿäðî â ïîäûãðå ΓV (x∗(t), T − t) îïðåäåëèì êàê ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà äåëåæåé C(x∗(t), T −t) ⊂ L(x∗(t), T −t) , C(x∗(t), T −t) =

{{αt
i}n

i=1}, t ∈ [t0, T ], ò.÷.
∑
i∈S

αt
i ≥ V (x∗(t), T − t; S), ∀ S ⊆ N. (2.6)
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2.5. Íåïóñòîòà C�ÿäðà â ñòàòè÷åñêèõ èãðàõ
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ íåïóñòîòîé C-ÿäðà

â ñòàòè÷åñêèõ èãðàõ.
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïóñòîòû C-ÿäðà áûëè ñôîð-

ìóëèðîâàíû Î. Áîíäàðåâîé [1] è, ïîçäíåå, Ë.Øåïëè [21]. Ýòè óñëîâèÿ
îñíîâûâàþòñÿ íà ïîíÿòèè ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû è ÿâëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íî äåñêðèïòèâíûìè, íî ïðîâåðêà ýòèõ óñëîâèé äëÿ êîíêðåòíûõ
èãð âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ.

Â ðàáîòå Ã. Îóýíà [17] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû â èã-
ðå (N, v) ñóùåñòâîâàëî íåïóñòîå C�ÿäðî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

∑
i∈N

ξi −→ min

∑
i∈S

ξi ≥ v(S), ∀S ⊆ N, S 6= ∅

ðàâíÿëîñü v(N).
Â ðàáîòàõ [23], [24], [25] áûë òàêæå èñïîëüçîâàí ìåòîä ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåïóñòîòû C�ÿäðà. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

∑
i∈N

ξi −→ min

∑
i∈S

ξi ≥ v(S), ∀S ⊂ N, S 6= N. (2.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ0 = (ξ0
1 , . . . , ξ

0
n) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíè-

åì çàäà÷è ËÏ (2.7). Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
çàäà÷è (2.7) îáîçíà÷èì ÷åðåç X0(v). Â [23] ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïóñòîòû C�ÿäðà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíî ñ ïîìîùüþ ËÏ (2.7):

Òåîðåìà 2.5.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû C�ÿäðî â êîîïåðàòèâíîé èãðå ñ
òðàíñôåðàáåëüíûìè âûèãðûøàìè (N, v) áûëî íå ïóñòî, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî áûëî âûïîëíåíî:

∑
i∈N

ξ0
i ≤ v(N), (2.8)
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ãäå ξ0 ∈ X0(v) ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (2.7).
Òàêæå â ðàáîòå [23] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå SC-ÿäðà:

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. SC-ÿäðîì SC(v, ξ0) íàçîâåì ñëåäóþùåå ìíî-
æåñòâî äåëåæåé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ξ0 çàäà÷è ËÏ (2.7):

SC(v, ξ0) =

{
ξ = (ξ1, . . . , ξn) : ξi ≥ ξ0

i ,
∑
i∈N

ξi = v(N)

}
=

=

{
ξ : ξ = ξ0 +

(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
Iλ,

∑
i∈N

ξ0
i ≤ v(N)

}
, (2.9)

ãäå Iλ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn,
∑

i∈N λi = 1, λi ≥ 0, i ∈ N .

2.6. Îïðåäåëåíèå ÏÐÄ-ÿäðà

Ïðè ïåðåíîñå ðåçóëüòàòîâ êîîïåðàòèâíîé (ñòàòè÷åñêîé) òåîðèè
â îáëàñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð ïðîáëåìà ïîèñêà
óñòîé÷èâûõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè óñëîæíÿåòñÿ íåêîòîðûìè äî-
ïîëíèòåëüíûìè àñïåêòàìè, âîçíèêàþùèìè â äèíàìèêå. Äàííàÿ ïðî-
áëåìà è ñïîñîá åå ðåøåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïðåäïèñàí-
íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ áûëà èçó÷åíà â ðàáîòàõ Ë.À. Ïåòðîñÿíà
[4], [6].

Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæåé âî âðåìåíè, âïåðâûå ïðåä-
ëîæåííàÿ â [6].

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. (ñì. [6]) Íàáîð ôóíêöèé {βi(τ), τ ∈ [t0, T ],
i ∈ N} íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ)
ξ(x0, T − t0) ∈ E(x0, T − t0), åñëè

ξi(x0, T − t0) =

∫ T

t0

βi(τ)dτ, i ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ÏÐÄ îïðåäåëÿåò ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîì-
ïîíåíòû äåëåæà ξ(x0, T−t0) ðàñïðåäåëåíû âî âðåìåíè íà ïðîìåæóòêå
[t0, T ].
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Îïðåäåëåíèå 2.6.2. (ñì. [6]) Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè
C(x0, T − t0) â èãðå ΓV (x0, T − t0) íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì, åñëè äëÿ êàæäîãî äåëåæà ξ(x0, T − t0) ∈ C(x0, T − t0) ñóùå-
ñòâóåò ÏÐÄ β(t), t ∈ [t0, T ], òàêàÿ, ÷òî

{∫ T

t

β(τ)dτ

}
∈ C(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ], i ∈ N.

Çäåñü C(x∗(t), T − t) � ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â òåêóùåé ïîäûãðå
ΓV (x∗(t), T − t).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè C(x∗(t), T − t) 6= ∅ äëÿ ∀t ∈ [t0, T ], òî äëÿ
ëþáîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî ñåëåêòîðà ξ(x∗(t), T − t) ∈ C(x∗(t), T − t)

(ξ(x∗(t0), T − t0) = ξ(x0, T − t0)) ÏÐÄ β(t) = β(ξ(x∗(t), T − t), T − t)

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

β(t) = − d

dt
ξ(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ], i ∈ N, (2.10)

ξ(x∗(t0), T − t0) = ξ(x0, T − t0).

Òîãäà äåëåæ ξ(x0, T − t0) ïðåäñòàâèì â âèäå

ξ(x0, T − t0) =

∫ t

t0

β(τ)dτ + ξ(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ V (S; x∗(t), T − t), S ⊆ N íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà è íå âîçðàñòàåò ïî t, t ∈ [t0, T ]. Ââåäåì ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå:

U(S; x∗(t), T − t) = − d

dt
V (S; x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ], S ⊆ N. (2.11)

Îïðåäåëåíèå 2.6.3. B(t), ∀t ∈ [t0, T ] � ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàí-
íûõ âåêòîð-ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ:

B(t) =
{

β(t) = (β1(t), . . . , βn(t)) :

∑
i∈S

βi(t) ≥ U(S; x∗(t), T−t), ∀S ⊂ N,
∑
i∈N

βi(t) = U(N ; x∗(t), T−t)
}

.

(2.12)
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Íà îñíîâå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ B(t) îïðåäåëÿåòñÿ ÏÐÄ-ÿäðî.
Îïðåäåëåíèå 2.6.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî B(t) 6= ∅, ∀t ∈ [t0, T ]. ÏÐÄ-
ÿäðîì C(x∗(t), T − t) íàçîâåì ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé α(t), äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèé β(t) ∈ B(t), òàêàÿ
÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, T ] âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

α(t) =

T∫

t

β(τ)dτ. (2.13)

2.7. Ñâîéñòâà ÏÐÄ-ÿäðà
Ìíîæåñòâî C(x∗(t), T − t) ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé

β(t) ∈ B(t). Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòû ÏÐÄ-ÿäðà ÿâëÿþòñÿ
äåëåæàìè â òåêóùåé èãðå, à ôóíêöèè β(t), òàêèì îáðàçîì, èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ êàê ÏÐÄ èç îïðåäåëåíèÿ 2.6.3. Åùå îäèí ðåçóëüòàò èç
ðàáîòû [7] äîêàçûâàåò, ÷òî ÏÐÄ-ÿäðî C(x∗(t), T − t) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì C-ÿäðà C(x∗(t), T − t).

Â ðàáîòå [7] áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ÏÐÄ-ÿäðî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ñèëüíîé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1. (ñì. [5]) Ðåøåíèå C(x0, T−t0) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì â èãðå ΓV (x0, T − t0), åñëè

1. C(x∗(t), T − t) 6= ∅, ∀t ∈ [t0, T ];

2. ∀ξ(x0, T − t0) ∈ C(x0, T − t0) ñóùåñòâóåò ÏÐÄ β(τ), τ ∈ [t0, T ],

òàêàÿ ÷òî ξ(x0, T − t0) =

∫ T

t0

β(τ)dτ , è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

C(x0, T − t0) ⊃
∫ t

t0

β(τ)dτ ⊕ C(x∗(t), T − t), ∀t ∈ [t0, T ].

Çäåñü ñèìâîë ⊕ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a ∈ Rn,
D ⊂ Rn, òîãäà a⊕D = {a + d : d ∈ D}.

Ñèëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÏÐÄ-ÿäðà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ðàçâèòèè èãðû âäîëü êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè x∗(t) äëÿ ëþáîãî äå-
ëåæà ξ(x0, T − t0) ∈ C(x0, T − t0) ñóùåñòâóåò ÏÐÄ òàêàÿ, ÷òî îòêëîíå-
íèå â ìîìåíò t îò ýòîãî äåëåæà â ïîëüçó äðóãîãî äåëåæà
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ξ̂(x∗(t), T − t) ∈ C(x∗(t), T − t) ïðèâåäåò ê ñóììàðíûì âûïëàòàì â
èãðå Γ(x0, T − t0), ñîîòâåòñòâóþùèì íåêîòîðîìó äåëåæó ξ̄(x0, T − t0)

òàêæå èç ÏÐÄ-ÿäðà C(x0, T − t0).
Ïîñòðîåííîå ÏÐÄ-ÿäðî C(x∗(t), T − t) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äèíàìè÷å-

ñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè.
Òåîðåìà 2.7.1. Ïóñòü C-ÿäðî C(x∗(t), T − t) 6= ∅, è ÏÐÄ-ÿäðî

C(x∗(t), T−t) 6= ∅, ∀t ∈ [t0, T ]. Òîãäà ÏÐÄ-ÿäðî C(x∗(t), T−t) ÿâëÿåò-
ñÿ ñèëüíî äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì â èãðå ΓV (x0, T − t0).

3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ËÏ äëÿ àíàëèçà íåïóñòîòû ÏÐÄ-
ÿäðà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ìåòîäû ËÏ, îïèñàííûå â ðàçäåëå 2.5,
äëÿ àíàëèçà íåïóñòîòû ÏÐÄ�ÿäðà. ÏÐÄ-ÿäðî áóäåò ïîñòðîåíî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ ïðîöåäóð ðàñïðå-
äåëåíèÿ äåëåæà. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëåíû äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
âðåìåíè èãðû. Èç íåïóñòîòû ìíîæåñòâà îïèñûâàåìîãî ýòèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè, ò.å. íåïóñòîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ÏÐÄ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ñëåäóåò, ÷òî ÏÐÄ-ÿäðî íå ïóñòî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè
ôèêñèðîâàííîì t:

∑
i∈N

βi −→ min

∑
i∈S

βi ≥ U(S; x∗(t), T − t), ∀S ⊂ N, S 6= N. (3.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β0
i = (β0

1 , . . . , β
0
n) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíè-

åì çàäà÷è ËÏ (3.1) ïðè ôèêñèðîâàííîì t. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
ðåøåíèé çàäà÷è (3.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Y 0(U(S; x∗(t), T − t)).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî B(t) (2.12) äëÿ îïðåäå-
ëåííîãî t ∈ [t0, T ) áûëî íå ïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
äëÿ ∀t ∈ [t0, T ) âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå:

∑
i∈N

β0
i ≤ U(N ; x∗(t), T − t), (3.2)

ãäå β0 ∈ Y 0(U(S; x∗(t), T − t)) ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (2.7).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü B(t) 6= ∅ äëÿ ∀t ∈ [t0, T ),
òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ β̂(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.12),
êîòîðàÿ äëÿ ∀t ∈ [t0, T ) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1),
ïðè÷åì ∑

i∈N

β̂i(t) = U(N ; x∗(t), T − t). (3.3)

Åñëè β̂(t) íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1), òî î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ β0(t) ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (3.2):

∑
i∈N

β0
i ≤ U(N ; x∗(t), T − t).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ β0(t)

çàäà÷è (3.1) âûïîëíåíî óñëîâèå (3.2). Âîçüìåì â êà÷åñòâå ÏÐÄ ôóíê-
öèþ β̂0(t) ñ êîìïîíåíòàìè

β̂0
i (t) = β0

i (t) +

U(N ; x∗(t), T − t)− ∑
i∈N

β0
i (t)

n
. (3.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B(t) äëÿ
∀t ∈ [t0, T ).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó âåêòîð β̂0(t) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B(t),
∀t ∈ [t0, T ], òî â ñîîòâåòñòâèè ñ Îïðåäåëåíèåì 2.6.4. äåëåæ α̂0(t) ñ
êîìïîíåíòàìè

α̂0
i (t) =

∫ T

t

(
β0

i (τ) +
U(N ; x∗(τ), T − τ)

n
−

∑
i∈N

β0
i (τ)

n

)
dτ =

=
V (N ; x∗(t), T − t)

n
+

∫ T

t

(
(n− 1)β0

i (τ)− ∑
j∈{N/i}

β0
j (τ)

)
dτ

n
, i ∈ N

(3.5)

ïðèíàäëåæèò ÏÐÄ-ÿäðó C(x∗(t), T − t), ∀t ∈ [t0, T ].
Â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Òåîðåìû 3.1. î÷åâèäíî ñëåäóåò âû-

ïîëíåíèå è óñëîâèÿ íåïóñòîòû ÏÐÄ-ÿäðà C(x∗(t), T − t), ∀t ∈ [t0, T ]:
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Òåîðåìà 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÏÐÄ-ÿäðî áûëî íå ïóñòî íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî B(t) áûëî íå ïóñòî äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [t0, T ].

4. Ïðèìåð
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íóþ äèôôå-

ðåíöèàëüíóþ èãðó, èçó÷åííóþ â ðàáîòå [14]. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå
óñëîâèå íåïóñòîòû ÏÐÄ-ÿäðà è ïîñòðîèì åãî. Ýòî óñëîâèå ïðåäó-
ñìàòðèâàåò ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (3.1) äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè
t ∈ [t0, T ]. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèìåíåíèå ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íåïðåðûâíîé ïîñòà-
íîâêå, åñëè ðåøåíèå íåëüçÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå, çàòðóäíèòåëüíî.
Â äàííîì ïðèìåðå ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ËÏ (3.1) ñ îïðåäåëåííûì
øàãîì äèñêðåòèçàöèè.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó óïðàâëåíèÿ îáúåìàìè âðåä-
íûõ âûáðîñîâ, îñíîâàííóþ íà ìîäåëÿõ [10], [11], [14] è [16]. Â èã-
ðå ó÷àñòâóþò n èãðîêîâ (ñòðàíû, ôèðìû), ïðîèçâîäÿùèå íåêîòîðûé
òîâàð íà çàãðÿçíÿþùèõ îêðóæàþùóþ ñðåäó ïðîèçâîäñòâàõ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåì ïðîèçâîäñòâà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí îáúåìó
çàãðÿçíåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò èãðû, ïðè êî-
òîðîì èãðîêè çàêëþ÷àþò ñîãëàøåíèå î ñîâìåñòíûõ äåéñòâèÿõ äëÿ
óìåíüøåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Èãðà íà÷èíàåòñÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 èç ñîñòîÿíèÿ x0 è çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
T . Ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x(t), îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (îá-
ùèé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ), èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèíàìèêîé

ẋ =
n∑

i=1

ui x(t0) = x0, (4.1)

ãäå ui � îáúåì çàãðÿçíåíèé â åäèíèöó âðåìåíè (óïðàâëåíèå) èãðîêà i,
ui ∈ [0, bi]. Ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå áóäåì èñêàòü â êëàññå
óïðàâëåíèé ui(t).

Ïóñòü N � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, |N | = n. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà èã-
ðîêà i ∈ N èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ki(x0, T − t0; u) =

T∫

t0

(
Ci(ui(τ))−Di(x(τ))

)
dτ, i ∈ N, (4.2)
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ãäå Ci(ui(τ)) ñîîòâåòñòâóåò äîõîäàì îò ïðîèçâîäñòâà èãðîêà i, çàãðÿç-
íÿþùåãî îêðóæàþùóþ ñðåäó, ñîîòâåòñòâåííî, ñî ñêîðîñòüþ ui(τ),
Di(x(τ)) � ðàñõîäû, çàòðà÷åííûå èãðîêîì i íà óñòðàíåíèå îáùåãî çà-
ãðÿçíåíèÿ x(τ) (ïîäðîáíåå ñì. [11]):

Ci(ui(t)) =

(
bi − 1

2
ui(t)

)
ui(t), (4.3)

Di(x(t)) = dix(t), di, bi > 0. (4.4)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîëîæèì n = 3.
Òàêèå ðåçóëüòàòû êàê îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè, âèä êîîïåðàòèâ-

íîé òðàåêòîðèè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [14], ïîýòîìó íå áóäåì íà
íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè áûëà
âûáðàíà δ-õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ â
ðàáîòå [18]. Çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ êîàëèöèè
S ⊂ N íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó uNE = (uNE

1 , . . . , uNE
n ), à çàòåì ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè j, íå âõîäÿùèå â êîàëèöèþ j /∈ S, èñïîëüçóþò
ñòðàòåãèè {uNE

j }, òîãäà êàê èãðîêè èç êîàëèöèè S ìàêñèìèçèðóåò
ñâîé ñóììàðíûé âûèãðûø.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé â [18] ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè îáëàäàåò ðÿäîì äîñòîèíñòâ, òàêèõ êàê óïðîùåíèå
âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì Íåéìàíà- Ìîð-
ãåíøòåðíà [2, 6], áîëåå ïîíÿòíàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è äð.
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå òàêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-
äóþùèå âûðàæåíèÿ [14] äëÿ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé S ⊂ N :

V (x∗(t), T − t; {1, 2}) = −d12 (T − t) x(t)+

+
(T − t)

(
3b̃12 + 2d12ds(T − t)2 − 3bsd12(T − t)

)

6
, (4.5)
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V (x∗(t), T − t; {1, 3}) = −d13 (T − t) x(t)+

+
(T − t)

(
3b̃13 + 2d13ds(T − t)2 − 3bsd13(T − t)

)

6
,

V (x∗(t), T − t; {2, 3}) = −d23 (T − t) x(t)+

+
(T − t)

(
3b̃23 + 2d23ds(T − t)2 − 3bsd23(T − t)

)

6
,

V (x∗(t), T − t; {i}) = −di (T − t) x(t)+

+
(T − t)

(
di(2ds − di)(T − t)2 − 3bsdi(T − t) + 3bi

2
)

6
,

ãäå b̃ij = b2
i + b2

j , dij = di + dj, i 6= j, i, j = 1, 2, 3.

1. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà B(t) è ÏÐÄ-ÿäðà C(x0, T − t0).
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B(t) íà îñíîâå âåêòîð-ôóíêöèé β(t), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì â âèäå (2.12). Çàòåì ôîðìèðóåì ÏÐÄ-ÿäðî
C(x0, T − t0) èç âåêòîðîâ ξ =

∫ T

t0
β(t)dt, ∀β ∈ B(t).

Ïðèâåäåì ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøå-
íèé äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, à èìåííî,
ïîëîæèì:

t0 = 0, x0 = 0, T =
4

3
, (4.6)

b1 = 6, b2 = 8, b3 = 7, d1 = 1.2, d2 = 1.5, d3 = 1.1. (4.7)

Èç (4.5) äëÿ ïàðàìåòðîâ (4.7) ïîëó÷àåì:

V (x∗(t), T − t; {1}) = 5.56t3 − 9.64t2 − 0.51t + 4.63, (4.8)
V (x∗(t), T − t; {2}) = 7.03t3 − 12.35t2 − 9.73t + 18.28,

V (x∗(t), T − t; {3}) = 5.08t3 − 8.76t2 − 8.56t + 14.96,

V (x∗(t), T − t; {1, 2}) = 11.97t3 − 19.53t2 − 13.52t + 24.37,

V (x∗(t), T − t; {1, 3}) = 10.2t3 − 16.64t2 − 11.42t + 20.64,

V (x∗(t), T − t; {2, 3}) = 11.53t3 − 18.81t2 − 21.37t + 34.61,

V (x∗(t), T − t; {1, 2, 3}) = 14.44t3 − 17.86t2 − 35.99t + 45.51.
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Ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (4.8) ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî B(t) (2.12):

B(t) =
{

β(t) = (β1(t), β2(t), β3(t)) : (4.9)
β1(t) ≥ −16.68t2 + 19.28t + 0.51,

β2(t) ≥ −21.08t2 + 24.7t + 9.73,

β3(t) ≥ −15.24t2 + 17.53t + 8.56,

β1(t) + β2(t) ≥ −35.91t2 + 39.06t + 13.52,

β1(t) + β3(t) ≥ −30.59t2 + 33.27t + 11.42,

β2(t) + β3(t) ≥ −34.58t2 + 37.61t + 21.37,

β1(t) + β2(t) + β3(t) = −43.32t2 + 35.72t + 35.99
}

.

2. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ íåïóñòîòû ÏÐÄ-ÿäðà
Çàïèøåì çàäà÷ó ËÏ (3.1), ñîîòâåòñòâóþùóþ íàøåé ìîäåëè äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t:
∑
i∈N

βi −→ min

β1 + β2 ≥ −35.91t2 + 39.06t + 13.52,

β1 + β3 ≥ −30.59t2 + 33.27t + 11.42,

β2 + β3 ≥ −34.58t2 + 37.61t + 21.37,

β1 ≥ −16.68t2 + 19.28t + 0.51,

β2 ≥ −21.08t2 + 24.7t + 9.73,

β3 ≥ −15.24t2 + 17.53t + 8.56. (4.10)

Ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ (4.10) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 1 ∈ [0, 4
3
]

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

β0 = (β0
1 , β

0
2 , β

0
3) = (3.1067, 13.3583, 10.8539). (4.11)

Çíà÷åíèå U({1, 2, 3}; x∗(t), t) äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 1:

U({1, 2, 3}; x∗(t), t) = 28.3933. (4.12)

Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå (3.2) Òåîðåìû 3.1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè t = 1 âûïîëíÿåòñÿ.
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Ðèñóíîê 1. Îñè: β1, β3, t.
β2 íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìèðóþùåãî óñëîâèÿ â (4.13).

Èç ôîðìóëèðîâêè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å ËÏ (4.10) âèäíî,
÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå β0 ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè U({1}; x∗(t), t),
U({2}; x∗(t), t) è U({3}; x∗(t), t), ∀t ∈ [0, 4

3
], è âñëåäñòâèå β0 = β0(t)

êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè èìååò âèä:

β0 = (β0
1(t), β

0
2(t), β

0
3(t)) : (4.13)

β0
1(t) = −16.68t2 + 19.28t + 0.51,

β0
2(t) = −21.08t2 + 24.7t + 9.73,

β0
3(t) = −15.24t2 + 17.53t + 8.56.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.4) ïîñòðîèì ÏÐÄ β̂0(t) ñ ïîìîùüþ
β0(t) è ïîêàæåì, ÷òî îíî ëåæèò â ìíîæåñòâå B(t) (4.13).

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî B(t) (4.13), ñïëîøíîé ëèíèåé
èçîáðàæåíî ðåøåíèå β0(t) çàäà÷è ËÏ (4.10) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, à
ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ÏÐÄ β̂0(t) ðàññ÷èòàííîå ïî ôîðìóëå
(3.4) ñ ïîìîùüþ β0(t). Âèäíî, ÷òî ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ (4.6),
(4.7) ìíîæåñòâî B(t) íå ïóñòî. Òàêæå âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òðàåê-
òîðèÿ β0(t) íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B(t) (4.13) è ëåæèò íèæå åãî,
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.2) Òåîðåìû 3.1.
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Ðèñóíîê 2. U({1, 2, 3}; x∗(t) (2.11) - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, Sβ0(t) (4.14) -
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ðèñ. 2 ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (3.2) Òåîðåìû 3.1, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòîáðàæàåò ñóììó êîì-
ïîíåíò òðàåêòîðèè β0(t), à èìåííî:

Sβ0(t) = β0
1(t) + β0

2(t) + β0
3(t), (4.14)

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2 îòîáðàæàåò çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè äëÿ ãåíåðàëüíîé êîàëèöèè

U(N ; x∗(t), T − t) = U({1, 2, 3}; x∗(t), T − t),

ãäå U({1, 2, 3}; x∗(t), T − t) îïðåäåëåíà â (2.11).
Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî Sβ0(t) ≤ U({1, 2, 3}; x∗(t), ∀t ∈ [t0, T ].
Èç îïðåäåëåíèÿ ÏÐÄ-ÿäðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî B(t),

t ∈ [t0, T ] íå ïóñòî, òî è ÏÐÄ-ÿäðî íå ïóñòî. Îäíàêî èç-çà ñïåöèôè-
÷åñêîãî âèäà ýòî êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ èçîáðàçèòü åãî êàê íåêîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äåëåæåé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Îïåðèðîâàòü ýòèì ðåøåíèåì èëè âûáèðàòü êàêèå-òî êîíêðåòíûå åãî
ýëåìåíòû ìîæíî, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî B(t).
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5. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå áûëè ïðåäëîæåíû êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîâåð-

êè íåïóñòîòû ÏÐÄ-ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ.
Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû íà îñíîâå ìå-
òîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ àíàëèçà íåïóñòîòû C�ÿäðà.
Óñëîâèÿ ôîðìèðóþòñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè èç ïðîìåæóò-
êà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà èãðà è íàêëàäûâàþòñÿ íå íà ìíîæåñòâî
äåëåæåé, ïðèíàäëåæàùèõ ÏÐÄ-ÿäðó, à íà ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîöåäóð ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ äåëåæåé (ÏÐÄ). Íà ïðèìåðå èãðû
óïðàâëåíèÿ îáúåìàìè âðåäíûõ âûáðîñîâ ïîêàçàíî, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ
ïðîâåðêà ïðåäëîæåííûõ óñëîâèé äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü íåïó-
ñòîòó ÏÐÄ-ÿäðà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðûé øàã ïðîâåðêè ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ óñëîâèé, è ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ñðåäå Matlab
ïðîèçâîäèòñÿ îöåíèâàíèå.
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Abstract : In this paper we consider di�erential games with transferable
utility and study of non-emptiness property of IDP-core presented in
[7]. We apply methods of linear programming �rst applied in the paper
[23] for analyzing non-emptiness of the Core. With described methods
we construct necessary and su�cient conditions for IDP-core to be non-
empty. This conditions are formalized for each time instant on which
the game is de�ned and are imposed on a set of imputation distribution
procedures (IDPs) corresponding to IDP-core.
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