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Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â îðãàíèçàöèîííîé
ñèñòåìå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ ýâîëþöèîí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷. Èçëîæåíèå èë-
ëþñòðèðóåòñÿ ìîäåëüíûìè ïðèìåðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå èãðû, ýâîëþöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå.

1. Ââåäåíèå
Ðàñïðåäåëåíèþ ðåñóðñîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî òåî-

ðåòèêî-èãðîâîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Ñîáñòâåííî, âñÿ òåîðèÿ êîîïåðà-
òèâíûõ èãð çàíèìàåòñÿ ðåøåíèåì èìåííî ýòîé ïðîáëåìû � ðàñïðå-
äåëåíèåì âûèãðûøà ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè ìåæäó âñåìè èãðîêàìè
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[10, 21]. Â ýêîíîìèêå îáùåñòâåííûõ áëàã èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ðåñóðñîâ àãåíòîâ ìåæäó èõ äåÿòåëüíî-
ñòüþ â ÷àñòíûõ èíòåðåñàõ è ïðîèçâîäñòâîì îáùåñòâåííîãî áëàãà [12�
14]. Ýòî íàïðàâëåíèå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ñåé÷àñ. Òàê, ñòàòüÿ [15]
ïîñâÿùåíà ìåõàíèçìó ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äåëèìûõ
ðåñóðñîâ, à â ðàáîòå [18] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ ìåæäó òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòüþ è îòäûõîì â ñëó÷àå,
êîãäà àãåíòû èìåþò îäèíàêîâûå ôóíêöèè âûèãðûøà, íî ðàçëè÷íûå
âîçìîæíîñòè è íåòðóäîâûå äîõîäû. Ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå ïðèìå-
ðû ìîæíî íàéòè â æóðíàëå Social Choice and Welfare. Îáçîð äèíàìè-
÷åñêèõ ïîñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷ ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè [20]. Â ðîñ-
ñèéñêîé ëèòåðàòóðå îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðîëü â ýòîé îáëàñòè ïðèíàä-
ëåæèò ñòàòüå [3], ãäå èçó÷åíû ìîäåëè, â êîòîðûõ ôóíêöèè âûèãðû-
øà âñåõ àãåíòîâ ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé � îáùåñòâåííîé (îäèíàêî-
âîé äëÿ âñåõ àãåíòîâ) è ÷àñòíîé ñîñòàâëÿþùåé. Àâòîðû [3] ïîêàçàëè,
÷òî åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä ñâåðòêè ïî ìèíèìóìó, òî ïðè åñòå-
ñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â èãðå ñóùåñòâóåò Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå
ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Èññëåäîâàíèå èãð ñ ó÷åòîì ñîãëàñîâàíèÿ ÷àñò-
íûõ è îáùåñòâåííûõ èíòåðåñîâ ïðîäîëæåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [5,
6, 8, 19]. Ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ñòàòè÷åñêîé ïîñòà-
íîâêå ñëóæàò ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöè-
îííûìè ñèñòåìàìè [9]. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìàìè ïðàêòè÷å-
ñêè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, è íàøà ïîñòàíîâêà ïðåäëàãàåòñÿ âïåðâûå.
Â ñèëó ñëîæíîñòè âîçíèêàþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû äëÿ åå ðå-
øåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ýâîëþöèîííîå ìîäå-
ëèðîâàíèå è ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû îïèñàíû â ìîíîãðàôèÿõ [4,
7]. Â ñòàòüå [1] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ãèáðèäíîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ
èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé. Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ [2]
ïðåäëîæåí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èãðû Ãåðìåéåðà ñ îäíèì
âåäîìûì èãðîêîì è óïðàâëåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèï-
øèöà. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ èåðàðõè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãð èçëîæåí â [11]. Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå
ïîäõîä ê òåîðåòèêî-èãðîâîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ â èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìå ¾Öåíòð�àãåíòû¿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
îñîáåííîñòÿìè: 1) ÿâíî îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà ðåñóðñà â çàâèñèìîñòè



Ýâîëþöèîííûå ìåòîäû 7

îò óïðàâëåíèÿ Öåíòðà; 2) Öåíòð ðàñïðåäåëÿåò ðåñóðñ ìåæäó àãåíòà-
ìè ïðîïîðöèîíàëüíî èõ äåéñòâèÿì, ÷òî ïîáóæäàåò àãåíòîâ ê âûáîðó
áîëåå íàïðÿæåííîãî ïëàíà; 3) óïðàâëåíèå Öåíòðà íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ
ðåçêî, ÷òî ôîðìàëèçóåòñÿ êàê ëèïøèöåâî ñâîéñòâî ôóíêöèè óïðàâëå-
íèÿ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áîëü-
øèíñòâà ðåàëüíûõ îðãàíèçàöèîííî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì; 4) íà îñ-
íîâå ïðåäûäóùåé ãèïîòåçû ðàçðàáàòûâàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè Öåíòðà â èåðàðõè÷åñêîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé èãðå.

2. Èñïîëüçîâàíèå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ çàäà÷ êîíôëèêòíîãî óïðàâëåíèÿ

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ðàâíîìåðíî àï-
ïðîêñèìèðîâàòü óïðàâëåíèå íà îãðàíè÷åííîì è çàìêíóòîì èíòåðâàëå
ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé ñ ôèêñè-
ðîâàííûì ðàçìåðîì ñêà÷êîâ. Ïðèâåäåì åãî ôîðìóëèðîâêó.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè |p(t)−p(s)| ≤ α|t−s|, ∀ t, s ∈ [0, T ], òî äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóþò òàêèå N∗, x∗, ∆∗, ÷òî

sup
t∈[0,T ]

|p(t)− pN(x∗, ∆∗, t)| ≤ ε,

ãäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ pN(x, ∆, t) = x, t ∈ [0, t1],

pN(x, ∆, t) = pN(x, ∆, tk) + αhδk−1, t ∈ (tk, tk+1], k = 1, . . . , N − 1;

∆ = (δi)
N−2
i=1 ; δi ∈ {−1, 0, 1}.

Ïðè ýòîì x∗ = p(0), N∗ =

⌊
2αT

ε

⌋
+ 1, δ∗1 = sign(p(t1) − p(0)),

δ∗k = sign(p(tk)− pk(p(0), δ∗k, tk)), k = 2, . . . , N∗ − 1.
Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè ïîãðåøíîñòü ñâÿçàíà ñ äëèíîé èí-

òåðâàëà ðàçáèåíèÿ h ðàâåíñòâîì αh = 2ε. Åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî
êîíñòàíòà Ëèïøèöà α çàðàíåå íåèçâåñòíà, òî è ÷èñëî èíòåðâàëîâ íå
ìîæåò áûòü âûáðàíî. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ âî ìíîãèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìåòîäàõ, íàïðèìåð, ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè, ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ. Åñëè ðåçóëü-
òàòû ñîâïàäàþò, òî ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ. Ýòîò ìåòîä åñòåñòâåííî
ïðèìåíÿåòñÿ â ïðåäëîæåííîì â [2] àëãîðèòìå.
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Â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ïîëîâèííîå äåëåíèå èíòåðâàëîâ ðàç-
áèåíèÿ ïðèâîäèò ê óäâîåíèþ áèòîâ õðîìîñîìû. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì
ïðåäóñìîòðåòü íàñëåäîâàíèå îïòèìàëüíîé ïîïóëÿöèè, êîòîðîå ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü îïòèìàëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ íà j-é èòåðàöèè
Mj = (∆j

k)
L
k=1. Íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ ôîðìè-

ðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé áèò õðîìîñîìû ∆j
k òðàíñëèðóåòñÿ

â äâà áèòà: δj
k,i → (ξ, δj

k,i) è δj
k,i → (δj

k,i, ξ). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðè-
íèìàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé {−1, 0, 1} ñ âåðîÿòíîñòÿìè {q1, q2, q3},
êîòîðûå, êàê è ÷èñëî L, îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàì àëãîðèòìà. Â ðå-
çóëüòàòå ïðîèñõîäèò óäâîåíèå îñîáåé â íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, ÷òî
âûãëÿäèò åñòåñòâåííî â ñâÿçè ñ ðàñøèðåíèåì çîíû ïîèñêà ðåøåíèÿ.

Âîçìîæíî íåðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå èíòåðâàëà. Ïóñòü äëèíà i-ãî
èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ [ti, ti+1) ðàâíà hi è ëîêàëüíàÿ êîíñòàíòà Ëèï-
øèöà

αi = sup
s,t∈[ti,ti+1],s 6=t

|p(t)− p(s)|
|t− s| .

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü

2 max
i

αihi = ε.

Åñòåñòâåííî ñòðîèòü íåðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

max
i

αihi

áûë ìèíèìàëüíûì íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé. Âû÷èñëå-
íèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì
íà÷àëüíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì.
Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ õîðîøåå ðàçáèåíèå âñå æå óäàåòñÿ ïî-
ñòðîèòü. Ïóñòü p(t) = A ln(1 + t), A 6= 0 è ðàçáèåíèå ïîëó÷àåòñÿ
â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíûõ ðàâåíñòâ:

hi = h(1 + ti−1), ti = ti−1 + hi, i = 1, 2, . . ., k,

t0 = 0, k = max{j : tj ≤ T}.
Ïîñëåäíèé èíòåðâàë ðàçáèåíèÿ: [tk, T ]. Äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ

ε = 2 max
i

αihi = 2|A|h,
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ãäå h � ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ. Àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî äî-
ñòè÷ü, åñëè ïîäîáðàòü òàêóþ êîíñòàíòó A > 0, ÷òî íà èíòåðâàëå
[0, T ]

sup
t 6=s

|p(t)− p(s)|
| ln(1 + t)− ln(1 + s)| ≤ A,

òàê êàê äëÿ âñåõ t è s > t èç èíòåðâàëà [0, T ] ñïðàâåäëèâî: p(t) −
A(ln(s)− ln(t)) ≤ p(s) ≤ p(t) + A(ln(s)− ln(t)).

Ê ñîæàëåíèþ, êîíñòàíòà A, òàê æå êàê è êîíñòàíòà Ëèïøèöà α,
ìîæåò áûòü íåèçâåñòíîé, ïîýòîìó ñëåäóåò óâåëè÷èâàòü ÷èñëî èí-
òåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ è ñðàâíèâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Óâåëè-
÷åíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîñòåïåííî-
ãî óìåíüøåíèÿ ïàðàìåòðà ðàçáèåíèÿ h. Ê ñîæàëåíèþ, íàñëåäîâàíèå
îïòèìàëüíîé ïîïóëÿöèè ïðè äàííîì íåðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè
íåâîçìîæíî. Ïîëîæèòåëüíî òî, ÷òî ÷èñëî èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ ðàñ-
òåò ëèíåéíî.

3. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â îðãàíè-
çàöèîííîé ñèñòåìå è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ

Èìååòñÿ âåäóùèé èãðîê (Öåíòð), êîòîðûé ðàñïðåäåëÿåò ðåñóðñ
ìåæäó àãåíòàìè, ÷åì êîìïåíñèðóåò èõ çàòðàòû. Ðåñóðñ (çàòðàòû Öåí-
òðà) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Êîëè÷åñòâî ðåñóðñà,
âûäåëÿåìîãî â ìîìåíò âðåìåíè t, ðàâíî m(t). Äèíàìèêà ðåñóðñà îïðå-
äåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dm(t) = σm(t) dp(t) (3.1)

ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì m0. Ïàðàìåòð σ � ëîêàëüíàÿ èçìåí÷èâîñòü
ðåñóðñà, p(t) � óïðàâëåíèå Öåíòðà, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. Äèôôåðåíöèàë óïðàâëåíèÿ dp(t) ìîæåò íå ñóùå-
ñòâîâàòü, ïîñêîëüêó íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
Ëèïøèöà, äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó (3.1) ñëåäóåò ïîíèìàòü â èí-
òåãðàëüíîì ñìûñëå: m(t) = m0 + σ

∫ t

0

m(s) dp(s), ãäå èñïîëüçóåò-
ñÿ èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà. Àíàëîãè÷íûì (3.1), íî íå ñîâïàäà-
þùèì ñ íèì òî÷íî, áóäåò îïðåäåëåíèå ðåñóðñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
m(t) = m0 exp(σp(t)).

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåñóðñ ïîëíîñòüþ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñðå-
äè àãåíòîâ. Ïîëó÷èâ ñâîþ äîëþ ðåñóðñà, êàæäûé àãåíò i = 1, 2, . . . ,M
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âûáèðàåò íåêîòîðîå äåéñòâèå xi(t). Ïîðîæäàåìûå äåéñòâèÿìè çàòðà-
òû àãåíòîâ îïèñûâàþòñÿ âûïóêëûìè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíê-
öèÿìè: f i(t, xi(t)), f i(t, 0) = 0. Êîìïåíñàöèè àãåíòàì îïðåäåëÿþòñÿ
ìåõàíèçìîì ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

νi(x(t),m(t)) =
γi(x(t))m(t)∑

i

γi(x(t))
, x(t) = (xi(t))M

k=1.

Ôóíêöèÿ γ � âîçðàñòàþùàÿ, γ(0) = 0.
Âûèãðûø i-ãî àãåíòà ïðè ïëàíå x(t) = (xi(t))M

i=1 è ðåñóðñå m(t)

ñîñòàâëÿåò:

ψi(xi,m) =

∫ T

0

(
νi(x(t),m(t))− f i(t, xi(t))

)
dt. (3.2)

Âûèãðûø Öåíòðà ðàâåí:

F (s,m) =

∫ T

0

f(s(t), m(t)) dt, s(t) =
M∑
i=1

xi(t), (3.3)

ãäå f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è óáûâàþùàÿ
ïî âòîðîìó, ïîñêîëüêó Öåíòð çàèíòåðåñîâàí â ìàêñèìàëüíûõ ñóì-
ìàðíûõ äåéñòâèÿõ àãåíòîâ è ìèíèìèçàöèè âûäàâàåìîãî èì ðåñóðñà.

Ïåðèîä âðåìåíè [0, T ], íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ èãðà, ðàçáèâàåòñÿ
íà N èíòåðâàëîâ. Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè N = 2k. Â ïðîöåññå
ðàáîòû àëãîðèòìà k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Íà÷èíàåì, íàïðèìåð,
ñ k = 1. Ïðè íåðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè íà÷èíàåì ñ h =

√
T + 1 − 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò N = 2, äàëåå h çàìåíÿåòñÿ íà zh, 0 < z < 1, ãäå z

îòíîñèòñÿ ê ïàðàìåòðàì àëãîðèòìà. Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ
(3.1) èìååò âèä:

mj = mj−1(1 + σNδj), σN < 1. (3.4)

Çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå, íåðàâíî-
ìåðíîå ðàçáèåíèå àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ íåáîëüøèìè èçìåíå-
íèÿìè. Â (3.4) σN = K/N , ãäå K ñëåäóåò îòíåñòè ê ïàðàìåòðàì àë-
ãîðèòìà. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N âëèÿíèå ïàðàìåòðà K íåçíà÷è-
òåëüíî. Âåëè÷èíû mj = m(tj), δj ∈ {−1, 0, 1}. Îòìåòèì, ÷òî mj > 0.
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Äèñêðåòíûé âûèãðûø i-ãî àãåíòà íà j-ì âðåìåííîì èíòåðâàëå èìååò
âèä:

ψi(x,m) =
N−1∑
j=0

(
νi(xj,mj)− f i

j(x
i
j)

)
. (3.5)

Â (3.5) xj = x(tj) = (xi(tj))
M
i=1 = (xi

j)
M
i=1, f i

j(x
i
j) = f i(tj, x

i(tj)), mj

îïðåäåëÿþòñÿ âåäóùèì èãðîêîì. Îòìåòèì, ÷òî âûèãðûø àãåíòà åñòü
ñåïàðàáåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííûì xj, xi

j, íå ñâÿçàííûì ñ ïåðå-
ìåííûìè xk, xi

k ïðè k 6= j, ïîýòîìó çàäà÷à êàæäîãî àãåíòà ðàñïàäà-
åòñÿ íà N íåçàâèñèìûõ çàäà÷, ãäå j-ÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñîì j. Äàëåå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âûêëàä-
êè, áóäåò îïóùåí ¾âðåìåííîé¿ èíäåêñ j, è âìåñòî mj èñïîëüçîâàíî
îáîçíà÷åíèå l. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à àãåíòîâ åñòü íåêîîïåðàòèâíàÿ
èãðà ñ èíäèâèäóàëüíûìè âûèãðûøàìè:

ψi(x) =
γ(xi)l∑
j

γ(xj)
− f i(xi), x = (xi)M

i=1. (3.6)

Äëÿ ñëó÷àÿ γ(u) = u èãðà ñ âûèãðûøàìè (3.6) ïîäðîáíî èçó÷å-
íà â ðàáîòàõ [16, 17]. Åñëè äîáàâèòü åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ: γ(u) �
íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, γ(0) = 0, òî çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ γ(xi) = yi ïðèâîäèò (3.6) ê âèäó:

ψi(y, l) =
yil∑
j

yj
− f i ◦ γ−1(yi), y = (yi)M

i=1,

ïîýòîìó äàëüøå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ èãðà ñ èíäèâèäóàëüíûìè âû-
èãðûøàìè:

ψi(x) =
xil∑
j

xj
− f i(xi), x = (xi)M

i=1. (3.7)

Óñòàíîâëåíî [17], ÷òî åñëè ôóíêöèè çàòðàò f i(x) ñòðîãî âûïóêëûå
è äèôôåðåíöèðóåìûå, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðàâíîâåñíàÿ ïî
Íýøó ñòðàòåãèÿ x̄: ∀ i = 1, . . . ,M , ∀xi ∈ Xi, ψi(x̄1, . . . , xi, . . . , x̄M) ≤
ψi(x̄1, . . . , x̄i, . . . , x̄M). Áîëåå òîãî, ôóíêöèè ψi(x̄1, . . . , xi, . . . , x̄M) ñòðî-
ãî âîãíóòû. Ñëåäóÿ [17], îïðåäåëèì ôóíêöèè zi(s) èç ñîîòíîøåíèé:

s2(f i(zi))′ = l(s− zi), s(f i(0))′ < l, zi = 0, s(f i(0))′ ≥ l. (3.8)



12 Ã.È. Áåëÿâñêèé, Í.Â. Äàíèëîâà, Ã.À. Óãîëüíèöêèé

Ñîîòíîøåíèÿ (3.8) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ôóíêöèè zi(s). Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå

M∑
i=1

zi(s) = s, s > 0. (3.9)

Óðàâíåíèå (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå s̄ =
M∑
i=1

x̄i, ãäå x̄i = zi(s̄) � ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ñòðàòåãèè. Îòìåòèì, ÷òî
èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ðåøåíèè èãðû ïåðåìåííàÿ s ïî ñìûñëó ñîâïàäà-
åò ñ s(t) èç (3.3).

Äèñêðåòíûé âûèãðûø Öåíòðà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(m) =
N−1∑
j=0

f(s̄j(mj),mj), (3.10)

ãäå s̄j(mj) � ñóììà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé èãðû äëÿ j-ãî èíòåðâà-
ëà. Óðàâíåíèå (3.4) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âûèãðûø Öåíòðà íåïîñðåä-
ñòâåííî ÷åðåç âåêòîð ∆N−1 = (δj)

N−1
j=1 . Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèåé

Öåíòðà áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîð ∆N−1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè Öåíòðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì.

4. ×èñëåííûå ìåòîäû

4.1. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó Öåíòðà è àãåíòîâ

F (s,m) =

∫ T

0

(
√

s(t)−m(t))dt → max, p;

ψi(x(·),m(·)) =

∫ T

0

{
νi(x(t),m(t))− µi(t)[x

i(t)]2
} → max,

xi(t) ≥ 0, i = 1, . . . , M ;

νi(x(t),m(t)) =
xi(t)m(t)

M∑
i=1

xj(t)

, i = 1, . . . ,M ;

m(t) = m(0) +

∫ t

0

m(s) dp(s).
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Â ôóíêöèè âûèãðûøà àãåíòîâ âõîäèò êîýôôèöèåíò µi(t), êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò îòðàçèòü çàâèñèìîñòü çàòðàò i-ãî àãåíòà îò âðåìåíè.

Äëÿ õðîìîñîìû ∆N−1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mj, èñïîëü-
çóÿ óðàâíåíèå (3.4), è ðàññìîòðèì j-þ èãðó ñ èíäèâèäóàëüíûìè âû-

èãðûøàìè:
xi

jmj

M∑
k=1

xj
k

− µi
j(x

i
j)

2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ

îïðåäåëèì ôóíêöèè zi
j(sj): zi

j(sj) =
mjsj

2µi
js

2
j + mj

. Ñóììà ðàâíîâåñíûõ

ðåøåíèé: s̄j =
M∑
i=1

x̄i
j íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

M∑
i=1

1

2µi
js

2
j + mj

= 1/mj.

Îïðåäåëèì çäîðîâüå õðîìîñîìû ∆N−1: F (∆N−1) =
N−1∑
j=0

(√
s̄j −m2

j

)
.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé.

Ðèñóíîê 1. Çàâèñèìîñòü ñóììàðíîãî çäîðîâüÿ ïîïóëÿöèè îò ÷èñëà
èòåðàöèé

Îñü àáñöèññ � ÷èñëî èòåðàöèé ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Îñü îð-
äèíàò � ñóììàðíîå çäîðîâüå ïîïóëÿöèè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü
ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: m0 = 0.1, N = 8,
σN = 1/N , M = 2, µ1

j =
1

2 + 0.1 · j , µj
2 = 1− µj

1.
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Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà: ðàçìåð ïîïóëÿöèè L = 20, ÷èñëî ïàð ïðè
ñêðåùèâàíèè R = 6, âåðîÿòíîñòü îáìåíà ãåíàìè äëÿ ðîäèòåëüñêîé
ïàðû q = 0,2, ìóòèðóþùàÿ îñîáü âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî èç ïî-
ïóëÿöèè è âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè ãåíà ìóòèðóþùåé îñîáè Q = 0,2.
Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè
öåíòðà îò ÷èñëà òî÷åê ðàçáèåíèÿ. Ñòàáèëèçàöèÿ íàñòóïàåò ïðè 16-òè
òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ.

Òàáëèöà 1.
N 2 4 8 16 32
F 0.7764 0.9546 0.9661 0.9671 0.9671

4.2. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ãåíåòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó Öåíòðà è àãåíòîâ

F (s,m) =

∫ T

0

(√
s(t)−m(t)

)
dt → max, p;

ψi(x(·),m(·)) =

∫ T

0

{
νi(x(t),m(t))− µ(t)[xi(t)]2

}
dt → max,

xi(t) ≥ 0, i = 1, . . . , M ;

νi(x(t),m(t)) =
xi(t)m(t)

M∑
j=1

xj(t)

, i = 1, . . . ,M ;

m(t) = m0 +

∫ t

0

m(s)dp(s).

Â ýòîì ïðèìåðå êîýôôèöèåíò µ â ôóíêöèÿõ âûèãðûøà àãåíòîâ
íå çàâèñèò îò i. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ðàâíî-
âåñíîãî ðåøåíèÿ j-é èãðû ôóíêöèè zj(sj) òàêæå íå çàâèñÿò îò i, ÷òî
ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé

j-é èãðû àãåíòîâ: s̄j =

√
(M − 1)mj

2µj

. Çàäà÷à Öåíòðà â ñîîòâåòñòâèè

ñ ï. 3 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
N−1∑
j=0

(√
s̄j −mj

) → max, ∆N−1, mj = mj−1(1 + σNδj), m0 = a. (4.1)
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1) èñïîëüçóåì äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììè-
ðîâàíèå. Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: fj(mj) =

√
s̄j −mj, Lj �

ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé mj. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé L0 = a, Lj =

{u : u = a(1 − σN)rj(1 + σN)qj}, j = 1, 2, . . . , N − 1, rj, qj � öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, âêëþ÷àÿ íîëü. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Áåëë-

ìàíà: Bk(u) = max
N−1∑

j=k

fj(mj), ∆N−1
k+1 = (δi)

N−1
k+1 , mi = mi−1(1 + σNδi),

i = k, . . ., N − 1, mk−1 = u ∈ Lk−1.
Óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

Bk−1(u) = max(fk−1(u(1 + σNδ)) + Bk(u(1 + σNδ))), (4.2)

u ∈ Lk−2, k = N − 1, . . . , 2,

B0(a) = f0(a) + max(B1(a(1 + σNδ))),

BN−1(u) = max fN−1(u(1 + σNδ)), u ∈ LN−2,

δ∗k(u) = arg max Bk(u(1 + σNδ)), δ∗1(a) = arg max B1(a(1 + σNδ)).

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è 3. Ðåøàëàñü çà-
äà÷à ñ îäíèìè è òåìè æå ïàðàìåòðàìè: µj

1 =
1

2 + 0.1 · j , σN = 1/N ,
÷èñëî èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ N = 16, ÷èñëî àãåíòîâ M = 2, a = 0.3.
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, âûïîëíåííûå ãåíåòè÷åñêèì
àëãîðèòìîì, íà ðèñ. 3 � ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îñè àáñöèññ � íîìåðà èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ. Îñè îðäèíàò � çíà-
÷åíèÿ ðàñïðåäåëÿåìîãî ðåñóðñà. Ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 3, ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì. Èç ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îòëè-
÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ â îáîèõ ìåòîäàõ ïðèìåðíî
îäèíàêîâî. Çíà÷åíèå ôóíêöèè âûèãðûøà ïðè èñïîëüçîâàíèè ãåíåòè-
÷åñêîãî àëãîðèòìà ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì äî ÷åòûðåõ
çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåííûé â ýòîì
ðàçäåëå, áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ
ïðèìåðà 4.1.
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Ðèñóíîê 2. Ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì

Ðèñóíîê 3. Ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

4.3. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:

F (s,m) =

∫ T

0

(√
s(t)−m(t)

)
dt → max, p;
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ψi(x(·),m(·)) =

∫ T

0

{νi(x(t),m(t))− [xi(t)]2} dt → max,

xi(t) ≥ 0, i = 1, . . . , M ;

νi(x(t),m(t)) =
xi(t)m(t)

M∑
j=1

xj(t)

, i = 1, . . . ,M ;

m(t) = m0 +

∫ t

0

m(s) dp(s).

Ïðè âû÷èñëåíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ j-é èãðû ôóíêöèè zj(sj) =

mjsj

2s2
j + mj

, ñóììà ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé s̄j =

√
(M − 1)mj

2
. Â ðåçóëü-

òàòå çàäà÷à Öåíòðà:
N−1∑
j=0

((
(M − 1)mj

2

)1/4

−mj

)
→ max, ∆N−1, (4.3)

mj = mj−1(1 + σNδj), m0 = a.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =

(
(M − 1)x

2

)1/4

− x, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âîãíóòîé. Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå
x∗ =

2

(M − 1) 3
√

256
, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì f(x). Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Öåíòðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a∗ = x∗, δ∗j = 0, j = 1, . . . , N − 1.

4.4. Òåðìèíàëüíûé êðèòåðèé. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

F (ST , LT ) =
√

ST − LT → max, p;

ψi(x(·),m(·)) =

∫ T

0

{
νi(x(t),m(t))− [xi(t)]2

}
dt → max,

xi(t) ≥ 0, i = 1, . . . , M ;

νi(x(t),m(t)) =
xi(t)m(t)

M∑
j=1

xj(t)

, i = 1, . . . ,M ;
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m(t) = m0 +

∫ t

0

m(s) dp(s), ST =

∫ T

0

s(t) dt, LT =

∫ T

0

m(t) dt.

Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à öåíòðà â ýòîì ïðèìåðå îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è
öåíòðà â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå âèäîì ôóíêöèè âûèãðûøà:

√√√√
N−1∑
j=0

√
(M − 1)mj

2
−

N−1∑
j=0

mj → max, ∆N−1, (4.4)

mj = mj−1(1 + σNδj), m0 = a.

Ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê âû-
÷èñëèòåëüíî òðóäîåìêîé çàäà÷å. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ðàñòóò
êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ÷èñëà èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ. Ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïðè ðàâíî-
ìåðíîì ðàçáèåíèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.

Ðèñóíîê 4. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Òåðìèíàëüíûé êðèòåðèé.
Ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî 0.8903. Çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ: a = 0.05, M = 2, N = 16, σN = 1/N .
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåõàíèçì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûì ñïîñîáîì ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ ìåæäó àêòèâ-
íûìè àãåíòàìè, ÷òî îáóñëîâëèâàåò âíèìàíèå ê ýòîé ïîñòàíîâêå çàäà-
÷è. Â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ìåõàíèçìû ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â òåîðèè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè
ñèñòåìàìè [9].

Îäíàêî, ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ áîëåå èíòå-
ðåñíà äèíàìè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, îäèí
èç âàðèàíòîâ êîòîðîé â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ ðàññìîòðåí â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå. Â ýòîì âàðèàíòå ðåñóðñ òðàêòóåòñÿ êàê ôàçîâàÿ ïå-
ðåìåííàÿ. Âàæíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåäóùèé èãðîê
(öåíòð) íå ìîæåò ðåçêî ìåíÿòü çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé,
÷òî îòâå÷àåò ðåàëüíîé ïðàêòèêå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â îðãàíèçàöèîí-
íî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, à ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü óñëîâèå Ëèïøèöà.

Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû èñ-
ïîëüçóþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìî-
äåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå ìåòî-
äû, èñïîëüçóþùèå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïðèìåíèìû äëÿ ðåøå-
íèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, îñîáåííî â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåýôôåêòè-
âåí èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷åíèå çàùèòû ìåõàíèçìà ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòàòè÷å-
ñêèõ ïîñòàíîâîê.
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Abstract : The paper proposes a dynamic game-theoretic statement of
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