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1. Ââåäåíèå

Êëàñòåðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé àíàëèçà äàííûõ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóæíî ðàçáèòü îáúåêòû íà ãðóïïû òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âíóòðè êàæäîé ãðóïïû îêàçàëèñü ïîõîæèå (â êàêîì-òî ñìûñ-
ëå) îáúåêòû, à îáúåêòû ðàçíûõ ãðóïï äîëæíû áûòü êàê ìîæíî áîëåå
îòëè÷íû. Êàê èçâåñòíî, ðåçóëüòàòû êëàñòåðèçàöèè ñèëüíî çàâèñÿò îò
ìíîãèõ ôàêòîðîâ: âûáîðà ìåòðèêè, ñïîñîáà êëàñòåðèçàöèè, ìåòîäîâ
îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ. Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì íî-
âûé ïîäõîä, ãäå êëàñòåðèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîîïåðàòèâíàÿ
èãðà ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé è íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà âîïðîñå
ïîäáîðà ìåòðèêè.

Ïðèìåíåíèå êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð äëÿ êëàñòåðèçàöèè äàí-
íûõ ðàññìîòðåíî â [6], íî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñó-
ïåðàääèòèâíîé è ìîíîòîííîé, êàê ñëåäñòâèå èãðîêàì âñåãäà âûãîäíî
îáúåäèíÿòüñÿ â ãðàíä-êîàëèöèþ. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà óòâåðæäå-
íèè, ÷òî çíà÷åíèÿ âåêòîðà Øåïëè (â èãðå, ðàññìàòðèâàåìîé â [6])
áóäóò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûìè ó áëèçêèõ îáúåêòîâ, ïîýòîìó ìî-
æåì âûáðàòü â êà÷åñòâå öåíòðîâ êëàñòåðîâ èãðîêîâ ñ íàèáîëüøèì
çíà÷åíèåì âåêòîðà Øåïëè è äàëåå ïðèñîåäèíÿòü ê íèì èãðîêîâ, ó êî-
òîðûõ çíà÷åíèå âåêòîðà Øåïëè íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èãðîêîâ öåí-
òðà. Ïðîöåäóðà èòåðàòèâíàÿ, íî ýôôåêòèâíàÿ, òàê êàê ïîèñê âåêòîðà
Øåïëè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, ââåäåííîé â [6], çàíèìàåò
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åùå îäèí ïîäõîä êëàñòåðèçàöèè, îñíîâàí-
íûé íà èãðå ñ òàêîé æå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ðàññìîòðåí
â [5]. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ êîîïåðàòèâíàÿ òåîðèÿ èãð ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ïîèñêà ñîîáùåñòâ â ðàçëè÷íûõ êîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ [1, 4]
è äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýíåðãîýôôåêòèâíûõ êëàñòåðîâ â áåñïðîâîäíîé
ñåíñîðíîé ñåòè [3].

2. Ìîäåëü

Ïóñòü N = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, òàêèõ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ðàçëè÷èÿ d(i, j) : N×N 7→
[0, 1] è ôóíêöèÿ ñõîäñòâà f(i, j) : N × N 7→ [0, 1]. Ïðè÷åì äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé âûïîëíåíî ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè, ò.å. d(i, j) = d(j, i) è
f(i, j) = f(j, i), ∀i, j ∈ N è ñ âîçðàñòàíèåì îäíîé ôóíêöèè âòîðàÿ íå
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âîçðàñòàåò
d(i, j) > d(k, l) ⇐⇒ f(i, j) 6 f(k, l) ∀i, j, k, l ∈ N.

Â çàâèñèìîñòè îò ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü óäîáíî çàäàòü
ìåðó ðàçëè÷èÿ èëè ìåðó ñõîäñòâà. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
áûëà îïðåäåëåíà õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé, òàê êàê ìîæíî çà-
äàòü îäíó ôóíêöèþ ÷åðåç äðóãóþ, íàïðèìåð, d(i, j) = 1 − f(i, j), â
òàêîì ñëó÷àå îäíà èç ôóíêöèé èìååò îïðåäåëåííóþ èíòåðïðåòàöèþ
â çàäà÷å, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ¾òåõíè÷åñêèì äîïîëíåíèåì¿ äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ êëàñòåðèçàöèè.

Ïîä êîàëèöèåé S ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà îáúåêòîâ N , êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â êëàñòåð. Ðàññìîò-
ðèì èãðó (N, v), â êîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû v îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

v(S) =
∑
i∈S
j∈S
i 6=j

f(i, j) + 2
∑
i∈S

j∈N\S

d(i, j). (2.1)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ýòîé ôóíêöèè âîçðàñòàåò ïðè ïðèñîåäèíåíèè
íîâûõ îáúåêòîâ ê êëàñòåðó S, à âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ
êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå. Òàêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áó-
äåò âåëèêà ó êëàñòåðîâ, ãäå îáúåêòû ñõîæè âíóòðè êëàñòåðà è â òî
æå âðåìÿ äàëåêè îò îáúåêòîâ äðóãèõ êëàñòåðîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ïîñòàíîâêå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì èãðó (N, v), ãäå N = {1, 2, 3}, ôóíêöèè ðàç-
ëè÷èÿ è ñõîäñòâà çàäàíû ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

d =




1 2 3

1 0 0.01 1

2 0.01 0 0.989

3 1 0.989 0


, f =




1 2 3

1 1 0.99 0

2 0.99 1 0.011

3 0 0.011 1


.

Ñîãëàñíî (2.1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè v:

v({1}) = 2.02, v({2}) = 1.998, v({3}) = 3.978

v({1, 2}) = 5.958, v({1, 3}) = 1.998, v({2, 3}) = 2.042

v({1, 2, 3}) = 2.002.
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Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò íàðóøåíèå ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè è
ñóïåðàääèòèâíîñòè ôóíêöèè v.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v(·), îïðåäåëÿå-
ìàÿ ñîãëàñíî (2.1), íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ò.å. íåðàâåíñòâî

v(S) 6 v(T )

íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ êîàëèöèé S ⊂ N è T ⊂ N , òàêèõ
÷òî S ⊆ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåðàâåíñòâî (2.1) íàðóøåíî â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, çíà÷èò îíî íå âûïîëíÿåòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå, ïîýòîìó ðàññìîò-
ðèì S ⊂ N , k ∈ N , k /∈ S, T = S ∪ {k}. Ñîãëàñíî (2.1) èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

v(S ∪ {k})− v(S) > 0. (2.2)

Ðàññìîòðåíèå íåðàâåíñòâà (2.2) èíòåðåñíî òåì, ÷òî îíî ïîêàçûâàåò
êàêîé âêëàä (ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé) äåëàåò îáúåêò â
âûèãðûø êîàëèöèè â çàâèñèìîñòè îò åãî ñâîéñòâ è ñâîéñòâ êîàëèöèè.
Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü (2.2), ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè (2.1) ïîëó÷àåì

∑

i∈S∪{k}
j∈S∪{k}

i6=j

f(i, j) + 2
∑

i∈S∪{k}
j∈N\(S∪{k})

d(i, j)−
∑
i∈S
j∈S
i 6=j

f(i, j)− 2
∑
i∈S

j∈N\S

d(i, j) =

=
∑
i∈S
j∈S
i6=j

f(i, j) + 2
∑

i∈S

f(i, k) + 2
∑
i∈S

j∈N\(S∪{k})

d(i, j) + 2
∑

j∈N\(S∪{k})
d(k, j)−

−
∑
i∈S
j∈S
i6=j

f(i, j)− 2
∑
i∈S

j∈N\(S∪{k})

d(i, j)− 2
∑

i∈S

d(i, k) =

=2
∑

i∈S

f(i, k) + 2
∑

j∈N\(S∪{k})
d(k, j)− 2

∑

i∈S

d(i, k) =

=2
( ∑

i∈S

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\(S∪{k})
d(i, k)

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðåäïîëîæåíèè ìîíîòîííîñòè v èìååì

∀k ∈ N,S ⊂ N \ {k} =⇒
∑

i∈S

(
d(i, k)− f(i, k)

)
6

∑

i∈N\(S∪{k})
d(i, k).

(2.3)

Ëåãêî ìîæíî ïðèâåñòè òàêèå d(i, k) è f(i, k), äëÿ êîòîðûõ íåðàâåí-
ñòâî (2.3) áóäåò íàðóøàòüñÿ. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâà {1, 2, 3} è {1, 2} â èãðå (N, v) èç ïðèìåðà 2.1.

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, ÷òî â òðèâèàëüíîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñõîäñòâî ìåæäó äîáàâëåííûì îáúåêòîì k è îáúåêòàìè êëà-
ñòåðà S íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, íåðàâåíñòâî (2.3)
âûïîëíåíî.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v(·), îïðåäåëÿå-
ìàÿ ñîãëàñíî (2.1), íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé, ò. å. íåðàâåíñòâî

v(S ∪ T ) > v(S) + v(T )

íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ êîàëè-
öèé S ⊂ N è T ⊂ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ⊂ N, T ⊂ N, S ∩ T = ∅, ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü

v(S ∪ T )− v(S)− v(T ),

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé â ñëó÷àå ñóïåðàääèòèâíîñòè.
Ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (2.1) ïîëó÷àåì

∑
i∈S∪T
j∈S∪T

i 6=j

f(i, j) + 2
∑

i∈S∪T
j∈N\(S∪T )

d(i, j)−
∑
i∈S
j∈S
i 6=j

f(i, j)− 2
∑
i∈S

j∈N\S

d(i, j)−

−
∑
i∈T
j∈T
i6=j

f(i, j)− 2
∑
i∈T

j∈N\T

d(i, j) =
( ∑

i∈S
j∈S
i 6=j

f(i, j) +
∑
i∈T
j∈T
i6=j

f(i, j) + 2
∑
i∈S
j∈T

f(i, j)
)
+

+
(
2

∑
i∈S

j∈N\(S∪T )

d(i, j) + 2
∑
i∈T

j∈N\(S∪T )

d(i, j)
)
−

∑
i∈S
j∈S
i 6=j

f(i, j)−



28 Â.Ì. Áóðå, Ê.Þ. Ñòàðîâåðîâà

−
(
2

∑
i∈S

j∈N\(S∪T )

d(i, j) + 2
∑
i∈S
j∈T

d(i, j)
)
−

∑
i∈T
j∈T
i6=j

f(i, j)−

−
(
2

∑
i∈T

j∈N\(S∪T )

d(i, j) + 2
∑
i∈T
j∈S

d(i, j)
)

= 2
∑
i∈S
j∈T

f(i, j)− 4
∑
i∈T
j∈S

d(i, j),

òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ v(·) ñóïåðàääèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

∀S, T : S ⊂ N, T ⊂ N, S ∩ T = ∅ =⇒ (2.4)
∑
i∈S
j∈T

f(i, j) > 2
∑
i∈S
j∈T

d(i, j). (2.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ f(i, j) ∈ [0, 1] è d(i, j) ∈ [0, 1] è
ñ âîçðàñòàíèåì îäíîé ôóíêöèè âòîðàÿ óáûâàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå óñëîâèå (2.4)-(2.5) íå âûïîëíåíî. Â êà÷åñòâå êîíòðïðè-
ìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâà {1}, {3} è {1, 3} â èãðå (N, v) èç
ïðèìåðà 2.1.

Èç (2.4)-(2.5) ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíÿòü 2 êëàñòåðà âûãîäíî òîëüêî
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõîäñòâî îáúåêòîâ õîòÿ áû â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.

Îòñóòñòâèå ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè ãîâîðèò î òîì, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå èãðîêàì íå âûãîäíî îáúåäèíÿòüñÿ â ãðàíä-êîàëèöèþ, ÷òî
åñòåñòâåííî äëÿ çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè.

3. Èãðû ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé
Â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè ó õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè (2.1) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü èãðû ñ êîàëèöè-
îííîé ñòðóêòóðîé, â íàøåé çàäà÷å êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîçìîæíûé âàðèàíò êëàñòåðèçàöèè. Òàêèì îá-
ðàçîì, çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó îïðåäåëåííîé ¾íàè-
áîëåå âûèãðûøíîé¿ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû. Äàëåå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü èãðó (N, v, π) ñî ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N , õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé v è êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé π.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà π � ýòî ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà âñåõ èãðîêîâ N ñëåäóþùèì îáðàçîì: π = {B1, . . . , Bm}, ïðè-
÷åì

• B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bm = N,

• Bi ∩Bj = ∅, ∀i, j = 1, . . . , m, i 6= j.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåêòîð ψπ = (ψπ
1 , . . . , ψπ

n) ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âûèãðûøà â èãðå (N, v, π), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè:

∑
i∈Bj

ψπ
i = v(Bj), ∀Bj ∈ π.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøà ψπ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
äåëåæîì â èãðå (N, v, π), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé
ðàöèîíàëüíîñòè:

ψπ
i > v({i}), ∀i ∈ N.

Â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð ñóùåñòâóåò ðÿä ïðîöåäóð äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà ψπ, â ýòîé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû âåêòîð
Àóìàííà�Äðåçå

φπ
k =

∑

S⊆B(k)
S3k

(|B(k)| − |S|)!(|S| − 1)!

|B(k)|!
[
v(S)− v(S \ {k})

]

è ES-âåêòîð (equal surplus division value)

ξπ
k = v({k}) +

(
v(B(k))− ∑

i∈B(k)

v({i})
)

|B(k)| ,

ãäå B(k) ∈ π � êîàëèöèÿ, ñîäåðæàùàÿ èãðîêà k ∈ N .
Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîèñê òàêîé êîàëèöèîííîé

ñòðóêòóðû, îò êîòîðîé íå âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ íè îäíîìó èãðîêó.
Íàëè÷èå òàêîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùå-
ñòâîâàíèè ÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîé êîà-
ëèöèîííîé ñòðóêòóðû [6], ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ðàçáèå-
íèå π−Bk

, òàêîå ÷òî π−Bk
= π \ Bk ; ðàçáèåíèå π′, êîòîðîå îòëè÷à-

åòñÿ îò π òåì, ÷òî èãðîê k ïåðåõîäèò èç êîàëèöèè B(k) â B, ò. å.
π′ = {B(k) \ {k}, B ∪ {k}, π−B(k)∪B}, ïðè÷åì B ∈ π−B(k) ∪∅.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Êîàëèöèîííóþ ñòðóêòóðó π áóäåì íàçûâàòü
óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî îäíîòî÷å÷íîãî ïðèíöèïà îï-
òèìàëüíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî èãðîêà k ∈ N , ëþáîé êîàëèöèè B(k) ∈
π è êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû π′:

ψπ
k > ψπ′

k .

Òàêîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû ñîîòâåò-
ñòâóåò êîíöåïöèè ðàâíîâåñèÿ Íýøà [6]. Ïðåäñòàâèì, ÷òî êîàëèöè-
îííàÿ ñòðóêòóðà π óñòîé÷èâà è èãðîê k ∈ B(k) èìååò ñëåäóþùèå
ñòðàòåãèè:

1. Îñòàòüñÿ â êîàëèöèè B(k).

2. Ñôîðìèðîâàòü íîâóþ êîàëèöèþ {k}.

3. Ïðèñîåäèíèòüñÿ ê äðóãîé ñóùåñòâóþùåé êîàëèöèè â π.

Òîãäà èãðîê k íå ìîæåò ïîëó÷èòü áîëüøèé âûèãðûø, ïðèäåðæèâàÿñü
ñòðàòåãèé (2) è (3), ÷åì îí ïîëó÷èò ïðè ñòðàòåãèè (1), ïðè óñëîâèè,
÷òî îñòàëüíûå èãðîêè íå îòêëîíÿþòñÿ. Èç ýòèõ ïðèíöèïîâ âûòåêàåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðèâåäåíî â [7].

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà π áûëà
óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøà ψπ, âû÷èñëåííîå ñîãëàñíî
ýòîìó ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè äëÿ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû π,
ÿâëÿëîñü äåëåæîì.

4. Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð

Óòâåðæäåíèå 4.1. Â èãðå (N, v, π) ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé π

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v âèäà (2.1) êîìïîíåíòû âåêòîðà
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Àóìàííà�Äðåçå φπ çàäàíû ôîðìóëîé:

φπ
k =

∑

S⊆B(k)
S3k

2(b− s)!(s− 1)!

b!

[ ∑

i∈S\{k}

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\S
d(i, k)

]
,

ãäå |B(k)| = b è |S| = s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2.1 ïîêàçàíî, ÷òî

v(S ∪ {k})− v(S) = 2

(∑

i∈S

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\(S∪{k})
d(i, k)

)
,

(4.1)

òîãäà, ïåðåîáîçíà÷èâ S ∪ {k} := S è S := S \ {k}, ïî îïðåäåëåíèþ
âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå ïîëó÷àåì

φπ
k =

∑

S⊆B(k)
S3k

(b− s)!(s− 1)!

b!

[
v(S)− v(S \ {k})

] (4.1)
=

(4.1)
=

∑

S⊆B(k)
S3k

2(b− s)!(s− 1)!

b!

[ ∑

i∈S\{k}

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\S
d(i, k)

]
.

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1 ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè
êîìïîíåíò âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå.

Ñëåäñòâèå 4.1. φπ
k > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëå-

äóþùåå íåðàâåíñòâî
∑

S⊆B(k)
S3k

2(b− s)!(s− 1)!

b!

[ ∑

i∈S\{k}

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\S
d(i, k)

]
> 0.

(4.2)
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

èãðîêà k ∈ N è âñåõ S ⊆ B(k), ñîäåðæàùèõ k, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(i, k) > d(i, k),∀i ∈ S \ {k}

êîìïîíåíòû âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå φπ
k áóäóò íåîòðèöàòåëüíû.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà π â èãðå (N, v, π) óñòîé-
÷èâà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå, åñëè

∀k ∈ N, ∀B ∈ π−B(k) ∪∅ =⇒

∑

S⊆B(k)
S3k

2(b− s)!(s− 1)!

b!

[ ∑

i∈S\{k}

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\S
d(i, k)

]
>

∑

S′⊆B∪{k}
S′3k

2(b′ − s′)!(s′ − 1)!

b′!

[ ∑

i∈S′\{k}

(
f(i, k)− d(i, k)

)
+

∑

i∈N\S′
d(i, k)

]
,

çäåñü |B(k)| = b, |S| = s, |B| = b′, |S ′| = s′ è B ∩B(k) = ∅, B ∈ π ∪∅,
B(k) ∈ π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.4 è óòâåðæäåíèÿ 4.1.

Çàìå÷àíèå 4.1. Â èãðå (N, v, π) íå âñåãäà ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ îò-
íîñèòåëüíî âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Â èãðå (N, v, π) ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé π è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v âèäà (2.1) êîìïîíåíòû ES-âåêòîðà
ξπ çàäàíû ôîðìóëîé:

ξπ
k = 2

∑

j∈N\{k}
d(k, j) +

1

b

( ∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i6=j

(
f(i, j)− 2d(i, j)

))
, (4.3)

ãäå |B(k)| = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ES-âåêòîðà è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè v:

ξπ
k = v({k}) +

1

b

(
v(B(k))−

∑

i∈B(k)

v({i})
)

= 2
∑

j∈N\{k}
d(k, j)+

+
1

b

( ∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i6=j

f(i, j) + 2
∑

i∈B(k)
j∈N\B(k)

d(i, j)− 2
∑

i∈B(k)

∑

j∈N\{i}
d(i, j)

)
=
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=2
∑

j∈N\{k}
d(k, j) +

1

b

( ∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i 6=j

f(i, j) + 2
∑

i∈B(k)
j∈N\B(k)

d(i, j)−

−2
∑

i∈B(k)
j∈N\B(k)

d(i, j)− 2
∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i6=j

d(i, j)
)

=

=2
∑

j∈N\{k}
d(k, j) +

1

b

( ∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i 6=j

(
f(i, j)− 2d(i, j)

))

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.3 ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè
êîìïîíåíò ES-âåêòîðà.

Ñëåäñòâèå 4.2. ξπ
k > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëå-

äóþùåå íåðàâåíñòâî

2
∑

j∈N\{k}
d(k, j) > 1

b

( ∑

i∈B(k)
j∈B(k)

i 6=j

(
2d(i, j)− f(i, j)

))
. (4.4)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå îáúåäèíåíèÿ â êëàñòåð ñèëüíî ñõî-
æèõ îáúåêòîâ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîìïîíåíò
âåêòîðà (4.4). Ïîä ñèëüíî ñõîæèìè îáúåêòàìè i, j ∈ N çäåñü ïîíèìà-
þòñÿ òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ f(i, j) > 2d(i, j).

Óòâåðæäåíèå 4.4. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà π â èãðå (N, v, π) óñòîé-
÷èâà îòíîñèòåëüíî ES-âåêòîðà, åñëè

∀B ∈ π, ∀B′ ∈ π−B ∪∅ =⇒
1

b

[ ∑
i∈B
j∈B
i6=j

(
f(i, j)− 2d(i, j)

)]
> 1

b′

[ ∑

i∈B′
j∈B′
i 6=j

(
f(i, j)− 2d(i, j)

)]
,

|B| = b, |B′| = b′ è B ∩B′ = ∅, B′ ∈ π ∪∅, B ∈ π.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.4 è óòâåðæäåíèÿ 4.3.

Ñëåäñòâèå 4.3. Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû 3.1 ñëå-
äóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè êîàëèöèîííîé ñòðóê-
òóðû π â èãðå (N, v, π) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåí-
ñòâà:

1

b

[∑
i∈B
j∈B
i6=j

(
f(i, j)− 2d(i, j)

)]
> 0

äëÿ âñåõ B â êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðå π.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â èãðå (N, v, π) íå âñåãäà ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ îò-
íîñèòåëüíî âåêòîðà ES-âåêòîðà ñòðóêòóðà.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü çàäàíû òî÷êè íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè êëàñòåðèçà-
öèè è ìû õîòèì ðàçäåëèòü èõ íà ãðóïïû ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàññòî-
ÿíèþ, íà ðèñóíêå 4.1 ïîêàçàí æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

Ðèñóíîê 1. Êëàñòåðèçàöèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè
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Òàáëèöà 1.
� a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

x 1 3 2 10 11 5 6 7
y 1 1 2 2 3 8 9 10

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d(ai, aj), ãäå i, j ∈ N = {0, 1, . . . , 7} âû÷èñëÿ-
åòñÿ êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå, íîðìèðîâàííîå íà ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñàìûìè äàëåêèìè òî÷êàìè

d(ai, aj) =

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2

dmax

,

dmax = max
i,j∈N

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2,

ãäå xi, yi � ýòî êîîðäèíàòû òî÷åê, ai = (xi, yi). Ñõîäñòâî ìåæäó òî÷-
êàìè îïðåäåëèì êàê f(ai, aj) = 1−d(ai, aj). Â ìàòðèöå íèæå íàä äèà-
ãîíàëüþ ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, à ïîä
äèàãîíàëüþ � ñõîäñòâà.

A =




a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

a0 − 0.18 0.13 0.84 0.94 0.75 0.87 1

a1 0.82 − 0.13 0.65 0.76 0.67 0.79 0.91

a2 0.87 0.87 − 0.74 0.84 0.62 0.75 0.87

a3 0.16 0.35 0.26 − 0.13 0.72 0.75 0.79

a4 0.06 0.24 0.16 0.87 − 0.72 0.72 0.75

a5 0.25 0.33 0.38 0.28 0.28 − 0.13 0.26

a6 0.13 0.21 0.25 0.25 0.28 0.87 − 0.13

a7 0.00 0.09 0.13 0.21 0.25 0.74 0.87 −




.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì èãðó (N, v), ãäå N = {0, 1, . . . , 7} è v çà-
äàíà â (2.1). Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ
ìíîæåñòâ èç îäíîãî èãðîêà (ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿ-
òîé):

v({0}) = 9.43, v({1}) = 8.21, v({2}) = 8.15, v({3}) = 9.24,

v({4}) = 9.73, v({5}) = 7.74, v({6}) = 8.27, v({7}) = 9.42.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà N ïîêàçàë, ÷òî êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà



36 Â.Ì. Áóðå, Ê.Þ. Ñòàðîâåðîâà

Ðèñóíîê 2. Êëàñòåðèçàöèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
ïåðâûé âàðèàíò ðàçáèåíèÿ, ïóíêòèð � âòîðîé âàðèàíò ðàçáèåíèÿ

π∗ = {{0, 1, 2}, {3, 4}, {5, 6, 7}} ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî âåê-
òîðà Àóìàííà�Äðåçå. Äåëåæ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå
(ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé) ðàâåí

φπ∗ = (10.48, 9.26, 9.37, 9.84, 10.33, 8.57, 9.48, 10.24),

ìîæíî óâèäåòü, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.1) óäîâëåòâîðå-
íî, âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ïðîâåðåíî ñ ïîìîùüþ ðåàëèçà-
öèè ïðîãðàììû. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà Àóìàí-
íà�Äðåçå áîëüøå ó òåõ èãðîêîâ, êîòîðûå èìåþò íàèáîëüøåå ñóììà-
ðîíîå ðàññòîÿíèå äî äðóãèõ èãðîêîâ. È íàîáîðîò, ìåíüøå ó òåõ èã-
ðîêîâ, êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøåå ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå äî äðóãèõ
èãðîêîâ.

Ýòà æå êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëü-
íî ES-âåêòîðà, äåëåæ (ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé)
ðàâåí
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ξπ∗ = (10.53, 9.31, 9.25, 9.84, 10.33, 8.7, 9.22, 10.37).

Êîìïîíåíòû äâóõ âåêòîðîâ î÷åíü áëèçêè ïî çíà÷åíèÿì. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âåêòîðà ìîãóò çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àòüñÿ è äàæå
äàâàòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ìåíåå îäíîçíà÷íûé ïðèìåð
(ðèñóíîê 4.1), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èçìåíåíèåì êîîðäèíàò òî÷êè ñ
a3 = (10, 2) íà a3 = (6, 2). Â òàêîì ñëó÷àå êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà
π̂ = {{0, 1, 2}, {3}, {4}, {5, 6, 7}} ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà Àóìàííà�Äðåçå, ñîîòâåòñòâóþùèé äåëåæ ðàâåí

φπ̂ = (9.74, 8.54, 8.62, 7.11, 10.41, 8.25, 9.29, 10.15).

Îòíîñèòåëüíî ES-âåêòîðà óñòîé÷èâà êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà π̃ =

{{0, 1, 2, 3}, {4}, {5, 6, 7}}, ñîîòâåòñòâóþùèé äåëåæ ðàâåí

ξπ̃ = (9.32, 8.11, 8.04, 7.74, 10.41, 8.38, 9.03, 10.28).

Ïðèìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ñóììàðíûé âûèãðûø
7∑

k=1

ξπ̃
k êîàëèöèè π̃ ðà-

âåí 71.34, â òî âðåìÿ êàê ñóììàðíûé âûèãðûø
7∑

k=1

ξπ̂
k êîàëèöèè π̂

ñîñòàâëÿåò 72.14. Îäíàêî òàêàÿ êîàëèöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îò-
íîñèòåëüíî ES-âåêòîðà, òàê êàê èãðîêó 3 âûãîäíåå ïðèñîåäèíèòüñÿ ê
êîàëèöèè {0, 1, 2}:

ξπ̂ = (9.74, 8.54, 8.62, 7.11, 10.4, 8.25, 9.29, 10.15).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ èãðîêà 3 ê êîàëèöèè {0, 1, 2}
ñðåäíåå ñõîäñòâî îáúåêòîâ êîàëèöèè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷òî ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ âûèãðûøà. Èç âòîðîãî ñëàãàåìîãî 4.3 ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî áîëüøèå êîàëèöèè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû-
ìè îòíîñèòåëüíî ES-âåêòîðà, ÷òî îáúÿñíÿåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé
âûøå.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è êëàñòåðèçàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ¾ïðà-
âèëüíîãî¿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåííîé ìåòðèêè) êëàñòåðà. Òàêàÿ
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ôóíêöèÿ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñóïåðàääèòèâíîñòè, ïîýòîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èãðà ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé. Íàëè÷èå ñòàáèëüíîé,
îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, êîàëèöèîííîé
ñòðóêòóðû ãîâîðèò î õîðîøåé ðàçäåëèìîñòè êëàñòåðîâ, ò.å. î ñóùå-
ñòâîâàíèè ÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè. Â äàëüíåéøåì âîçìîæíî ðàññìîò-
ðåíèå ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè ïðè îòñóòñòâèè ñòàáèëü-
íîé êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðû. Ê äîñòîèíñòâàì ìåòîäà ìîæíî îòíå-
ñòè îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ïðåäîïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ,
ê íåäîñòàòêàì � ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ñëîæíîñòè, ïîýòîìó â áó-
äóùåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòàòü áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ
ïîèñêà ñòàáèëüíûõ êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð.
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Abstract : In the work a cooperative game where distance or similarity
of players may be de�ned is considered. A characteristic function is
de�ned in such a way that it is high for such coalitions which consist
of more similar objects than objects from other coalitions. We consider
the function which may not be superadditive that is why not only the
grand coalition but smaller ones can be formed and considering a game
with coalitional structure is reasonable. Therefore, we have a natural
transformation from a cooperative game to a clustering problem. Several
single-valued cooperative solution concepts are considered with this type
of a characteristic function and stability conditions are found.
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