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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå èãðîâîé ìîäåëè ñ ïðî-
èçâîäñòâîì è ýêñòåðíàëèÿìè çíàíèé íà ñåòè ñ äâóìÿ âðåìåí-
íûìè ïåðèîäàìè, ñôîðìóëèðîâàííîé â ñòàòüÿõ Â.Ä. Ìàòâååí-
êî è À.Â. Êîðîëåâà, êîòîðàÿ îáîáùàåò äâóõïåðèîäíóþ ìîäåëü
Ï. Ðîìåðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìàÿ ïðîñòàÿ ïîëíàÿ ñåòü ñ ãå-
òåðîãåííûìè àãåíòàìè � äèàäà. Àãåíòû ðàçëè÷àþòñÿ ïðîäóê-
òèâíîñòüþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà â äèàäå. Íàéäåíû âñå
âîçìîæíûå èãðîâûå ðàâíîâåñèÿ â äèàäå è óñëîâèÿ èõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåòü, èãðîâîå ðàâíîâåñèå, ãåòåðîãåííûå àãåíòû, ïðî-
äóêòèâíîñòü, äèàäà.

1. Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áóðíî ðàçâèâàþòñÿ òàêèå èññëåäîâàòåëü-

ñêèå îáëàñòè, êàê àíàëèç ñîöèàëüíûõ ñåòåé, ýêîíîìèêà ñåòåé è èãðû
íà ñåòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1�7]). Ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû â ýòèõ îáëàñòÿõ ñòàëè øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè àíàëèçå

c©2018 À.Î. Êèñåëåâ, Í.È. Þð÷åíêî



Èãðîâûå ðàâíîâåñèÿ è ïåðåõîäíàÿ äèíàìèêà â äèàäå 41

ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ñåòåé, òàêèõ êàê Èíòåðíåò, îòíîøåíèÿ ëþäåé
â êîëëåêòèâàõ è ïîñåëåíèÿõ, îòíîøåíèÿ ñòðàí è ò.ä. Îäíàêî äî ñèõ
ïîð â ëèòåðàòóðå íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñåòÿì ñ ïðîèç-
âîäñòâîì. Â [8] ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñ ïðîèçâîäñòâîì è ýêñòåðíàëèÿìè
íà ñåòè ñ äâóìÿ âðåìåííûìè ïåðèîäàìè, êîòîðàÿ îáîáùàåò ìîäåëü
[10], ãäå, ïî ñóùåñòâó, ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëíîé ñåòè.
Îäíàêî, â [8] è [10] ó âñåõ àãåíòîâ áûëè îäèíàêîâûå ïðîäóêòèâíîñòè.

Â [9] ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ìîäåëè [8], â êîòîðîé ïðîäóê-
òèâíîñòè àãåíòîâ ðàçëè÷íû. Òàê æå, êàê è â [8], â âåðøèíàõ ñåòè
ïðîèçâîëüíîãî âèäà ðàñïîëàãàþòñÿ àãåíòû, êîòîðûå â ïåðâîì ïåðè-
îäå ïîëó÷àþò äîõîä, êîòîðûé ðàñïðåäåëÿþò ìåæäó èíâåñòèöèÿìè â
çíàíèÿ è ïîòðåáëåíèåì. Ïîòðåáëåíèå âòîðîãî ïåðèîäà îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîèçâîäñòâîì, êîòîðîå çàâèñèò êàê îò ñîáñòâåííûõ èíâåñòèöèé, òàê
è îò èíâåñòèöèé, ñäåëàííûõ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ïî ñåòè. Ïîëåç-
íîñòü àãåíòà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïîòðåáëåíèåì â äâóõ ïåðèîäàõ.

Â [8] ââåäåíà êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñèÿ Íýøà ñ ýêñòåðíàëèÿìè, ãäå,
êàê è â îáû÷íîì ðàâíîâåñèè Íýøà, àãåíòû ìàêñèìèçèðóþò ñâîé âû-
èãðûø (ïîëåçíîñòü), è íè îäèí èç àãåíòîâ íå íàõîäèò âûãîäíûì èç-
ìåíèòü ñâîå ïîâåäåíèå, åñëè äðóãèå íå ìåíÿþò ïîâåäåíèå. Îäíàêî â
[8] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àãåíò íå ñïîñîáåí ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî
ìåíÿòü ñâîå ïîâåäåíèå, êàê ýòî äîïóñêàåò êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñèÿ Íý-
øà, à, â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, ¾ïðèâÿçàí¿ ê ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè
èãðû. Èìåííî, â [8] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àãåíò ïðèíèìàåò ðåøåíèå,
íàõîäÿñü â îïðåäåëåííîé ñðåäå, ôîðìèðóåìîé èì ñàìèì è åãî áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè ïî ñåòè, è, õîòÿ îí è ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè
ñðåäû, â ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ àãåíò ñ÷èòàåò ñðåäó ýêçîãåííî
çàäàííîé.

Â [9] óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àãåíò âåäåò ñåáÿ â ðàâ-
íîâåñèè òåì èëè èíûì îáðàçîì: ïàññèâåí (íå èíâåñòèðóåò), àêòèâåí
(èíâåñòèðóåò ÷àñòü äîõîäà), ãèïåðàêòèâåí (èíâåñòèðóåò öåëèêîì âåñü
äîõîä). Òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ âíóòðåííåãî ðàâíîâåñèÿ (ò.å. ðàâíî-
âåñèÿ ñ àêòèâíûìè àãåíòàìè) äëÿ ðÿäà ñåòåé è äîêàçàíà òåîðåìà î
ñðàâíåíèè ïîëåçíîñòåé àãåíòîâ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé ïîëíîé
ñåòè ñ ãåòåðîãåííûìè àãåíòàìè � äèàäà ñ ðàçëè÷íûìè ïðîäóêòèâíî-
ñòÿìè àãåíòîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìèêà â äèàäå, ïåðå÷èñëÿþòñÿ âîç-
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ìîæíûå ðàâíîâåñèÿ è óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, âûÿñíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé.

2. Îïèñàíèå ìîäåëè

Èìååòñÿ ñåòü (íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô) ñ n âåðøèíàìè
i = 1, 2, . . . , n, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ àãåíòû. Â ïåðèîä 1 êàæäûé àãåíò
i íàäåëåí íà÷àëüíûì çàïàñîì áëàãà e. Àãåíò ìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòîò
çàïàñ ÷àñòè÷íî äëÿ ïîòðåáëåíèÿ â ïåðâîì ïåðèîäå ci

1, à ÷àñòè÷íî äëÿ
èíâåñòèöèé â çíàíèÿ ki, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîèçâîäñòâå áëà-
ãà äëÿ ïîòðåáëåíèÿ âî âòîðîì ïåðèîäå � ci

2. Èíâåñòèöèè íåìåäëåííî
ïðåâðàùàþòñÿ â çàïàñ çíàíèé.

Ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòà i îïèñûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïî-
ëåçíîñòè:

Ui(c
i
1, c

i
2) = ci

1(e− aci
1) + bic

i
2,

ãäå bi > 0, a � êîýôôèöèåíò íàñûùåíèÿ, b � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé öåííîñòü ïîòðåáëåíèÿ âî âòîðîì ïåðèîäå æèçíè àãåíòà. Äàííûé
ïàðàìåòð â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷åí êîýôôèöèåíòó äèñêîíòè-
ðîâàíèÿ áóäóùåãî ïîòðåáëåíèÿ. Íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî îí ìîæåò
áûòü áîëüøå åäèíèöû, åñëè àãåíò öåíèò ñâîé ïîêîé è áëàãîïîëó÷èå
â ñòàðîñòè áîëüøå, ÷åì ïîòðåáëåíèå â ìîëîäîñòè è ãîòîâ ïîýòîìó
áîëüøå èíâåñòèðîâàòü â çíàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ci

1 ∈ [0, e]

ïîëåçíîñòü âîçðàñòàåò ïî ci
1, è ÷òî ïîëåçíîñòü èìååò óáûâàþùóþ îò-

äà÷ó ïî ci
1. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ 0 < a < 1/2.

Ñðåäîé àãåíòà i áóäåì íàçûâàòü ñóììó Ki èíâåñòèöèé â çíàíèÿ
ñîñåäåé äàííîãî àãåíòà ïëþñ åãî ñîáñòâåííûå èíâåñòèöèè.

Ïðîèçâîäñòâî â âåðøèíå i îïèñûâàåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèåé

F (ki, Ki) = BikiKi, Bi > 0,

çàâèñÿùåé îò ñîñòîÿíèÿ çíàíèé ki â äàííîé âåðøèíå è îò ñðåäû Ki,
ò.å. ñóììû èíâåñòèöèé â çíàíèÿ ñàìîãî àãåíòà è åãî ñîñåäåé (àãåíòîâ,
íàõîäÿùèõñÿ â ñìåæíûõ âåðøèíàõ ñåòè). Çäåñü Bi � òåõíîëîãè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò. Ïðîèçâåäåíèå biBi äëÿ óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì êàê Ai

è âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a < Ai. Ïîñêîëüêó óâåëè÷åíèå êàæäîãî
èç ïàðàìåòðîâ bi, Bi ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ ïîòðåáëåíèÿ âòîðîãî
ïåðèîäà, áóäåì ãîâîðèòü î âåëè÷èíå Ai êàê î ¾ïðîäóêòèâíîñòè¿.
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Åñëè Ai > 2a, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîäóêòèâíîñòü.
Åñëè Ai < 2a, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîäóêòèâíîñòü îòñóòñòâóåò.

Àãåíò íàçûâàåòñÿ ïàññèâíûì, åñëè îí äåëàåò íóëåâûå èíâåñòèöèè
â çíàíèÿ, ki = 0; àêòèâíûì � åñëè 0 < ki < e; ãèïåðàêòèâíûì � åñëè
îí äåëàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå èíâåñòèöèè â çíàíèÿ, ki = e (ò.å.
íå ïîòðåáëÿåò â ïåðâîì ïåðèîäå).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó. Èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ àãåíòû, i =

1, 2, . . . , n. Ñòðàòåãèÿìè èãðîêà i ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èíâåñòèöèé ki èç
ïðîìåæóòêà [0, e]. Ðàâíîâåñèåì Íýøà ñ ýêñòåðíàëèÿìè íàçûâàåòñÿ
íàáîð óðîâíåé çíàíèé (èíâåñòèöèé) k∗1, k

∗
2, . . . , k

∗
n, òàêîé, ÷òî êàæäîå

K∗
i ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

i-ãî èãðîêà ïðè äàííîé ñðåäå Ki:

Ui(c
i
1, c

i
2) −→

ci
1,ci

2

max





ci
1 ≤ e− ki,

ci
2 ≤ F (ki, Ki),

ci
1 ≥ 0, ci

2 ≥ 0, ki ≥ 0,

ãäå ñðåäà Ki îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì k∗1, k
∗
2, . . . , k

∗
n, ò.å. èìååò ìåñòî ñî-

ãëàñîâàííîñòü: Ki = k∗i + K̃i, ãäå K̃i � ñóììà èíâåñòèöèé â çíàíèÿ
ñîñåäåé èãðîêà i. Âåëè÷èíó K̃i áóäåì íàçûâàòü ÷èñòîé ýêñòåðíàëè-
åé.

Åñëè âñå ðåøåíèÿ èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè (0 < k∗i < e),
ò.å. âñå èãðîêè ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè, òî ðàâíîâåñèå áóäåì òàêæå íà-
çûâàòü âíóòðåííèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ðàâíîâåñèå
óãëîâûì. Óãëîâîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì óðîâåíü çíàíèé â êàæäîé
âåðøèíå ðàâåí 0 èëè e, ò.å. âñå èãðîêè ïàññèâíû èëè ãèïåðàêòèâíû,
áóäåì íàçûâàòü ÷èñòî óãëîâûì ðàâíîâåñèåì.

ßñíî, ÷òî âíóòðåííåå ðàâíîâåñèå Íýøà ñ ýêñòåðíàëèÿìè (åñëè îíî
ñóùåñòâóåò ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé (ñì. [8], [9])

D1V (k1, K1) = 0, i = 1, 2, . . . , n, (2.1)

êîòîðîå ïðèíèìàåò ôîðìó:

(Ã− 2aE)k + ÃMk = ē, (2.2)
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ãäå Ã � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòî-
ÿò ÷èñëà A1, A2, . . . , An, I � åäèíè÷íàÿ n × n-ìàòðèöà, M � ìàòðèöà
ñìåæíîñòè ñåòè. Â ýòîé ìàòðèöå Mij = Mji = 1, åñëè â ñåòè èìå-
åòñÿ ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû i è j, è Mij = Mji = 0 � â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Ïîëàãàåòñÿ Mij = 0 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Çäåñü
k = (k1, k2, . . . , kn)T , ē =

(
e(1− 2a), e(1− 2a), . . . , e(1− 2a)

)T .
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ks, êîìïî-

íåíòû êîòîðîãî ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè çíà÷åíèÿìè èí-
âåñòèöèé:

kS
i =

e(2a− 1) + AiK̃i

2a− Ai

(2.3)

ãäå K̃i � ÷èñòàÿ ýêñòåðíàëèÿ i-ãî àãåíòà. Âî âíóòðåííåì ðàâíîâåñèè
k∗i = kS

i ; i = 1, 2, . . . , n.

3. Ñòàíäàðòíûå èíñòðóìåíòû àíàëèçà ìîäåëè
Â [8] äîêàçàíà òåîðåìà 2.2, êîòîðàÿ ñëóæèò èíñòðóìåíòîì ïðè

ñðàâíåíèè ïîëåçíîñòåé â ñåòÿõ ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì ïðîäóêòèâ-
íîñòè. Ñìûñë åå â òîì, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè ñåòåé, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâ-
íîâåñèè, ïîëåçíîñòü ìîíîòîííî çàâèñèò îò ñðåäû. Èç äîêàçàòåëüñòâà
äàííîé òåîðåìû ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèé ïðîäóêòèâíîñòè îíà îñòàåòñÿ âåðíîé ñî ñëåäóþùåé ìîäèôèêà-
öèåé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü W ∗ è W ∗∗ � ïàðà ñåòåé, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâ-
íîâåñèè, i � íåêîòîðàÿ âåðøèíà ñåòè W ∗, à j � íåêîòîðàÿ âåðøèíà
ñåòè W ∗∗; ïðè÷åì îáå ýòè âåðøèíû èìåþò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó
ïðîäóêòèâíîñòè Ai = Aj; k∗i , K∗

i , U∗
i � ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ óðîâíÿ

çíàíèé, ñðåäû è ïîëåçíîñòè â âåðøèíå i, ïðè÷åì k∗i ∈ (0, e]; k∗∗j , K∗∗
j ,

U∗∗
j � ðàâíîâåñíûå óðîâåíü çíàíèé, ñðåäà è ïîëåçíîñòü â âåðøèíå j,

ïðè÷åì k∗∗j ∈ (0, e]. Òîãäà:

1. åñëè K∗
i < K∗∗

j , òî U∗
i < U∗∗

j ;

2. åñëè K∗
i ≤ K∗∗

j , òî U∗
i ≤ U∗∗

j ;

3. åñëè K∗
i = K∗∗

j , òî U∗
i = U∗∗

j ;

Åñëè æå k∗i = 0, k∗∗j > 0, òî
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U∗
i = U(e, 0) < U∗∗

j .

Öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå ðàâíîâåñèé èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ëåììà 3.1. ([8], ëåììà 3.1). Ïðè îòñóòñòâèè ïðîäóêòèâíîñòè íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòà
ñëåäóþùèå.

1) Àãåíò ïàññèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

K̃i ≤ e(1− 2a)

A
. (3.1)

2) Àãåíò àêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

e(1− 2a)

A
< K̃i <

e(1− A)

A
. (3.2)

3) Àãåíò ãèïåðàêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

K̃i ≥ e(1− A)

A
. (3.3)

Ïðè íàëè÷èè ïðîäóêòèâíîñòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòà ñëåäóþùèå.

1) Àãåíò ìîæåò áûòü ïàññèâåí, åñëè

K̃i ≤ e(1− 2a)

A
. (3.4)

2) Àãåíò ìîæåò áûòü àêòèâåí, åñëè

e(1− A)

A
< K̃i <

e(1− 2a)

A
. (3.5)

3) Àãåíò ìîæåò áûòü ãèïåðàêòèâåí, åñëè

K̃i ≥ e(1− A)

A
. (3.6)

Ëåììà 3.1 äàåò îïèñàíèå òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ â òåðìèíàõ KS.
Ìîæíî îïèñàòü åãî òàêæå â òåðìèíàõ kS.
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Ñëåäñòâèå 3.1. ([9], Ñëåäñòâèå 2.1). Ïðè îòñóòñòâèè ïðîäóêòèâ-
íîñòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâå-
äåíèÿ àãåíòà ñëåäóþùèå:

1) Àãåíò ïàññèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

k̃S ≤ 0. (3.7)

2) Àãåíò àêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

0 < k̃S < e. (3.8)

3) Àãåíò ãèïåðàêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè

k̃S ≥ e. (3.9)

Ïðè íàëè÷èè ïðîäóêòèâíîñòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòà ñëåäóþùèå.

1) Àãåíò ìîæåò áûòü ïàññèâåí, åñëè

kS ≥ 0. (3.10)

2) Àãåíò ìîæåò áûòü àêòèâåí, åñëè

0 < kS < e. (3.11)

3) Àãåíò ìîæåò áûòü ãèïåðàêòèâåí, åñëè

kS ≤ e. (3.12)

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì î÷åíü ïðî-
ñòûå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ òðåõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ.

Ïðè îòñóòñòâèè ïðîäóêòèâíîñòè:
1) Åñëè kS ≤ 0, òî àãåíò ïàññèâåí.
2) Åñëè 0 < kS < e, òî àãåíò àêòèâåí.
3) Åñëè kS ≥ e, òî àãåíò ãèïåðàêòèâåí.
Ïðè íàëè÷èè ïðîäóêòèâíîñòè:
1) Åñëè kS < 0, òî àãåíò ìîæåò áûòü òîëüêî ãèïåðàêòèâåí.
2) Åñëè kS = 0, òî àãåíò ìîæåò áûòü ïàññèâåí èëè ãèïåðàêòèâåí.
3) Åñëè 0 < kS < e, òî àãåíò ìîæåò áûòü ïàññèâåí, àêòèâåí èëè

ãøèïåðàêòèâåí (âîçìîæíû âñå òðè òèïà ïîâåäåíèÿ àãåíòà).
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4) Åñëè kS = e, òî àãåíò ìîæåò áûòü ïàññèâåí èëè ãèïåðàêòèâåí.
5) Åñëè kS > e, òî àãåíò ìîæåò áûòü òîëüêî ïàññèâåí.
Ìû ïðèâåëè îïèñàíèå òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ â òåðìèíàõ ñðåäû

K̃i è â òåðìèíàõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé èíâåñòèöèé kS. Äàäèì åùå
îäíî îïèñàíèå òèïîâ ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ, áîëåå óäîáíîå äëÿ àíàëèçà
ïîëíîé ñåòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

k∗i =
AiKi − e(1− 2a)

2a
. (3.13)

Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëà (3.13) íå äàåò íàì ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ki

âåëè÷èíû èíâåñòèöèé i-ãî àãåíòà, (3.13) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îòíîñè-
òåëüíî ýòîé âåëè÷èíû, òàê êàê ki âõîäèò â Ki â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî,
íî ôîðìóëà (3.13) î÷åíü óäîáíà äëÿ àíàëèçà.

Ëåììà 3.2. ([9], Ëåììà 2.2). i-ûé àãåíò ïîëíîé ñåòè ïàññèâåí òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì ðàâíîâåñèè

Ki ≤ e(1− 2a)

Ai

; (3.14)

i-ûé àãåíò ïîëíîé ñåòè àêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
ðàññìàòðèâàåìîì ðàâíîâåñèè

e(1− 2a)

Ai

< Ki <
e

Ai

; (3.15)

i-ûé àãåíò ïîëíîé ñåòè ãèïåðàêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì ðàâíîâåñèè

Ki ≥ e

Ai

. (3.16)

Çàìå÷àíèå 3.2. Òàê êàê ñðåäà ó âñåõ àãåíòîâ ïîëíîé ñåòè îäèíàêîâà,
àãåíòû ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ïðîäóêòèâíîñòè â ëþáîì ðàâíî-
âåñèè â ïîëíîé ñåòè äåëàþò îäèíàêîâûå èíâåñòèöèè. Îòñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò ãîìîôèëèÿ ïîëíîé ñåòè â ñëó÷àå, êîãäà âñå àãåíòû
èìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

4. Äèíàìèêà â äèàäå
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèíàìèêó, êîòîðàÿ ìîæåò íà÷àòüñÿ ïîñëå

îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èëè â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ
ñåòåé, íàõîäèâøèõñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Ìû ìîäåëèðóåì äèíà-
ìèêó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Êàæäûé àãåíò ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ïîëåçíîñòü,
âûáèðàÿ óðîâåíü èíâåñòèöèé; â ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îí ðàñ-
ñìàòðèâàåò ñâîþ ñðåäó êàê ýêçîãåííî çàäàííóþ. Ñîîòâåòñòâåííî,
åñëè kn

i = 0, è D1Vi(ki, Ki)|ki=0 ≤ 0, òî kn+1
i = 0, à åñëè kn

i = e è
D1Vi(ki, Ki)|ki=e ≥ 0, òî kn+1

i = e; âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ kn+1
i

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ:

−2akn+1
i + AiK

n
i − e(1− 2a) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðàâíîâåñèå íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì åñëè ïîñëå ìàëîãî îòêëîíåíèÿ îäíîãî èç àãåíòîâ îò ðàâíîâåñèÿ
âîçíèêàåò äèíàìèêà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñåòü âîçâðàùàåòñÿ â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå íàçûâàåòñÿ äè-
íàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èëè k01 = 0 è D1V1(k1, K)|k1=0 > 0, èëè k01 = e

è D1V1(k1, K)|k1=e < 0, èëè k01 ∈ (0, e), è èëè k02 = 0 è D1V2(k2, K)|k2=0 >

0, èëè k02 = e è D1V2(k2, K)|k2=e < 0, èëè k02 ∈ (0, e). Òîãäà èç îïðåäå-
ëåíèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äèíàìèêà äèàäû çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

{
kn+1

1 = A1

2a
kn

1 + A1

2a
kn

2 − e(1−2a)
2a

kn+1
2 = A2

2a
kn

1 + A2

2a
kn

2 − e(1−2a)
2a

(4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

k0
1 = k01,

k0
2 = k02.

Ìàòðèöà äàííîé ñèñòåìû
(

A
2a

A
2a

A
2a

A
2a

)
(4.2)

×òîáû âûïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íàéäåì îïðåäå-
ëèòåëü ∣∣∣∣

A1

2a
− λ A1

2a
A2

2a
A2

2a
− λ

∣∣∣∣ = −λ
A2

2a
− λ

A1

2a
+ λ2.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.1) èìååò âèä

λ2 − λ

(
A1

2a
+

A2

2a

)
= 0.
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (4.2)

λ1 = 0, λ2 =
A1 + A2

2a
.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû (4.2), ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 0, ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð

e1 =

(
1

−1

)
.

e2 =

(
x1

x2

)
,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = A1+A2

2a
, íàéäåì èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé {
−A2

2a
x1 + A1

2a
x2 = 0

A2

2a
x1 − A1

2a
x2 = 0

.

Ìû ìîæåì âûáðàòü ñîáñòâåííûé âåêòîð

e2 =
1

Ā

(
A1

A2

)
,

ãäå Ā = A1+A2

2
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé (4.1) îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

(
kn

1

kn
2

)

g

=
C1

Ā

(
Ā

a

)n (
A1

A2

)
+ C2 · 0n

(
1

−1

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

×àñòîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.1) èìååò âèä
(

kn
1

kn
2

)

p

=

(
D1

D2

)
.

×èñëà D1, D2 íàéäåì ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ,
ïîäñòàâëÿÿ èõ âìåñòî k1, k2 â ñèñòåìó (4.1):

{
D1 = A1

2a
D1 + A1

2a
D2 − e(1−2a)

2a

D2 = A2

2a
D1 + A2

2a
D2 − e(1−2a)

2a

(4.3)
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
{

(A1 − 2a)D1 + A1D2 = e(1− 2a)

A2D1 + (A2 − 2a)D2 = e(1− 2a)
.

Íàéäåì D1 è D2 ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà:

∆ = −2aA1 − 2aA2 = 4a2,

∆1 = e(1− 2a)(A2 − A1 − 2a),

∆2 = e(1− 2a)(A1 − A2 − 2a),

D1 =
e(1− 2a)(A2 − A1 − 2a)

2a(2a− A1 − A2)
, (4.4)

D2 =
e(1− 2a)(A1 − A2 − 2a)

2a(2a− A1 − A2)
. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì

D1 + D2 =
e(1− 2a)(−4a)

2a(2a− 2A)
=

e(1− 2a)

Aa

,

D̄ =
D1 + D2

2
=

e(1− 2a)

2(Ā− a)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) èìååò âèä
(

kn
1

kn
2

)
=

C1

Ā

(
Ā

a

)n (
A1

A2

)
+ C2 · 0n

(
1

−1

)
+

(
D1

D2

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò, ïðè n = 0, èìååì
(

k0
1

k0
2

)
=

C1

Ā

(
A1

A2

)
+ C2

(
1

−1

)
+

(
D1

D2

)

èëè â êîîðäèíàòíîì âèäå
{

k0
1 = C1A1

Ā
+ C2 + D1

k0
2 = C1A2

Ā
− C2 + D1

.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

k0
1 + k0

2 = 2C + D1 + D2,
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îòêóäà
= k̄0 − D̄,

ãäå k̄0 =
k0
1+k0

2

2
.

Òîãäà
C2 = k0

1 −
C1A1

Ā
−D1 =

C1A2

Ā
+ D2 − k0

2.

Ïîëó÷àåì
(

kn
1

kn
2

)
=

k̄0 − D̄

Ā

(
Ā

a

)n (
A1

A2

)
+

(
k0

1 − C1A1

Ā
−D1

k0
2 − C1A2

Ā
−D2

)
· 0n +

(
D1

D2

)
=

k̄0 − D̄

Ā

(
Ā

a

)n (
A1

A2

)
+

(
k0

1 − k̄0A1

Ā
+ D̄A1

Ā
−D1

k0
2 − k̄0A2

Ā
+ D̄A2

Ā
−D2

)
· 0n +

(
D1

D2

)
,

n = 0, 1, 2, . . . .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äèíàìèêè äèàäû
(

kn
1

kn
2

)
=

k̄0 − D̄

Ā

(
Ā

a

)n (
A1

A2

)
+

(
D1

D2

)
, n = 1, 2, . . . . (4.6)

5. Ðàâíîâåñèÿ â äèàäå
Ïåðå÷èñëèì ðàâíîâåñèÿ â äèàäå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

A1 > A2.

1. Ðàâíîâåñèå k1 = k2 = 0 âîçìîæíî âñåãäà (ëåììà 3.1, Ãi = 0 <
e(1−2a)

Ai
).

2. Ðàâíîâåñèå k1 = k2 = e âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A1 ≥ 1

2
, A2 ≥ 1

2
(ëåììà 3.1, K̃i = e ≥ e(1−Ai)

Ai
).

3. Ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì k1 = e,

0 < k2 < e. (5.1)

Â ýòîì ñëó÷àå k2 = e(1−2a−A2)
A2−2a

. Óñëîâèå (5.1) ðàâíîñèëüíî âûïîë-
íåíèþ îäíîâðåìåííî òðåõ óñëîâèé

A2 > 2a, A2 + 2a < 1, A2 >
1

2
(5.2)
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A2 < 2a, A2 + 2a > 1, A2 <
1

2
(5.3)

Îäíàêî â ñëó÷àå (5.2) âòîðîé àãåíò ìîã áû áûòü òàêæå è ãèïå-
ðàêòèâíûì, è äèàäà íàõîäèëàñü áû âî âòîðîì ðàâíîâåñèè, ïîýòîìó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè äèàäà íàõîäèòñÿ â òðåòüåì ðàâíîâåñèè, òî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.3). Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå k1 = e

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

K̃i =
e(1− 2a− A2)

A2 − 2a
≥ e(1− A1)

A1

.

Ïîýòîìó

A1 − 2aA1 − A1A2 ≤ A2 − 2a− A1A2 + 2aA1,

èëè
A1 + 2a ≤ A2 + 4aA1. (5.4)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äèàäà íàõîäèòñÿ â òðåòüåì ðàâíîâåñèè, òî
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.3) è (5.4).

Çàìå÷àíèå 5.1. Åñëè âñå æå âìåñòî óñëîâèé (5.3) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (5.2), òî è âìåñòî (5.4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî çíàêà.

4) Ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì k2 = 0,

0 < k1 < e. (5.5)

Â ýòîì ñëó÷àå k1 = e(1−2a)
A1−2a

. Óñëîâèå (5.5) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ
îäíîâðåìåííî äâóõ óñëîâèé

A1 > 2a, A1 > 1. (5.6)

Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå k2 = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

K̃2 =
e(1− 2a)

A1 − 2a
≤ e(1− 2a)

A2

,

èëè
A2 ≤ A1 − 2a. (5.7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äèàäà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè 4), òî ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.6) è (5.7).
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5) Ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì k1 = e, k2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî
ëåììå 3.1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

K̃1 = 0 ≥ e(1− A1)

A1

, K̃2 = e ≤ e(1− 2a)

A2

,

èëè
A1 ≥ 1, A2 + 2a ≤ 1. (5.8)

Åñëè äèàäà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè 5), òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.8).

6) Ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì îáà àãåíòà àêòèâíû. Ðåøàÿ ñèñòåìó
(2.2) äëÿ ñëó÷àÿ äèàäû, ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì äëÿ çíà÷åíèé k1 è k2

òå æå âûðàæåíèÿ, ÷òî è â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (4) è (4.5):

k1 =
e(1− 2a)(A2 − A1 − 2a)

2a(2a− A1 − A2)
, (5.9)

k2 =
e(1− 2a)(A1 − A2 − 2a)

2a(2a− A1 − A2)
, (5.10)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáå ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (5.9) è (5.10) áûëè
áîëüøå 0 è ìåíüøå e, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

|A1 − A2| < 2a (5.11)

è
A2 − A1 − 2a− 2aA2 + 2aA1 = 4a2 > 4a2 − 2aA1 − 2aA2,

èëè
4aA1 + A2 > A1 + 2a. (5.12)

Åñëè äèàäà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè 6), òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (5.11) è (5.12).

6. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèé

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ðàâíîâåñèå íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì åñëè ïîñëå ìàëîãî îòêëîíåíèÿ îäíîãî èç àãåíòîâ îò ðàâíîâåñèÿ
âîçíèêàåò äèíàìèêà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñåòü âîçâðàùàåòñÿ â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå íàçûâàåòñÿ äè-
íàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì.
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Çàéìåìñÿ âîïðîñàìè óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ðàâíîâåñèé. Íàïîì-
íèì, ÷òî

D1 + D2 =
e(1− 2a)

Ā− a
.

1) Ïðè îòêëîíåíèè îò ïåðâîãî ðàâíîâåñèÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó çíà-
÷åíèÿ k1 è k2, ñîãëàñíî (4.6), ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òàê êàê

0 + ε <
e(1− 2a)

Ā− a
,

ò.å. ðàâíîâåñèå 1) óñòîé÷èâî.
2) Ïðè îòêëîíåíèè îò âòîðîãî ðàâíîâåñèÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó ìû

ïîëó÷èì
2e− ε <

e(1− 2a)

Ā− a
,

òàê êàê 2Ā > 1. Ñîãëàñíî (4.6) çíà÷åíèÿ k1 è k2, ñòðåìÿòñÿ ê e, ò.å.
ðàâíîâåñèå 2) óñòîé÷èâî.

3) Ïðè îòêëîíåíèè îò òðåòüåãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì

k1 = e,

k2 = kS
2 =

e(1− 2a− A2)

A2 − 2a
,

âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

e +
e(1− 2a− A2)

A2 − 2a
≥ e(1− 2a)

Ā− a
. (6.1)

Óñëîâèå (6.1) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

(A2 − 2a)(Ā− a) + (1− 2a− A2)(Ā− a) ≤ (1− 2a)(A2 − 2a),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

2aA2 + Ā + a ≤ 4aĀ + A2.

Âûðàæàÿ Ā êàê ïîëóñóììó A1 è A2, ïîëó÷àåì

2aA2 +
A1

2
+

A2

2
+ a ≤ 2aA1 + 2aA2 +

A2

2
+

A2

2
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
A1

2
+ a ≤ 2aA1 +

A2

2
,
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÷òî ðàâíîñèëüíî (5.4).
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (4.6), çíà÷åíèÿ k1 è k2, áóäóò ñòðåìèòüñÿ

ê e, íî ïåðâûì äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ e âåëè÷èíà k1, ïîñêîëüêó A1 >

A2. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âåëè÷èíû k1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3.16),
êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

A1

(
e +

e(1− 2a− A2)

A2 − 2a
− e ≥ 0,

)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

A1 − A2 + 2a− 4aA1 ≤ 0,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî (5.4). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà k1

áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîé e, à âåëè÷èíà k2 áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

A2k
n
2 − 2akn+1

2 + A2e = e(1− 2a),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

kn+1
2 =

A2

2a
kn

2 +
2a− 1 + A2

2a
e. (6.2)

×àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

D

(
1− A2

2a

)
=

2a− 1 + A2

2a
e,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

D =
2a− 1 + A2

2a− A2

e = kS
2 .

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.2) èìååò âèä

kn
2 = C

(
A2

2a

)n

+ D, n = 0, 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ C èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

kn
2 = C + D,
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îòêóäà
C = k0

2 − kS
2 .

Èòàê, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.2):

kn
2 = (k0

2 − kS
2 )

(
A2

2a

)n

+ kS
2 , n = 0, 1, 2, . . . .

Îäíàêî A2 < 2a, ïîýòîìó kn
2 ñòðåìèòñÿ ê kS

2 . Òàêèì îáðàçîì, ðàâ-
íîâåñèå 3) îêàçàëîñü óñòîé÷èâûì.

4) Ïðè îòêëîíåíèè îò ÷åòâåðòîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì

k1 = kS
1 =

e(1− 2a)

A1 − 2a
,

k2 = 0,

âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

e(1− 2a)

A1 − 2a
+ 0 ≤ e(1− 2a)

Ā− a
. (6.3)

Óñëîâèå (6.3) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

A1 + A2

2
− a ≤ A1 − 2a,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
A2 ≤ A1 − 2a,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (5.7).
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (4.6), çíà÷åíèÿ k1 è k1, áóäóò ñòðåìèòüñÿ

ê 0. Êîãäà k2 ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, äëÿ âåëè÷èíû k2 áóäåò âûïîëíÿòü-
ñÿ óñëîâèå (4.6), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

A2

(
e(1− 2a)

A1 − 2a
+ 0

)
e(1− 2a) ≤ 0,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî (5.7). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà k2

áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîé 0, à âåëè÷èíà k1 áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

A1k
n
1 − 2akn+1

1 = e(1− 2a),
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

kn+1
1 =

A1

2a
kn

1 +
2a− 1

2a
e. (6.4)

×àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

D

(
1− A1

2a

)
=

2a− 1

2a
e,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
D =

2a− 1

2a− A1

e = kS
1 .

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.4) èìååò âèä

kn
1 = C

(
A2

2a

)n

+ kS
1 , n = 0, 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ C èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

k0
1 = C + kS

1 ,

îòêóäà
C = k0

1 − kS
1 < 0.

Èòàê, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.4):

kn
1 = (k0

1 − kS
1 )

(
A1

2a

)n

+ kS
1 , n = 0, 1, 2, . . . .

Îäíàêî A1 > 2a, ïîýòîìó kn
1 ñòðåìèòñÿ ê 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàâ-

íîâåñèå 4) îêàçàëîñü íåóñòîé÷èâûì. Ïðè ìàëåéøåì îòêëîíåíèè îíî
ïåðåõîäèò â ðàâíîâåñèå 1).

5) Ïðè îòêëîíåíèè îò ïÿòîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì k1 = e,
k2 = 0, íà ìàëóþ âåëè÷èíó ñóììà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé k1 è k2, ò.å.
k0

1 + k0
2, ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå âåëè÷èíû D1 +

D2 = e(1−2a)

Ā−a
.

5.1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

k0
1 + k0

2 >
e(1− 2a)

Ā− a
.
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Òîãäà, ñîãëàñíî (6.8), çíà÷åíèÿ k1 è k2, áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê e, íî
ïåðâûì äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ e âåëè÷èíà k1. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âåëè÷èíû
k1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3.16), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíè-
ìàåò âèä:

A1(e + k2)− e ≥ 0,

÷òî âåðíî ñîãëàñíî (5.8). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà k1 áóäåò îñòà-
âàòüñÿ ðàâíîé e, à âåëè÷èíà k2 áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

A2k
n
2 − 2akn+1

2 + A2e = e(1− 2a),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

kn+1
2 =

A2

2a
kn

2 +
2a− 1 + A2

2a
e, (6.5)

×àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

D

(
1− A2

2a

)
=

2a− 1 + A2

2a
e,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

D =
2a− 1 + A2

2a− A2

e = kS
2 . (6.6)

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.5) èìååò âèä

kn
2 = C

(
A2

2a

)n

+ D, n = 0, 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ C èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

k0
2 = C + D,

îòêóäà
C = k0

2 − kS
2 .

Èòàê, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.5):

kn
2 = (k0

2 − kS
2 )

(
A2

2a

)n

+ kS
2 , n = 0, 1, 2, . . . .
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×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ (6.6) íåïîëîæèòåëåí ñîãëàñíî (5.8), â òî
âðåìÿ êàê çíàìåíàòåëü ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëåí, òàê è îòðèöà-
òåëåí.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî çíàìåíàòåëü â (6.6) ïîëîæèòåëåí, A2 <

2a, ñëåäîâàòåëüíî kS
2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå kn

2 áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê kS
2 ,

òàê êàê A2 < 2a, è äîñòèãíåò íóëÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çíàìåíàòåëü â (6.6) îòðèöàòåëåí, A2 >

2a, ñëåäîâàòåëüíî kS
2 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå kn

2 áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ,
òàê êàê (k0

2 − kS
2 ) < 0, à A2 > 2a.

5.2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

k0
1 + k0

2 <
e(1− 2a)

Ā− a
.

Òîãäà, ñîãëàñíî (4.6), çíà÷åíèÿ k1 è k2, áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê 0, íî
ïåðâûì äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ 0 âåëè÷èíà k2. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âåëè-
÷èíû k2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3.14), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå
ïðèíèìàåò âèä:

A2(0 + k1)− e(1− 2a) ≤ 0,

÷òî âåðíî ñîãëàñíî (5.8). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà k2 áóäåò îñòà-
âàòüñÿ ðàâíîé 0, à âåëè÷èíà k1 áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

A1k
n
1 − 2akn+1

1 = e(1− 2a),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

kn+1
1 =

A1

2a
kn

1 +
2a− 1

2a
e. (6.7)

×àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

D

(
1− A1

2a

)
=

2a− 1

2a
e,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
D =

2a− 1

2a− A1

e = kS
1 .
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Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.7) èìååò âèä

kn
1 = C

(
A1

2a

)n

+ kS
1 , n = 0, 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ C èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

k0
1 = C + kS

1 ,

îòêóäà
C = k0

1 − kS
1 .

Èòàê, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.7):

kn
1 = (k0

1 − kS
1 )

(
A1

2a

)n

+ kS
1 , n = 0, 1, 2, . . . .

ßñíî, ÷òî
kS

1 =
e(1− 2a)

A1 − 2a
≤ e

òàê êàê A1 ≥ 1, ñîãëàñíî (5.8), ñëåäîâàòåëüíî, (k0
1−kS

1 ) > 0. Ïðè ýòîì
A1 > 2a, ïîýòîìó kn

1 ñòðåìèòñÿ ê e.
Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè îò ïÿòîãî ðàâíî-

âåñèÿ k1 è k2 âîçâðàùàþòñÿ ê èñõîäíûì çíà÷åíèÿì. Òàêèì îáðàçîì,
ðàâíîâåñèå 5) óñòîé÷èâî.

6) Â øåñòîì ðàâíîâåñèè

k0
1 + k0

2 =
e(1− 2a)(−4a)

2a(2a− A1 − A2)
=

e(1− 2a)

Ā− a
= D1 + D2.

Ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè k0
1 + k0

2 îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè êî-
òîðîì

k0
1 + k0

2 − (D1 + D2) > 0,

çíà÷åíèÿ k1 è k2, ñîãëàñíî (4.6), áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê e, íî ïåðâûì
äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ e âåëè÷èíà k1. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âåëè÷èíû k1 áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3.16), êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

A1(e + k2)− e ≥ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà k1 áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîé e, à âåëè÷èíà
k2 áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

A2k
n
2 − 2akn+1

2 + A2e = e(1− 2a),

èëè, ÷òî-òî æå ñàìîå,

kn+1
2 =

A1

2a
kn

2 +
2a− 1 + A2

2a
e. (6.8)

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.8) íà-
õîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

D

(
1− A2

2a

)
=

2a− 1 + A2

2a
e,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

D =
2a− 1 + A2

2a− A2

e = kS
2 .

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.8) èìååò âèä

kn
2 = C

(
A2

2a

)n

+ kS
2 , n = 0, 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ C èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

k0
2 = C + kS

2 ,

îòêóäà
C = k0

2 − kS
2 .

Èòàê, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.8):

kn
2 = (k0

2 − kS
2 )

(
A2

3a

)n

+ kS
2 , n = 0, 1, 2, . . . . (6.9)

Èç (6.8) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà kn
2 áóäåò ñòðåìèòüñÿ, â çàâèñèìî-

ñòè îò ñîîòíîøåíèé ïàðàìåòðîâ, ê 0, e èëè kS
2 = e(2a−1+A2)

2a
. Òàêèì

îáðàçîì, ðàâíîâåñèå 6) íåóñòîé÷èâî.
Ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 4�5 ñóììèðóåì â âèäå ñëåäóþùåãî ïðåäëî-

æåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 6.1. Â äèàäå âîçìîæíû ñëåäóþùèå ðàâíîâåñèÿ.
1) Ðàâíîâåñèå k1 = k2 = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
2) Ðàâíîâåñèå k1 = k2 = e, åñëè A1 ≥ 1

2
, A2 ≥ 1

2
.

3) Ðàâíîâåñèå k1 = e, k2 = e(1−2a−A2)
A2−2a

, åñëè A2 < 2a, A2 + 2a > 1,
A2 < 1

2
, A1 + 2a ≤ A2 + 4aA1.

4) Ðàâíîâåñèå k1 = e(1−2a)
A1−2a

, k2 = 0, åñëè A1 > 2a, A1 > 1, A2 ≤
A1 − 2a.

5) Ðàâíîâåñèå k1 = e, k2 = 0, åñëè A1 ≥ 1, A2 + 2a ≤ 1.
6) Ðàâíîâåñèå k1 = e(1−2a)(A2−A1−2a)

2a(2a−A1−A2)
, k2 = e(1−2a)(A1−A2−2a)

2a(2a−A1−A2)
, åñëè

|A1 − A2| < 2a, 4aA1 + A2 > A1 + 2a.
Ïðè ýòîì ðàâíîâåñèÿ 1, 2, 3, 5 � óñòîé÷èâû, ðàâíîâåñèÿ 4, 6 �

íåóñòîé÷èâû.

7. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå è ïðîäîëæåíèå ìîäåëè [8].

Èçó÷åíà äèíàìèêà â ñàìîé ïðîñòîé ñòðóêòóðå ïîëíîé ñåòè ñ ãåòåðî-
ãåííûìè àãåíòàìè � â äèàäå, êîãäà ó àãåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â âåðøè-
íàõ, ðàçíûå ïðîäóêòèâíîñòè. Íàéäåíû âñå âîçìîæíûå ðàâíîâåñèÿ,
îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè âîçìîæíû, èçó÷åíû âîïðîñû
óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé.
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GAME EQUILIBRIA AND TRANSIENT DYNAMICS IN
DYAD WITH HETEROGENEOUS AGENTSG

Aleksey O. Kiselev, National Research University Higher School of
Economics in St. Petersburg (a.o.kiselev@bk.ru),
Nikolay I. Yurchenko, National Research University Higher School of
Economics in St. Petersburg (kolika895@gmail.com).

Abstract : The article considers the development of the game model
with the production and externalities of knowledge on a network with
two-time periods, formulated in articles by V.D. Matveenko and A.V.
Korolev. The simplest complete network with heterogeneous agents, the
dyad, is considered. Agents di�er in productivity. Dynamics in a dyad is
considered. All possible game equilibria in the dyad and the conditions
for their existence are found. Conditions for the dynamic stability of
equilibria are determined.

Keywords : network, game equilibrium, heterogeneous agents, productivity,
dyad.


