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В работе изучается игровое равновесие в модели с произ-
водством и экстерналиями в полной сети. Каждый агент может
инвестировать часть своего запаса на первом этапе. Потреб-
ление на втором этапе зависит от его инвестиции и продук-
тивности, так же как и от инвестиций его соседей в сети. Рас-
сматривается динамика приспособления, описываемая систе-
мой разностных уравнений. Для случая полной сети с произ-
вольным числом однородных агентов и для случая треуголь-
ника – полной сети, в которой три агента обладают разными
продуктивностями, – мы изучаем, какие равновесия возмож-
ны и какие из этих равновесий динамически устойчивы при
различных комбинациях параметров игры.

Ключевые слова: сеть, игра в сети, равновесие Нэша, экстерналия,
динамика приспособления, динамическая устойчивость, продуктив-
ность, треугольник, гетерогенные агенты.

c⃝2018 М.В. Гармаш, К.А. Канева



4 М.В. Гармаш, К.А. Канева

1. Введение

Анализ социальных сетей является бурно развивающейся обла-
стью исследований и сам по себе, и как методологический подход
применимый к анализу взаимоотношений в различных сложных се-
тевых структурах не только социальных, но и политических, эконо-
мических, муниципальных и т.д. Особое место в этих исследованиях
занимает подход с позиций сетевых игр (например, [3], [5], [6], [7],
[8], [10]). Действия, которые совершают агенты, находящиеся в вер-
шинах сети, являются результатом решения ими оптимизационных
задач, и профиль действий всех агентов в сети представляет собой
игровое равновесие. При этом решение каждого агента подвержено
влиянию поведения его соседей в сети. В большинстве исследований
игровых равновесий в сетях (например, [2], [4], [11], [13]) агенты пред-
полагаются однородными (исключая их положение в сети). В таком
случае задача сводится к изучению отношения между положением
агента в сети и его поведением в игровом равновесии. Однако раз-
брос параметров и гетерогенность становятся важным аспектом со-
временной социальной и экономической жизни (см., например, [1]).
Соответственно, наряду с учетом положения агента в сети, важной
задачей становится также учет неоднородности агентов как фактора
создания различий в их поведении и благосостоянии. Но это направ-
ление еще только формируется в литературе. Например, в [4] агенты
обладают различными предельными затратами.

Модель, сформулированная в [11], рассматривает ситуации, в ко-
торых на первом этапе каждый агент в сети ценой уменьшения те-
кущего потребления может делать инвестиции некоторого ресурса
(такого как деньги или время) с целью увеличения потребления на
втором этапе. Последнее зависит не только от его собственных ин-
вестиций и продуктивности, но также и от инвестиций его соседей
в сети. Полезность каждого агента зависит от его потребления на
обоих этапах. Такие ситуации типичны для семей, сообществ, меж-
дународных организаций, инновационных отраслей и т.д. В модели
используется понятие «Равновесия Нэша с экстерналиями», подоб-
ное введенному в [14] и [9]. Как и в общем равновесии Нэша, агенты
максимизируют свои полезности, и в равновесии ни один агент не
находит полезным изменить свое поведение, если другие агенты не



Игровые равновесия и переходная динамика 5

меняют своего поведения. Однако задача максимизации при данной
концепции такова, что агент не меняет своего поведения так «сво-
бодно», как при обычной концепции равновесия Нэша. Именно, пред-
полагается, что агент принимает решение, находясь в определенной
среде, которая формируется им самим и его соседями в сети. Хотя
он принимает участие в формировании среды, в момент принятия
решения агент рассматривает среду как экзогенно заданную.

В работе [12] в двухпериодную модель потребления-инвестиций с
сетевыми экстерналиями (см. [11]) добавлены гетерогенность агентов
и динамика приспособления. При этом предполагается, что имеют-
ся два типа агентов, которые характеризуются различными продук-
тивностями, но изучается только случай полных сетей. В настоящей
статье рассматривается простейший случай полных сетей с тремя
типами агентов – треугольник.

Следуя [12], мы вводим динамику приспособления в треугольнике
и изучаем динамику перехода к новому равновесию. Вопросы, изу-
чаемые в статье, – перечисление равновесий, которые возможны в
треугольнике, и нахождение условий, при которых эти равновесия
устойчивы.

Мы также рассматриваем динамику в полной сети, состоящей из
однородных агентов, и делаем вывод о том, что при различии на-
чальных условий в нулевом периоде поведение всех агентов полной
сети в переходном процессе начиная с первого периода совпадает.
Этот результат позволяет сводить переходную динамику, возникаю-
щую после объединения трех полных сетей в единую полную сеть, к
динамике треугольника с соответствующими весовыми множителя-
ми.

Статья организована следующим образом. Раздел 1 – введение.
Формулировка игровой модели из [11] приводится в разделе 2. Пове-
дение агентов в равновесии характеризуется в разделе 3. В разделе 4
вводится динамика приспособления, и рассматриваются переходные
процессы в полной сети, состоящей из m вершин. Раздел 5 посвящен
оценке сходимости переходных процессов, выводятся формулы для
числа шагов при всевозможных сочетаниях параметров. В разделе 6
рассматривается динамика приспособления в треугольнике, содержа-
щем вершины с гетерогенными агентами. Раздел 7 заключительный.



6 М.В. Гармаш, К.А. Канева

Разделы 2 и 3 содержат известные результаты, полученные Мат-
веенко и Королевым (см., например [11] и [12]). Определения 4.1 и
5.1, данные соответственно в начале разделов 4 и 5 также следуют
работе [12]. Все остальные результаты данной работы (разделы 4, 5
и 6) являются авторскими.

2. Описание модели

Имеется сеть (неориентированный граф), в каждой вершине ко-
торого i = 1, 2, . . . , n находится агент. Жизнь каждого агента состоит
из двух этапов (или периодов). В первый период каждый агент i на-
делен начальным запасом блага, e. Агент может использовать этот
запас частично для потребления в первом периоде, ci1, а частично
для инвестиций в знания, ki, которые используются при производстве
блага для потребления во втором периоде, ci2 : ci1+ki = e. Инвестиции
немедленно превращаются в запас знаний.

Производство в вершине i описывается производственной функ-
цией,

F (k1, Ki) = gikiKi, gi > 0,

зависящей от состояния знаний, ki, в данной вершине и от среды, Ki.
Среда есть сумма инвестиций в знания самого агента и его соседей
(агентов, находящихся в смежных вершинах сети):

Ki = ki + K̃i, K̃i =
∑

j∈N(i)

kj,

где N(i) – множество соседей вершины i; сумму инвестиций сосе-
дей, K̃i, будем называть чистой экстерналией; gi – технологический
коэффициент.

Предпочтения агента i описываются квадратичной функцией по-
лезности:

Ui(c
i
1, c

i
2) = ci1(e− aci1) + dic

i
2,

где di > 0, a – коэффициент насыщения. Предполагается, что при
ci1 ∈ [0, e] полезность возрастает по ci1, и что полезность имеет убы-
вающую отдачу (вогнута) по ci1. Достаточным условием для выпол-
нения данных предположений является условие 0 < a < 1/2.

Произведение digi для удобства обозначают как Ai и всегда пред-
полагают, что a < Ai. Поскольку увеличение каждого из параметров
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di, gi способствует увеличению потребления второго периода, вели-
чину Ai называют «продуктивностью» i-го агента.

Будем считать, что Ai ̸= 2a, i = 1, 2, . . . , n. Если Ai > 2a, будем го-
ворить, что i-ый агент продуктивен, а если Ai < 2a, будем говорить,
что i-ый агент непродуктивен.

Возможны три способа поведения агента. Агент называется пас-
сивным, если он делает нулевые инвестиции в знания, ki = 0; актив-
ным – если 0 < ki < e; гиперактивным – если он делает максимально
возможные инвестиции в знания, ki = e.

Рассмотрим следующую игру. Игроками являются агенты
i = 1, 2, . . . , n. Стратегиями игрока i являются значения инвестиций
ki из промежутка [0, e]. Равновесием Нэша с экстерналиями назы-
вается набор уровней знаний (инвестиций) (k∗

1, k
∗
2, . . . , k

∗
n), такой, что

каждое k∗
i является решением при данной среде Ki задачи максими-

зации функции полезности i-го игрока P (Ki):

Ui(c
i
1, c

i
2) −→

ci1,c
i
2

max
ci1 ≤ e− ki,

ci2 ≤ F (ki, Ki),

ci1 ≥ 0, ci2 ≥ 0, ki ≥ 0,

где среда Ki определяется набором (k∗
1, k

∗
2, . . . k

∗
n), т.е. Ki = k∗

i +∑
j∈N(i)

k∗
i .

Первые два ограничения задачи P (Ki) в точке оптимума, оче-
видно, выполняются как равенства. Подставляя эти ограничения в
целевую функцию, мы можем определить косвенную функцию полез-
ности:

Vi(ki, Ki) = Ui

(
e− ki, Fi(ki, Ki)

)
= (e− ki)

(
e− a(e−Ki)

)
+ AikiKi =

= e2(1− a)− kie(1− 2a)− ak2
i + AikiKi. (2.1)

Если все решения игроков являются внутренними (0 < k∗
i < e),

т.е. все игроки являются активными, то равновесие также называют
внутренним. В противном случае равновесие называют угловым.

Частную производную от функции нескольких переменных по
первому аргументу мы будем обозначать D1.
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Ясно, что внутреннее равновесие Нэша с экстерналиями (если оно
существует при данных значениях параметров) определяется систе-
мой уравнений

D1Vi(ki, Ki) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (2.2)

Дифференцируя правую часть (2.1) по переменной ki, получаем

D1Vi(ki, Ki) = e(2a− 1)− 2aki + AiKi. (2.3)

Введем обозначения: Ã – диагональная матрица, на главной диа-
гонали которой стоят числа A1, A2, . . . , An, I – единичная n × n-
матрица, M – матрица смежности сети. В этой матрице Mij = Mji =

1, если в сети имеется ребро, соединяющее вершины i и j, и Mij =

Mji = 0 – в противном случае. Полагается Mii = 0 при всех i =

1, 2, . . . , n. Система уравнений (2.3) принимает форму:

(Ã− 2aI)k + ÃMk = ē, (2.4)

где k = (k1, k2, . . . , kn)
T , ē = (e(1− 2a), e(1− 2a), . . . , e(1− 2a))T .

Теорема 2.1. ([12], Theorem 1.1) Система уравнений (2.4) для пол-
ной сети имеет единственное решение.

Таким образом, система уравнений (2.4) для полной сети имеет
единственное решение ks, компоненты которого мы будем называть
стационарными значениями инвестиций. Во внутреннем равновесии
k∗
i = kS

i , i = 1, 2, . . . , n.

3. Характеризация видов поведения агента

Введем следующее обозначение. Независимо от типа поведения
агента корень уравнения

D1Vi(ki, Ki) = (Ai − 2a)ki + AiK̃i − e(1− 2a) = 0,

которое получается из (2.2) и (2.3) в результате замены Ki = ki+ K̃i,
будем обозначать k̃s

i . Отличие k̃s
i от введенного ранее ks

i лишь в том,
что ks

i представляет собой i-ую компоненту решения системы (2.4),
в то время как k̃s

i является решением отдельно взятого уравнения
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системы (2.4) для i-го агента, при этом его чистая экстерналия Ki

рассматривается как экзогенная величина. Таким образом,

k̃S
i =

e(2a− 1) + AiK̃i

2a− Ai

.

где K̃i – чистая экстерналия i-го агента. Очевидно, в равновесии,
если i-ый агент активен, то его инвестиции равны k̃S

i . Центральную
роль при анализе равновесий играет следующее утверждение.

Предложение 3.1. ([12], Lemma 2.1 и Corollary 2.1) Набор значе-
ний инвестиций агентов (k1, k2, . . . , kn) может быть равновесием
только если для каждого i = 1, 2, . . . , n верно, что

1. если ki = 0, то K̃ ≤ e(1−2a)
Ai

;

2. если 0 < ki < e, то ki = k̃S
i ;

3. если ki = e, то K̃i ≥ e(1−Ai)
Ai

.

Лемма 3.1. ([12], Lemma 2.2) В равновесии i-ый агент пассивен
тогда и только тогда, когда

K̃ ≤ e(1− 2a)

Ai

(3.1)

i-ый агент активен тогда и только тогда, когда

e(1− 2a)

Ai

< Ki <
e

Ai

; (3.2)

i-ый агент гиперактивен тогда и только тогда, когда

Ki ≥
e

Ai

. (3.3)

В полной сети среда у всех агентов одинакова, откуда получается
такое следствие.

Следствие 3.1. В равновесии в полной сети агенты с одинаковой
продуктивностью делают одинаковые инвестиции. Если все аген-
ты в полной сети имеют одинаковую продуктивность, то имеет
место гомофилия, т.е. все агенты ведут себя одинаково.
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Замечание 3.1. В полной сети не может существовать ситуации, ко-
гда в равновесии агент с большим значением продуктивности акти-
вен или пассивен, а агент с меньшим значением продуктивности ги-
перактивен, или когда агент с большим значением продуктивности
пассивен, а агент с меньшим значением продуктивности активен или
гиперактивен.

Говоря о полной сети, мы будем опускать индекс i в обозначении
среды i-го агента, поскольку в полной сети среда у всех агентов оди-
накова. Таким образом, через K мы обозначаем сумму инвестиций
всех агентов полной сети.

Следствие 3.2. ([12], Corollary 2.3) Равновесие, при котором все
агенты пассивны, возможно в полной сети тогда и только тогда,
когда

K ≤ e(1− 2a)

max
i

Ai

.

Равновесие, при котором все агенты активны, возможно в пол-
ной сети тогда и только тогда, когда

e(1− 2a)

min
i

Ai

< K <
e

max
i

Ai

.

Равновесие, при котором все агенты гиперактивны, возможно в
полной сети тогда и только тогда, когда

K ≥ e

min
i

Ai

.

Следствие 3.3. Равновесие, при котором все агенты гиперактив-
ны, возможно в полной сети, если и только если

min
i

Ai ≥
1

n
.

Равновесие, при котором все агенты пассивны, возможно всегда.

4. Динамика в полной сети. Нахождение определителя си-
стемы разностных уравнений. Вывод уравнения движения

Следуя [12], введем динамику, которая может начаться после ма-
лого отклонения от положения равновесия или после объединения
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сетей, каждая из которых до объединения находилась в состоянии
равновесия. Мы моделируем динамику следующим образом.

Определение 4.1. Каждый агент максимизирует свою функцию
полезности выбирая уровень инвестиций, при этом в момент при-
нятия решения он рассматривает свою среду как экзогенно задан-
ную. Соответственно, если kn

i = 0 и D1Vi(ki, Ki)|ki=0 ≤ 0, то kn+1
i =

0; если kn
i = e и D1Vi(ki, Ki)|ki=e ≥ 0, то kn+1

i = e; во всех остальных
случаях, kn+1

i является решением разностного уравнения:

−2akn+1
i + AiK

n
i − e(1− 2a) = 0.

Замечание 4.1. Данное определение мотивировано условием макси-
мизации косвенной функции полезности агента: e(2a− 1)− 2akn+1

i +

AiK
n
i = 0, где Kn

i = kn
1 + kn

2 + . . .+ kn
m.

Выведем общую формулу динамики полной сети, состоящей из m

вершин, в которых находятся агенты с одинаковой продуктивностью
A, при заданных начальных условиях. В начальный момент i-ый
агент инвестировал k0i. Предположим, что или k0i = 0 и
D1V1(ki, Ki)|ki=0 > 0, или k0i = e и D1V1(ki, Ki)|ki=e < 0, или k0i ∈
(0, e). Тогда, как следует из определения 4.1, для рассматриваемой
нами полной сети ее динамика задается следующей системой раз-
ностных уравнений:

kn+1
1 = A

2a
kn
1 + A

2a
kn
2+ . . .+ A

2a
kn
m + e(2a−1)

2a

kn+1
2 = A

2a
kn
1 + A

2a
kn
2+ . . .+ A

2a
kn
m + e(2a−1)

2a

. . .

kn+1
m = A

2a
kn
1 + A

2a
kn
2+ . . .+ A

2a
kn
m + e(2a−1)

2a

(4.1)

с начальными условиями

k0
1 = k01, k0

2 = k02, . . . , k0
m = k0m. (4.2)

Предложение 4.1. Общее решение системы разностных уравне-
ний (4.1) имеет вид:

kn = C
(mA

2a

)n


1

1

. . .

1

+
e(1− 2a)

mA− 2a


1

1

. . .

1

 , n = 1, 2, . . . . (4.3)
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Решение разностной задачи Коши (4.1) - (4.2) выглядит следую-
щим образом:

kn =

(
mA

2a

)n[
k01 + k02 + . . .+ k0m

m
− e(1− 2a)

mA− 2a

]
1

1

. . .

1

+

+
e(1− 2a)

mA− 2a


1

1

. . .

1

 , n = 1, 2, . . . . (4.4)

Доказательство. Матрица системы разностных уравнений (4.1) име-
ет вид:

M =


A
2a

A
2a

. . . A
2a

A
2a

A
2a

. . . A
2a

. . . . . . . . . . . .
A
2a

A
2a

. . . A
2a

 . (4.5)

Для того чтобы выписать характеристическое уравнение данной
системы, рассмотрим определитель:

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A
2a

− λ A
2a

A
2a

. . . A
2a

A
2a

A
2a

− λ . . . A
2a

. . . . . . . . . . . .
A
2a

A
2a

. . . A
2a

− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 . . . λ
A
2a

A
2a

− λ . . . A
2a

. . . . . . . . . . . .
A
2a

A
2a

. . . A
2a

− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 . . . λ

0 −λ . . . λ

. . . . . . . . . . . .
A
2a

A
2a

. . . A
2a

− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ∆m−1 +
A

2a
(−1)m+1λ(−1)m−1+1(−λ)m−2.

Необходимо решить разностное уравнение следующего вида:

∆m + λ∆m−1 =
A

2a
λm−1(−1)3m−1 =

A

2a
(−λ)m−1 (4.6)

с начальным условием

∆2 =

∣∣∣∣ A2a − λ A
2a

A
2a

A
2a

− λ

∣∣∣∣ = −A

a
− λ+ λ2 = λ

(
λ− A

a

)
.
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Общее решение однородного разностного уравнения (4.6) имеет
вид

∆m
g = C(−λ)m,

а частное решение неоднородного разностного уравнения (4.6) –

∆m
p = Dm(−λ)m.

Для нахождения числа D воспользуемся методом неопределенных
коэффициентов:

Dm(−λ)m + λD(m− 1)(−λ)m−1 =
A

2a
(−λ)m−1,

D(−mλ+mλ− λ) =
A

2a
,

выразив D, получим:

D = − A

2aλ
.

Таким образом, общее решение неоднородного разностного урав-
нения (4.6) выглядит следующим образом:

∆m = ∆m
g +∆m

p = C(−λ)m − A

2aλ
m(−λ)m = C(−λ)m +

Am

2a
(−λ)m−1.

Константу C определим из начальных условий при m = 2:

∆2 = Cλ2 − 2A

2a
λ = λ2 − A

a
λ,

откуда находим
C = 1.

В итоге найдем значение определителя:

∆2 = (−λ)m +
Am

2a
(−λ)m−1.

В этом случае, данное частное решение является решением задачи
Коши.

Следовательно, характеристическое уравнение системы (4.1) при-
нимает следующий вид:

(−λ)m−1

(
− λ+

Am

2a

)
= 0.
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Найдем собственные числа матрицы (4.5)

λ1 = λ2 = · · · = λm−1 = 0, λm =
mA

2a
.

В качестве m−1 линейно независимых собственных векторов мат-
рицы (4.5), соответствующих собственному числу 0, возьмем следу-
ющие векторы:

e1 =


1

0

. . .

0

−1

 , e2 =


1

0

. . .

0

−1

 , . . . , em−1 =


1

0

. . .

0

−1

 .

Для собственного числа λm = mA
2a

найдем собственный вектор

em =


x1

x2

. . .

xm

 ,

из следующей системы уравнений:
A
2a
x1 +

A
2a
x2+ . . .+ A

2a
xm = mA

2a
x1

A
2a
x1 +

A
2a
x2+ . . .+ A

2a
xm = mA

2a
x2

. . .
A
2a
x1 +

A
2a
x2+ . . .+ A

2a
xm = mA

2a
xm

Заметим, что x1 = x2 = · · · = xm, и возьмем следующий собствен-
ный вектор:

em =


1

1

. . .

1

 .

Таким образом, вид общего решения системы (4.1) стационарных
разностных уравнений следующий:

(kn)g = C(
mA

2a
)n


1

1

. . .

1

 , n = 1, 2, . . . .
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В свою очередь, частое решение неоднородной системы (4.1) имеет
вид

(kn)p =


d1
d2
. . .

dn

 .

Используя метод неопределенных коэффициентов, найдем числа
d1, d2, . . . , dm, подставляя их вместо k1, k2, . . . , km в систему (4.1)

d1 =
A
2a
(d1 + d2+ . . .+ dm) =

e(2a−1)
2a

,

d2 =
A
2a
(d1 + d2+ . . .+ dm) =

e(2a−1)
2a

,

. . .

dm = A
2a
(d1 + d2+ . . .+ dm) =

e(2a−1)
2a

.

Заметим, что d1 = d2 = . . . = dm, и получим

di =
e(2a− 1)

2a(1− mA
2a

)
=

e(1− 2a)

mA− 2a
, i = 1, 2, . . . ,m.

Следовательно, общее решение системы (4.1) имеет вид (4.3).
В начальный момент, при n = 0, имеем

k0 = C1


1

0

. . .

0

−1

+ C2


1

0

. . .

0

−1

+ . . .+ Cm−1


1

0

. . .

0

−1

+

+C
(mA

2a

)n


1

1

. . .

1

1

+
e(1− 2a)

mA− 2a


1

1

. . .

1

1

 ,

а также в координатном виде:
k01 = C + C1 +

e(1−2a)
mA−2a

k02 = C + C2 +
e(1−2a)
mA−2a

k0m−1 = C + Cm−1 +
e(1−2a)
mA−2a

k0m = C − C1 − C2 − . . .− Cm−1
e(1−2a)
mA−2a
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Путем сложения уравнений, получаем

k01 + k02 + . . .+ k0m = mC +m
e(1− 2a)

mA− 2a
.

Выразим :

C =
k01 + k02 + . . .+ k0m

m
− e(1− 2a)

mA− 2a
.

Окончательно получаем уравнение динамики полной сети (4.4).

Обозначим
k̄0 =

k01 + k02 + . . .+ k0m
m

как среднюю величину начальных инвестиций. Введем также

kS =
e(1− 2a)

mA− 2a

как величину внутреннего равновесного значения инвестиций.

Замечание 4.2. Из выражения (4.1) видно, что каковы бы ни были
различия в начальных условиях в момент времени 0, начиная с 1-
го периода все агенты полной сети ведут себя одинаково. Другими
словами, гомофилия (см. Следствие 3.1) в полной сети имеет место
не только в равновесии, но и в динамике.

5. Вопросы устойчивости. Скорость сходимости

Определение 5.1. Равновесие называется динамически устойчи-
вым, если после малого отклонения одного из агентов от равнове-
сия начинается динамика, которая возвращает сеть в исходное со-
стояние. В противном случае равновесие называется динамически
неустойчивым.

Анализируя полученную формулу (4.1) видим, что внутреннее
равновесие неустойчиво. Если один из агентов отклонится от сво-
ей стратегии, то первая скобка будет уже не ноль. Следовательно, с
каждым последующим периодом, значения по абсолютной величине
будут неограниченно расти.
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Рассмотрим устойчивость равновесия для случая A > 1/m. Сеть
останется во внутреннем равновесии, если значение первой скобки
обратится в ноль, то есть средняя величина начальных инвестиций
будет равна внутреннему равновесному значению. Если начальные
инвестиции будут больше, чем их равновесное значение, то сеть бу-
дет стремиться перейти в угловое равновесие с гиперактивным пове-
дением агентов. Иначе, при величине средних инвестиций меньшей,
чем равновесное значение, сеть стремится перейти в угловое равно-
весие, когда поведение агентов пассивно. В таком случае, каждое из
равновесий будет устойчиво.

При равном значении величин средних начальных инвестиций и
равновесного внутреннего значения в случае, когда величина началь-
ных инвестиций каждого агента отлична от внутреннего равновесно-
го, необходима только одна итерация для равного перераспределения
инвестиций между агентами. Таким образом, для перехода системы
в равновесие необходим один шаг.

Возникает вопрос о формуле вычисления числа шагов, за которое
система перейдет в одно из двух устойчивых равновесий в случае, ко-
гда средняя величина начальных инвестиций отлична от внутреннего
равновесного значения.

Пусть k̄0 > kS. Из формулы (3.4) легко получить количество
шагов, необходимых для того, чтобы величина инвестиций достигла
уровня e. Для этого, заметим, что коэффициент при втором слага-
емом в (3.4) равен ks. Таким образом, мы ищем такое значение n,
чтобы выполнялось равенство

e =

(
mA

2a

)n (
k̄0 − ks

)
+ ks.

Перенося ks в левую часть уравнения, деля на
(
k̄0 − ks

)
и лога-

рифмируя, получаем

n =
ln (e− ks)− ln

(
k̄0 − ks

)
ln(mA)− ln(2a)

.

Поскольку число шагов – целое число, получаем для числа шагов,
необходимых для того, чтобы величина инвестиций достигла уровня
e, величину

entier

(
ln(e− kS)− ln(k̄0 − kS)

ln(mA)− ln(2a)

)
+ 1,



18 М.В. Гармаш, К.А. Канева

где entier обозначает операцию взятия целой части вещественного
числа.

Пусть k̄0 < kS. Из формулы (3.4) легко получить количество ша-
гов, необходимых для того, чтобы величина инвестиций достигла ну-
левого уровня. Мы ищем такое значение n, чтобы выполнялось ра-
венство

0 =

(
mA

2a

)n (
k̄0 − ks

)
+ ks.

Перенося ks в левую часть уравнения, умножая на −1, деля на(
ks − k̄0

)
и логарифмируя, получаем

n =
ln (ks)− ln

(
ks − k̄0

)
ln(mA)− ln(2a)

.

Так как число шагов – целое число, получаем для числа шагов,
необходимых для того, чтобы величина инвестиций достигла нулево-
го уровня, величину

entier

(
ln(kS)− ln(kS − k̄0)

n(mA)− ln(2a)

)
+ 1. (5.1)

(entier обозначает взятие целой части числа).
Перейдем к случаю, когда A = 1/m. При данном условии внут-

реннего равновесия не существует. В этом случае kS = e. Возможны
два варианта развития событий:

1. k̄0 = e (все агенты гиперактивны), тогда сеть остается в состо-
янии углового равновесия. Равновесие неустойчиво.

2. k̄0 < e (инвестиции хотя бы одного агента меньше e), то сеть
стремится перейти в состояние углового равновесия с пассив-
ным поведением агентов. Равновесие устойчиво.

При k̄0 < e, переход из начального состояния в состояние, в кото-
ром все агенты пассивны, происходит за

entier

(
ln(e)− ln(e− k̄0)

n(mA)− ln(2a)

)
+ 1

шагов.
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Обратимся к ситуации, когда A < 1/m. В данном случае все-
гда выполняется k̄0 < kS. Поэтому независимо от того, каким будет
начальное состояние агентов, так или иначе сеть будет стремиться
перейти в угловое равновесие с пассивным поведением агентов. Та-
ким образом, данное равновесие устойчиво. Других равновесий в рас-
сматриваемом случае быть не может. Количество шагов, за которое
происходит переход из начального состояния в положение равнове-
сия, вычисляется также по формуле (5.1).

6. Динамика в треугольнике с разными значениями продук-
тивности агентов

Теперь рассмотрим сети, в которых агенты могут иметь разные
продуктивности. Возьмем треугольник (полную сеть из трёх вер-
шин), у которой продуктивность первого агента равна A1, продук-
тивность второго агента – A2, а продуктивность третьего агента –
A3. Рассмотрим динамику в такой сети.

Составим систему разностных уравнений, которая будет задавать
динамику треугольника. Данная система будет выглядеть следую-
щим образом: 

kn+1
1 = A1

2a
kn
1 + A1

2a
kn
2 + A1

2a
kn
3 − e(1−2a)

2a

kn+1
2 = A2

2a
kn
1 + A2

2a
kn
2 + A2

2a
kn
3 − e(1−2a)

2a

kn+1
3 = A3

2a
kn
1 + A3

2a
kn
2 + A3

2a
kn
3 − e(1−2a)

2a

(6.1)

Система уравнений также будет иметь начальные условия:

k0
1 = k01, k0

2 = k02, k0
3 = k03. (6.2)

Предложение 6.1. Решение разностной задачи Коши (6.1)–(6.2)
имеет вид:kn

1

kn
2

kn
3

 =
k̄0 − k̄S

Ā

(
3Ā

2a

)n
A1

A3

A3

+

kS
1

kS
2

kS
3

 , n = 1, 2, . . . . (6.3)

Доказательство. Матрица системы разностных уравнений (6.1) име-
ет вид: A1

2a
A1

2a
A1

2a
A2

2a
A2

2a
A2

2a
A3

2a
A3

2a
A3

2a


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Выпишем характеристическое уравнение нашей системы. Для это-
го нужно найти ее определитель

∆ =

∣∣∣∣∣∣
A1

2a
− λ A1

2a
A1

2a
A2

2a
A2

2a
− λ A2

2a
A3

2a
A3

2a
A3

2a
− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2

(
A1 + A2 + A3

2a
− λ

)
.

Таким образом, характеристическое уравнение заданной системы
разностных уравнений выглядит следующим образом:

λ2

(
A1 + A2 + A3

2a
− λ

)
= 0.

Собственные числа матрицы системы: λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 =
A1+A2+A3

2a
.

Возьмем e1 =

 1

−1

0

 и e2 =

 1

0

−1

 как два собственных вектора

матрицы системы, соответствующих собственному числу 0.

Найдем собственный вектор e3 =

x1

x2

x3

, соответствующий соб-

ственному числу λ3 =
A1+A2+A3

2a
, из системы уравнений

A1

2a
x1 +

A1

2a
x2 +

A1

2a
x3 =

A1+A2+A3

2a
x1

A2

2a
x1 +

A2

2a
x2 +

A2

2a
x3 =

A1+A2+A3

2a
x2

A3

2a
x1 +

A3

2a
x2 +

A3

2a
x3 =

A1+A2+A3

2a
x3

или 
−A2+A3

2a
x1 +

A1

2a
x2 +

A1

2a
x3 = 0

A2

2a
x1 − A1+A3

2a
x2 +

A2

2a
x3 = 0

A3

2a
x1 +

A3

2a
x2 − A1+A2

2a
x3 = 0.

Будем решать данную систему уравнений при помощи метода ис-
ключений Гаусса-Жордана. Третье уравнение можно вычеркнуть,
потому что оно представляет собой сумму с обратным знаком двух
первых уравнений системы. Поставим третью переменную на первое
место. Тогда матрица системы примет вид(

A1

2a
−A2+A3

2a
A1

2a
A2

2a
A2

2a
−A1+A3

2a

)
.
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Умножим первое уравнение на A2

A1
и вычтем из второго. Получим(

A1

2a
−A2+A3

2a
A1

2a

0 A2(A1+A2+A3)
2aA1

−A1+A2+A3

2a

)
и сократим строки на общие множители(

1 −A2+A3

A1
1

0 1 −A1

A2

)
.

Умножим вторую строку на A2+A3

A1
и прибавим к первой. Получим(

1 0 −A3

A2

0 1 −A1

A2

)
.

Таким образом, мы можем выбрать собственный вектор

e3 =

A1

A2

A3

 ,

или, лучше

e3 =
1

Ā

A1

A2

A3

 ,

где Ā = A1+A2+A3

2
.

Значит, общее решение заданной однородной системы стационар-
ных разностных урав-нений имеет видkn

1

kn
2

kn
3


p

=

D1

D2

D3

 .

Найдем числа D1, D2, D3 при помощи метода неопределенных
коэффициентов. Подставим их вместо k1, k2, k3 в заданную систему
и получим следующую систему:

D1 =
A1

2a
D1 +

A1

2a
D2 +

A1

2a
D3 − e(1−2a)

2a

D2 =
A2

2a
D1 +

A2

2a
D2 +

A2

2a
D3 − e(1−2a)

2a

D3 =
A3

2a
D1 +

A3

2a
D2 +

A3

2a
D3 − e(1−2a)

2a

(6.4)
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или, что то же самое,
(A1 − 2a)D1 + A1D2 + A1D3 = e(1− 2a)

A2D1 + (A2 − 2a)D2 + A2D3 = e(1− 2a)

A3D1 + A3D2 + (A3 − 2a)D3 = e(1− 2a)

.

Найдем D1, D2, D3 по формулам Крамера:

∆ = 4a2(A1 + A2 + A3)− 8a3,

∆1 = e(1− 2a)⌊4a2 + 2a(2A1 − A2 − A3)⌋,
∆2 = e(1− 2a)⌊4a2 + 2a(2A2 − A1 − A3)⌋,
∆3 = e(1− 2a)⌊4a2 + 2a(2A3 − A2 − A1)⌋,

D1 =
e(1− 2a)(2a+ 2A1 − A2 − A3)

2a(A1 + A2 + A3)− 4a2
,

D2 =
e(1− 2a)(2a+ 2A2 − A1 − A3)

2a(A1 + A2 + A3)− 4a2
,

D3 =
e(1− 2a)(2a+ 2A3 − A1 − A2)

2a(A1 + A2 + A3)− 4a2
.

В итоге получаем

D1 +D2 +D3 =
3e(1− 2a)

3Ā− 2a
,

D̄ =
D1 +D2 +D3

2
=

e(1− 2a)

3Ā− 2a
.

Система уравнений (2.3) для нахождения внутренних равновес-
ных значений инвестиций в знания для случая треугольника с раз-
личными значениями продуктивности агентов принимает вид

(A1 − 2a)k1 + A1k2 + A1k3 = e(1− 2a)

A2k1 + (A2 − 2a)k2 + A2k3 = e(1− 2a)

A3k1 + A3k2 + (A3 − 2a)k3 = e(1− 2a)

.

Очевидно, что решение этой системы совпадает с решением си-
стемы (6.1), т.е.

kS
1 = D1,

kS
2 = D2,

kS
3 = D3.
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Поэтому среднюю величину D̄ будем, так же как и в случае одина-
ковых продуктивностей агентов, называть внутренним равновесным
значением инвестиций и обозначать kS как e(1−2a)

3Ā−2a
.

Общее решение системы разностных уравнений, заданной изна-
чально имеет видkn

1

kn
2

kn
3

 =
C1

Ā

(
3Ā

2a

)n
A1

A3

A3

+ C2 · 0n
 1

−1

0

+ C3 · 0n
 1

0

−1

+

D1

D2

D3

 ,

n = 0, 1, 2, . . . .

В начальный момент, при n = 0, имеемk0
1

k0
2

k0
3

 =
C1

Ā

A1

A3

A3

+ C2

 1

−1

0

+ C3

 1

0

−1

+

D1

D2

D3

 ,

или в координатном виде
k0
1 =

C1A1

Ā
+ C2 + C3 +D1

k0
2 =

C1A2

Ā
− C2 +D2

k0
3 =

C1A3

Ā
− C3 +D3

.

Сложим полученные равенства и получим

k0
1 + k0

2 + k0
3 = 3C1 +D1 +D2 +D3,

откуда
k̄0 = C1 + D̄.

Выразим C1:
C1 = k̄0 − D̄,

где k̄0 =
k01+k02+k03

2
.

Тогда

C2 =
C1A2

Ā
+D2 − k0

2,

C3 =
C1A3

Ā
+D3 − k0

3.
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Получимkn
1

kn
2

kn
3

 =
k̄0 − D̄

Ā

(
3Ā

2a

)n
A1

A3

A3

+

(
C1A2

Ā
+D2 − k0

2

)
· 0n

 1

−1

0

+

+

(
C1A3

Ā
+D3 − k0

3

)
· 0n

 1

0

−1

+

D1

D2

D3

 , n = 0, 1, 2, . . . .

Итак, окончательное уравнение динамики треугольника имеет вид
(6.3).

7. Заключение

В статье перечислены равновесия, возможные в произвольной пол-
ной сети с гомогенными агентами и в простейшей полной сети, – тре-
угольнике, – с гетерогенными агентами. Перечислены все возможные
равновесия. Определены условия их существования и динамической
устойчивости. Изучена динамика приспособления в полной сети.

Исследование, проведенное в данной работе, необходимо для ана-
лиза соединения полных сетей и изучения переходных процессов, воз-
никающих в результате такого соединения. Если соединяются три
полных сети, каждая со своим значением продуктивности, находив-
шихся изначально в различных равновесиях, то переходный процесс
в объединенной сети вполне описывается динамикой треугольника по
причине гомофилии полных сетей. Таким образом, данная работа от-
крывает простор для исследования процессов ассимиляции полных
сетей.
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Abstract : The game equilibrium in network is under consideration;
in each node of this network economy is de-scribed by the simple
two-period Romer model of endogenous growth with production and
knowledge externalities. The sum of knowledge levels in the neighbor
nodes causes an externality in the production of each node of network.
The adjusting dynamics described by differential equations systems is
under consideration. For the arbitrary full networks and for triangle
– the full network with three types of agents who possess different
productivities, – we study which equilibria are possible, and which of
these equilibria are dynamically stable under different combinations of
parameters of the game.

Keywords : network, game in the network, Nash equilibrium, externality,
adjusting dynamics, dynamically stabil-ity, productivity, triangle, hetero-
geneous agents.


