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В работе рассмотрена дифференциальная игра управления
объемами вредных выбросов, в которой продолжительность
игры является случайной величиной и определяется момен-
том первого отказа оборудования производства у какого-либо
из игроков. Параметры игры вычислены исходя из реального
экологического положения Иркутской области. В качестве иг-
роков выбраны три крупнейших предприятия г. Братска, где
наблюдается одна из наиболее острых экологических ситуа-
ций в России. Предложено решение, позволяющее улучшить
общую экологическую обстановку в регионе.
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1. Введение

Диффренциальные игры [9] удобны для описания непрерывных
конфликтно-управляемых процессов, происходящих во многих обла-
стях человеческой деятельности, таких как экономика, экология, про-
изводство, менеджмент. Активно развивается применение методов
дифференциальных игр при решении задач, возникающих в области
природоохранной политики, оптимальной эксплуатации природных
ресурсов (см., например, [3, 6, 11, 14, 15, 22, 27]).

Для описания задач из области природоохранного менеджмента
часто оказывается целесообразным использование классов игр с так
называемыми отрицательными связями [14, 15, 22, 27]. В этом классе
игр увеличение значений управляемых параметров у одних игроков,
а именно, объемов вредных выбросов в единицу времени, приводит
к уменьшению значений функций полезности для других игроков.

В данной работе рассматривается дифференциальная игра с от-
рицательными связями, моделирующая совместное управление объ-
емами вредных выбросов в атмосферу для нескольких предприятий.
Предполагается, что увеличение общего уровня загрязнения ведёт к
уменьшению выигрышей игроков.

При описании процессов, наиболее приближенных к реальным,
важно учитывать возможность возникновения неопределенности. В
рассматриваемой модели предполагается случайная продолжитель-
ность развития процесса. Впервые дифференциальные игры со слу-
чайной продолжительностью были исследованы в работе [7]. Матема-
тический аппарат для получения оптимальных управлений и постро-
ения принципов оптимальности в кооперативной постановке диффе-
ренциальных игр со случайной продолжительностью был разработан
в [10, 12, 13, 17, 18, 25].

В рассматриваемой модели продолжительность игры определяет-
ся временем безотказной работы оборудования предприятий. Пред-
полагается, что момент отказа оборудования для каждого участника
является случайной величиной, а игра останавливается при возник-
новении первого отказа (см. аналогичные постановки задачи в обла-
сти эксплуатации природных ресурсов в [5, 23], а также [20] для игры
двух лиц).

В данной работе для игры трёх лиц исследовано кооперативное
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решение, при построении которого использованы различные виды
характеристической функции [2, 19, 21]. Получены аналитические
выражения для компонет вектора Шепли [29], исследован вопрос ди-
намической устойчивости [8, 9] данного решения.

Теоретические результаты продемонстрированы в приложении к
реальным данным в области природоохранного менеджмента Иркут-
ской области. В качестве игроков выбраны компании, являющие-
ся основными источниками загрязнения атмосферы в городе Брат-
ске Иркутской области. Данные получены из открытых источников
[4, 34, 36, 37, 38, 39].

Статья состоит из трёх разделов. В первом разделе содержится
введение, во втором - постановка и решение задачи в общем виде. В
последнем разделе приводится анализ полученных выражений для
конкретных значений параметров игры, вычисленных на основе ре-
альных данных.

2. Постановка задачи

2.1. Описание игры ΓTmin(x0, t0)

Рассмотрим дифференциальную игру управления объемами вред-
ных выбросов ΓTmin(x0, t0), основанную на моделях [5, 14, 20, 22, 23].
В игре участвуют n игроков, каждый из которых имеет промыш-
ленное производство на своей территории. Предполагается, что иг-
роки заключили договор об ограничении объемов вредных выбросов.
Стратегией игрока i является выбор объёма вредных выбросов ui в
единицу времени (скорость загрязнения). Динамика общего уровня
загрязнения описывается уравнением

ẋ(t) =
n∑

i=1

ui(t), t ∈ [t0,∞), (2.1)

x(t0) = x0. (2.2)

Доход игрока i в момент времени t определяется по формуле

Ri(ui(t)) = ui(t)

(
bi −

1

2
ui(t)

)
, t ∈ [t0,∞), (2.3)

где bi > 0. Каждый игрок несет расходы, связанные с устранением
загрязнений и выплатой штрафов. Мгновенный выигрыш игрока i
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равен Ri(ui(t))−dix(t), где di ≥ 0 – величина штрафа за загрязнение
окружающей среды. Предположим, что установлен максимальный
допустимый объем загрязнений в единицу времени игрока i, равный
bi, тогда, очевидно, имеем ui(t) ∈ [0, bi]. Функция доходов Ri (ui) воз-
растает с ростом объемов выбросов ui, в то время как её первая про-
изводная убывает, что соответствует эффекту «насыщения».

Игра начинается в момент t0 и заканчивается в момент первого от-
каза оборудования, осуществляющего фильтрацию вредных выбро-
сов, у какого-либо игрока, т.е. момент окончания игры
T = min{T1, T2, . . . , Tn}, где Ti – время отказа оборудования у i-
го игрока. Предполагаем, что Ti – случайная величина с известной
функцией распределения Fi(t), i = 1, . . . , n, t ∈ [t0,∞). Кроме того,
полагаем, что {Ti}ni=1 – независимые случайные величины.

Выигрыш i-го игрока будем понимать в смысле математическо-
го ожидания интегрального выигрыша на интервале со случайным
моментом окончания T :

Ki (x0, t0, u1, u2, . . . , un) = E

∫ T

t0

(
Ri(ui)− dix(s)

)
ds =

=

∫ ∞

t0

∫ t

t0

(
Ri(ui)− dix(s)

)
dsdF (t). (2.4)

Согласно [20] справедливы следующие утверждения относительно
вида функции распределения F (t) и функции интенсивности отказов
λ(t) = F ′(t)

1−F (t)
, t ∈ [t0,∞) для случайной величины T .

Предложение 2.1 ([20]). Пусть {Ti}ni=1 – независимые случайные
величины, с соответствующими функциями распределения
{Fi(t)}ni=1. Тогда функция распределения F (t) случайной величины
T = min{T1, T2, . . . , Tn} имеет следующий вид:

F (t) = 1−
n∏

i=1

(1− Fi(t)) . (2.5)

Предложение 2.2 ([20]). Пусть {Ti}ni=1 – независимые случайные
величины, с соответствующими функциями распределения Fi(t), i =

1, n и функциями интенсивности отказов {λi(t)}ni=1. Тогда для слу-
чайной величины T = min{T1, T2, . . . , Tn} функция интенсивности
отказов λ(t) вычисляется по формуле:
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λ(t) =
n∑

i=1

λi(t). (2.6)

Согласно [24] и, учитывая Предложение 2.1, выигрыш i-го игрока
можно представить в следующем виде:

Ki (x0, t0, u1, u2, . . . , un) =

∫ ∞

t0

(
Ri(ui) − dix(s)

)(
1 − F (s)

)
ds, (2.7)

где F (t) = 1−
n∏

i=1

(1− Fi(t)) .

Используя функцию интенсивности отказов и Предложение 2.2,
получаем:

Ki (x0, t0, u1, u2, . . . , un) =

∫ ∞

t0

(
Ri(ui)− dix(s)

)
e
−

s∫
t0

λ(t)dt

ds.

где λ(t) =
n∑

i=1

λi(t).

Для подыгры ΓTmin(θ, x(θ)) с продолжительностью (T − θ), на-
чинающейся из состояния x(θ), выигрыш игрока i вычисляется при
условии, что игра не закончилась до момента θ:

Ki (x(θ), θ, u1, . . . , un) =
1

1− F (θ)

∫ ∞

θ

(
Ri(ui)−dix(s)

)(
1−F (s)

)
ds =

=

∫ ∞

ϑ

(
Ri(ui)− dix(s)

)
e−

∫ s
ϑ λ(t)dtds. (2.8)

Одним из распределений, которое может быть использовано для
описания случайной величины Ti, является распределение Вейбул-
ла [32]. Это распределение определяется параметрами λi (параметр
масштаба) и δi (параметр формы), а функция интенсивности отказов
λi(t) имеет вид [32]:

λi(t) = λiδit
δi−1, t > 0; λi > 0; δi > 0.

Согласно значениям параметра δi, оборудование игрока i может
находиться в одной из трех фаз:

1. δi < 1 соответствует фазе «приработки», когда отказ оборудо-
вания связан, главным образом, с недочетами, допущенными
при проектировании (новое оборудование);
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2. δi = 1 соответствует фазе «нормальной эксплуатации», и отказ
возможен из-за некоторых случайных внешних событий;

3. δi > 1 соответствует фазе износа (изношенное оборудование).

Далее будем предполагать, что все случайные величины Ti явля-
ются независимыми и имеют распределение Вейбулла с различны-
ми параметрами λi и δi, определяющими состояние очистительного
оборудования игроков на момент начала игры управления вредными
выбросами.

Тогда выигрыш игрока i в подыгре ΓTmin(θ, x(θ)) можно предста-
вить в виде

Ki (x(θ), θ, u) = e

n∑
i=1

λi

(
θδi−t

δi
0

) ∫ ∞

θ

(
Ri(ui)− dix(s)

)
e
−

n∑
i=1

λi

(
sδi−t

δi
0

)
ds.

(2.9)
Рассмотрим кооперативный вариант игры. Тогда ожидаемый сум-

марный выигрыш игроков в игре ΓTmin(θ, x(θ)) с продолжительно-
стью (T − θ), начинающейся из состояния x(θ), имеет вид:

n∑
i=1

Ki(x(θ), θ, u1, . . . , un) =

= e

n∑
i=1

λi

(
θδi−t

δi
0

) ∫ ∞

θ

(
n∑

i=1

Ri(ui)−
n∑

i=1

dix(s)

)
e
−

n∑
i=1

λi

(
sδi−t

δi
0

)
ds.

(2.10)

2.2. Кооперативная игра трех лиц

Найдем выражения для оптимальных объемов вредных выбросов
для случая игры трех участников. Будем предполагать, что обору-
дование производств находится в разных фазах эксплуатации.

Моментом окончания игры является первый момент отказа обо-
рудования у одного из игроков, т.е. T = min {T1,T2, T3,} , где T1,T2, T3,

– моменты отказа оборудования для 1-го, 2-го и 3-го игроков соот-
ветственно.

Пусть F1 (t) , F2 (t) , F3 (t) и λ1 (t) , λ2 (t) , λ3 (t) – соответствующие
функции распределения и интенсивности отказов для игроков {1, 2, 3}.
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Предполагаем параметры масштаба в распределении Вейбулла
одинаковыми: λ1 = λ2 = λ3 = λ.

Рассмотрим кооперативный вариант игры. Для нахождения оп-
тимальных объемов выбросов будем максимизировать функционал

max
u1,u2,u3

(K1 +K2 +K3) =

∫ ∞

0

(
3∑

i=1

Ri(ui)−
3∑

i=1

dix(s)

)
e
−λ

3∑
i=1

sδi

ds.

(2.11)

Будем искать решение задачи в программных стратегиях, исполь-
зуя принцип максимума Понтрягина [28]. Гамильтониан для (2.11)
имеет вид:

H(x, u1, u2, u3Λ) =

( 3∑
i=1

(
ui(t)(bi −

1

2
ui(t))

)
−

3∑
i=1

dix(t)

)
e
−λ

3∑
i=1

tδi

+

+ Λ (t) (u1(t) + u2(t) + u3(t)) . (2.12)

Частные производные Гамильтониана:

∂H

∂ui

= (bi − ui) e
−λ(tδ1+tδ2+tδ3) + Λ(t) = 0, i = 1, 2, 3. (2.13)

Тогда оптимальные управления игроков имеют вид:

ui(t) = bi + Λ(t)eλ(t
δ1+tδ2+tδ3), i = 1, 2, 3. (2.14)

Сопряженную переменную Λ (t) находим из условия:

Λ̇ = −∂H

∂x
. (2.15)

Следовательно,

Λ(t) = (d1 + d2 + d3)

t∫
0

e−λ(sδ1+sδ2+sδ2)ds+ c. (2.16)

Обозначим: d = d1 + d2 + d3.
Поскольку t ∈ [0,∞) , то условие на Λ (t) имеет вид:



Об оптимальном управлении вредными выбросами 69

lim
t→∞

Λ(t) = 0. (2.17)

2.3. Оптимальные объемы выбросов при различных типах
отказов оборудования у игроков

В этом пункте рассмотрим оптимальные выбросы для возможных
случаев кооперации трех производств, с оборудованием в различном
состоянии.

• Режим приработки оборудования у всех игроков

Параметры формы, соответствующие фазе приработки, для рас-
пределения Вейбулла: δ1 = δ2 = δ3 =

1
2
.

Функция распределения момента окончания игры примет вид:

F (t) = 1− e−3λ
√
t. (2.18)

Оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =


0, t ≥

(
9biλ

2 − 2d

6dλ

)2

;

bi −
2d(3λ

√
t+ 1)

9λ2
, 0 ≤ t <

(
9biλ

2 − 2d

6dλ

)2

.

(2.19)

• Режим нормальной эксплуатации оборудования у всех игроков

Параметры формы для этого случая в распределении Вейбулла:
δ1 = δ2 = δ3 = 1.

Функция распределения момента окончания игры имеет вид:

F (t) = 1− e−3λt. (2.20)

Оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =


0, bi ≤

d

3λ
;

bi −
d

3λ
, bi >

d

3λ
, i = 1, 2, 3.

(2.21)
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• Изношенное оборудование у всех игроков

Параметры формы в распределении Вейбулла примут следую-
щие значения: δ1 = δ2 = δ3 = 2.

Функция распределения момента окончания игры будет иметь
вид:

F (t) = 1− e−3λt2 . (2.22)

Обозначим

ũi(t) = bi +
d
√
3πe3λt

2
(erf(

√
3λt)− 1)

6
√
λ

,

и
Aũi

= {t | ũi(t) < 0}.

Тогда оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =

{
0, если t ∈ Aũi

;

ũi(t), иначе.
(2.23)

• Режим приработки оборудования у двух игроков, режим нор-
мальной эксплуатации у одного игрока

Параметры формы в распределении Вейбулла примут следую-
щие значения: δ1 = δ2 =

1
2
, δ3 = 1.

Функция распределения момента окончания игры имеет вид:

F (t) = 1− e−λ(2
√
t+t). (2.24)

Пусть

l(t) =
1

λ
+

√
πeλ√
λ

eλ(t+2
√
t)
(
erf(

√
λt+

√
λ)− 1

)
.

Тогда оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =


0, если l(t) >

bi
d
;

bi − dl(t), если 0 ≤ l(t) ≤ bi
d
;

bi, если l(t) < 0.

(2.25)
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• Режим нормальной эксплуатации оборудования у двоих игро-
ков, оборудование третьего игрока изношено

Пусть

δ1 = δ2 = 1, δ3 = 2.

Функция распределения момента окончания игры имеет вид:

F (t) = 1− e−λ(2t+t2). (2.26)

Λ(t) =
d
√
πeλ

2
√
λ

(
erf
(√

λt+
√
λ
)
− erf

(√
λ
))

+ c, (2.27)

Пусть

ûi(t) = bi +
d
√
πeλeλ(2t+t2)

2
√
λ

(
erf
(√

λt+
√
λ
)
− 1
)
,

и
Aûi

= {t | ûi(t) < 0}.

Тогда:

ui(t) =

{
0, если t ∈ Aûi

;

ûi(t), иначе.
(2.28)

• Режим нормальной эксплуатации оборудования у двоих игро-
ков, оборудование третьего игрока новое

Параметры формы для распределения Вейбулла: δ1 = δ2 = 1,
δ3 =

1
2
.

Тогда функция распределения момента окончания игры имеет
вид:

F (t) = 1− e−λ(2t+
√
t). (2.29)

Пусть

k(t) =
1

2λ
+

√
2πe

λ
8

8
√
λ

eλ(2t+
√
t)

(
erf

(
√
2tλ+

√
2λ

4

)
− 1

)
.
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Тогда оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =


0, если k(t) >

bi
d
;

bi − dk(t), если 0 ≤ k(t) ≤ bi
d
;

bi, если k(t) < 0.

(2.30)

• Режим износа оборудования у двоих игроков, режим нормаль-
ной эксплуатации оборудования у третьего игрока

Данному случаю соответствуют параметры формы: δ1 = δ2 = 2,
δ3 = 1.

Функция распределения момента окончания игры имеет вид:

F (t) = 1− e−λ(2t2+t). (2.31)

Пусть

˜̃ui(t) = bi +
d
√
2πe

λ
8 eλ(t+2t2)

4
√
λ

(
erf

(
√
2λt+

√
2λ

4

)
− 1

)
,

и
A˜̃ui

= {t | ˜̃ui(t) < 0}.

В итоге, оптимальные выбросы для этого случая имеют вид:

ui(t) =

{
0, если t ∈ A˜̃ui

;˜̃ui(t), иначе.
(2.32)

График оптимальных объемов выбросов для игры с тремя участ-
никами представлен на Рис. 1.

2.4. Характеристическая функция

Рассмотрим кооперативную дифференциальную игру в форме ха-
рактеристической функции [9].

Для построения кооперативного решения будем использовать три
типа характеристической функции, технические аспекты построения
которых подробно описаны в [19].
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Рисунок 1. Оптимальные управления

2.4.1 α-характеристическая функция

При построении α–характеристической функции используется клас-
сический подход Неймана–Моргенштерна [31], который долгое время
представлялся единственно возможным способом построения харак-
теристической функции в кооперативной игре. Имеем:

V α(S, ·) =


0, S = {∅},
max

ui,
i∈S

min
uj,

j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
, S ⊂ N,

max
u1,...un

n∑
i=1

Ki (x0, t0, u1, . . . , un) , S = N.

(2.33)

Найдем выражение для α–характеристической функции в рас-
сматриваемом примере для случая, когда игроки находятся в режиме
нормальной эксплуатации оборудования, т.е. δ1 = δ2 = δ3 = 1. Пусть
x(t) – оптимальная кооперативная траектория, которая реализует-
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ся в случае, когда игроки используют оптимальные кооперативные
выбросы (2.21). Тогда

V α({i, j}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
(b2i + b2j)−

d2i,j
9λ2

− di,jx0 − di,j(b−
d

λ
)t− di,j

3λ
(b− 2di,j

3λ
)

)
, (2.34)

V α({i}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
b2i −

d2i
18λ2

− dix0 − di(b−
d

λ
)t− di

3λ
(b− di

3λ
)

)
, (2.35)

V α(N, x(t), t) =

=
1

3λ

(
1

2
(b21 + b22 + b23)− dx0 −

db

3λ
+

d2

6λ2
− d(b− d

λ
)t

)
. (2.36)

2.4.2 δ-характеристическая функция

Построим δ-характеристическую [27] функцию по следующему пра-
вилу:

V δ(S, x0, t0) =



0, S = ∅;

max
ui,i∈S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, u

N
N\S
)
, S ⊂ N ;

max
u1,...,un

N∑
i=1

Ki (x0, t0, u1, . . . , un) , S = N.

(2.37)

Здесь uN
N\S = {un

j }j∈N\S, где uN = (uN
1 , . . . , u

N
n ) – стратегии иг-

роков из некоторого равновесия по Нэшу в рассматриваемой игре.
Такой подход к построению характеристической функции был пред-
ложен в работе [27]. Предполагается, что игроки из коалиции S ис-
пользуют стратегии, которые являются наилучшим ответом на неко-
торое фиксированное равновесие по Нэшу в игре ΓTmin(x0, t0).

Заметим, что V δ(S, x0, t0) ≥ V α(S, x0, t0). Действительно, посколь-
ку
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∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, u

N
N\S
)
≥ min

uj,

j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
∀uS,

и

max
ui,i∈S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, u

N
N\S
)
≥ min

uj,

j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
∀uS,

значит

max
ui,i∈S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, u

N
N\S
)
≥ max

ui,i∈S
min
uj,

j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
.

Найдем равновесие по Нэшу в рассматриваемом примере для слу-
чая δ1 = δ2 = δ3 = 1. Имеем:

uN
i (t) =


0, bi ≤

di
3λ

;

bi −
di
3λ

, bi >
di
3λ

, i = 1, 2, 3.

(2.38)

Заметим, что значения V δ({i}, x(t), t) совпадают с выигрышами
игроков в ситуации равновесия по Нэшу. Получаем:

V δ({i}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
b2i −

d2i
18λ2

− dix0 − di(b−
d

λ
)t− ki

3λ

)
, (2.39)

где ki = di(b− d
3λ
).

V δ({i, j}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
(b2i + b2j)−

d2i,j
9λ2

− di,jx0 − di,j(b−
d

λ
)t− ki,j

3λ

)
, (2.40)

где di,j = di + dj, ki,j = (di + dj)(b− d+di+dj
3λ

).
Очевидно,

V δ(N, x(t), t) = V α(N, x(t), t). (2.41)
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2.4.3 ζ-характеристическая функция

Построим ζ-характеристическую функцию [2, 21] по следующему пра-
вилу:

V ζ(S, x0, t0) =



0, S = ∅;

min
uj ,j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
, S ⊂ N ;

max
u1,...,un

N∑
i=1

Ki (x0, t0, u1, . . . , un) , S = N.

(2.42)

Здесь при построении V ζ(S, x0, t0) предполагается, что игроки из коа-
лиции S используют оптимальные кооперативные стратегии, а игро-
ки из коалиции N \S минимизируют суммарный выигрыш коалиции
S.

Заметим, что V ζ(S, x0, t0) ≤ V α(S, x0, t0), т.к.

min
uj ,j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
≤ max

ui,
i∈S

min
uj,

j∈N\S

∑
i∈S

Ki

(
x0, t0, uS, uN\S

)
.

Для рассматриваемой игры получаем:

V ζ({i, j}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
(b2i + b2j)−

d2

9λ2
− di,jx0 − di,j(b−

d

λ
)t− di,j

3λ
(b− 2d

3λ
)

)
, (2.43)

V ζ({i}, x(t), t) =
1

3λ

(
1

2
b2i −

d2

18λ2
− dix0 − di(b−

d

λ
)t− di

3λ
(b− d

3λ
)

)
, (2.44)

V ζ(N, x(t), t) = V α(N, x(t), t). (2.45)

Несложно проверить, что в рассматриваемом примере все постро-
енные характеристические функции являются супераддитивными.
Сравним найденные значения:
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V δ({i, j}, x(t), t) = V α({i, j}, x(t), t) + dkdi,j
27λ3

,

V ζ({i, j}, x(t), t) = V α({i, j}, x(t), t)− d2k
27λ3

, (2.46)

V δ({i}, x(t), t) = V α({i}, x(t), t) + didj,k
27λ3

,

V ζ({i}, x(t), t) = V α({i}, x(t), t)−
d2j,k
54λ3

.

Таким образом, вдоль кооперативной траектории x(t) выполнено
неравенство (см. также [30]):

V δ(S, x(t), t) ≥ V α(S, x(t), t) ≥ V ζ(S, x(t), t), ∀t ∈ [0, T ].

В качестве кооперативного принципа оптимальности выберем век-
тор Шепли [29]. При использовании α-, β-, и γ-характеристических
функций получаем следующие выражения для вектора Шепли:

Shα
i (x(t), t) = Shδ

i (x(t), t) =
1

18λ

(
3b2i − 6dix0 − 6di(b−

d

λ
)t− 6dib

3λ
+

+
1

9λ2
(d2 − d2i + 6ddi +

∑
j ̸=i

d2j
2
)

)
, (2.47)

Shζ
i (x(t), t) =

1

18λ

(
3b2i − 6dix0 − 6di(b−

d

λ
)t− 6dib

3λ
+

did

λ2

)
.

Заметим, что для рассматриваемой модели выражения для компо-
нент вектора Шепли (2.47) при использовании α- и δ-характеристи-
ческих функций совпадают, что является нетривиальным результа-
том, поскольку построение α-характеристической функции представ-
ляется наиболее сложным в смысле технической реализации.

Выигрыши игроков в ситуации равновесия по Нэшу вдоль опти-
мальной траектории совпадают со значениями V δ({i}, x(t), t), кото-
рые имеют вид (2.39). Тогда разница между выигрышем игроков в
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кооперативном и некооперативном варианте игры будет следующая:

Shα
i (x(t), t)− V δ({i}, x(t), t) = 1

162λ3
(d2 + 2d2i +

∑
j ̸=i

d2j
2
),

Shδ
i (x(t), t)− V δ({i}, x(t), t) = 1

162λ3
(d2 + 2d2i +

∑
j ̸=i

d2j
2
),

Shζ
i (x(t), t)− V δ({i}, x(t), t) = 1

54λ3
(d2i + did). (2.48)

Заметим, что выражения для разности в (2.48) не зависят от вре-
мени. Во всех трёх случаях полученные разности принимают неотри-
цательные значения, а это значит, что независимо от выбора способа
построения характеристической функции, кооперация оказывается
выгодной для каждого из игроков. При этом суммарное загрязнение
при кооперации уменьшается. Действительно,∑

i

ui(t) = b− d

λ
,

∑
i

uN
i (t) = b− d

3λ
,

значит ∑
i

ui(t) ≤
∑
i

uN
i (t).

2.5. Динамическая устойчивость кооперативного решения

В динамических играх важным свойством кооперативного реше-
ния является его динамическая устойчивость. В случае, если дележ
динамически устойчив, он остается оптимальным в любой подыгре
вдоль оптимальной траектории, при условии, что игроки руковод-
ствуются принципом оптимальности, выбранным в начале игры. По-
нятие динамической устойчивости впервые было введено Петросяном
Л.А. в работе [8]. В работе [9] предложен способ решения пробле-
мы динамической неустойчивости кооперативного решения для игр
с фиксированной продолжительностью при помощи схемы выплат,
получившей название процедуры распределения дележа. В работах
[26, 12] эти понятия были адаптированы для игр со случайным мо-
ментом окончания игры.
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Пусть LTmin(x0, t0) – множество дележей в игре ΓTmin(x0, t0),
MTmin(x0, t0) ⊂ LTmin(x0, t0) – принцип оптимальности в игре
ΓTmin(x0, t0). MTmin(x(t), t) – тот же принцип оптимальности в подыг-
ре ΓTmin(x(t), t), начинающейся в момент t из состояния x(t), где x(t)

– оптимальная кооперативная траектория.

Определение 2.1 ([12]). Вектор-функция β(ϑ) = (β1(ϑ), . . . , βn(ϑ)),
ϑ ∈ [t0,∞), i = 1, . . . , n называется процедурой распределения де-
лежа α ∈ LTmin(x0, t0) если

αi =

∫ ∞

t0

(1− F (t))βi(t)dt, i = 1, . . . , n.

Определение 2.2 ([12]). Принцип оптимальности MTmin(x0, t0) в
игре ΓTmin(x0, t0) называется динамически устойчивым, если для лю-
бого дележа ξ ∈ MTmin(x0, t0) существует такая ПРД, что

ξi =

∫ ϑ

t0

(1− F (t))βi(t)dt+ (1− F (ϑ))ξϑi ,∀ϑ ∈ [t0,∞), (2.49)

где ξϑi ∈ MTmin(x(ϑ), ϑ), F (t) = 1−
n∏

i=1

(1− Fi(t)).

Заметим, что в нашей задаче второе слагаемое в (2.49) стремится
к нулю при ϑ → ∞. Для более общего случая исследование свойств
функции цены в задачах с бесконечной продолжительностью игры
можно найти, например, в [1].

Теорема о виде ПРД, гарантирующей динамическую устойчивость
кооперативному решению в дифференциальной игре, была сформу-
лирована в [9], далее она была адаптирована для дифференциальной
игры со случайной продолжительностью в работе [10, 12], а для рас-
сматриваемого класса игр она будет иметь следующий вид.

Теорема 2.1. Если MTmin(x(t), t) ̸= ∅ для любого t ∈ [t0,∞), {ξti} ∈
MTmin(x(t), t) – абсолютно непрерывные функции времени t, t ∈ [t0;∞),
тогда принцип оптимальности MTmin(x0, t0) динамически устойчив
и ПРД можно вычислить по формуле

βi(t) = λ(t)ξti −
d

dt
ξti , {ξti} ∈ MTmin(x(t), t), (2.50)

где λ(t) =
n∑

i=1

λi(t).
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3. Теоретико-игровая задача управления вредными выбро-
сами на примере Иркутской области

Загрязнение атмосферы в городах и поселках области является
следствием выбросов веществ от предприятий теплоэнергетики, неф-
техимической, угольной, деревообрабатывающей промышленности,
автотранспорта и т. д. После изучения различных рейтингов горо-
дов России и крупных компаний по объему выбросов в воздух за-
грязняющих веществ для дальнейшего исследования было выбрано
экологическое положение в Иркутской области [35]. Из всех городов
Иркутской области самая острая экологическая обстановка наблюда-
ется в Братске. Город Братск на протяжении многих лет включается
в Приоритетный список городов России с самым высоким уровнем
загрязнения воздуха. Например, в перечне 100 самых загрязненных
городов в Российской Федерации 2011 г. Братск занимает 2-е место
[38].

Основными предприятиями, загрязняющими окружающую среду
в Братске, являются ОАО «РУСАЛ Братск», ОАО «Группа «ИЛИМ»
в г. Братске и подразделения ОАО «Иркутскэнерго» (ТЭЦ-6 и др.).

Рассмотрим численный пример решения кооперативной игры
управления вредными выбросами в Братске при n = 3, где в ка-
честве игроков выступают компании, которые являются основными
источниками загрязнения атмосферы в городе. Функция полезности
имеет рассмотренный ранее вид Ri(ui) − di(x), Ri(ui) = biui − 1

2
u2
i ,

di(x) = dix, где ẋ(t) = u1(t)+u2(t)+u3(t), где bi ⩾ 0 — коэффициент,
равный отношению общего дохода от производства i-ой компанией
(Pi) к объему общего загрязнения соответствующей компании (Vi),
di ⩾ 0 — величина штрафа, который зависит от суммарного загрязне-
ния. По данным о компаниях (см. таблицу 1) были найдены коэффи-
циенты bi. Для определения штрафов были использованы сведения
о том, какие выплаты за загрязнение атмосферы были произведены
компаниями в 2011 г.

Данные по чистой прибыли каждой из компаний [34, 36, 4] и за-
грязнению атмосферы соответствуют положению на 2011 [37] приве-
дены в табл. 1.

Согласно [4] чистая прибыль по производству и распределению
электроэнергии, газа и воды, в г. Братске за 2011 г. составляет 105,8



Об оптимальном управлении вредными выбросами 81

Таблица 1: Данные о компаниях

Компания Pi (млн.
руб.)

Vi (т)

ОАО «РУСАЛ Братск» 2481 86032,3
ОАО «Группа «ИЛИМ» в г. Братске 8 590 5612,679
Подразделения ОАО «Иркутскэнерго» 105,8 20235,7

млн руб. Наиболее крупными структурами в данном виде деятель-
ности являются подразделения ОАО «Иркутскэнерго». Поэтому дан-
ное число мы примем в качестве чистой прибыли по подразделениям
ОАО «Иркутскэнерго» в г. Братске.

Пусть Li – фактические платежи компании i за загрязнение ат-
мосферного воздуха.

Фактические платежи ОАО «РУСАЛ Братск» за загрязнение ат-
мосферного воздуха в 2011 г. – L1 = 140406, 6 тыс. руб. [37].

Фактические платежи ОАО «Группа «ИЛИМ» в г. Братске за
загрязнение атмосферного воздуха в 2011 г. – L2 = 11442, 4 тыс. руб.
[37].

Плата за выбросы в атмосферный воздух ОАО «Иркутскэнерго»
в 2011 г. составила 63695 тыс. руб. [37]. Из них, по нашим оценкам,
примерно L3 = 4100 тыс. руб. пришлось на подразделения, действу-
ющие в г. Братске.

bi ⩾ 0 — коэффициент, равный отношению общего дохода от про-
изводства i-ой компанией (Pi) к объему общего загрязнения соответ-
ствующей компании (Vi), di ⩾ 0 — величина штрафа Li, который
зависит от суммарного загрязнения, т.е.:

bi =
Pi

Vi

, (3.1)

di =
Li

V1 + V2 + V3

. (3.2)

На основе данных табл. 1 и данных о выплатах компаний за за-
грязнения окружающей среды были получены следующие результа-
ты, представленные в табл. 2.

Подставим полученные значения параметров bi, di в формулы
для оптимальных объемов выбросов, характеристической функции
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Таблица 2: Значения коэффициентов

Компания bi di
ОАО «РУСАЛ Братск» 28838,01 1254,97
ОАО «Группа «ИЛИМ» в г. Братске 1530463 102,27
Подразделения ОАО «Иркутскэнерго» 5228,4 36,65

(2.43), вектора Шепли (2.47) и компонент процедуры распределения
дележа (2.50), полученные в предыдущем разделе.

Значения α-, δ- и ζ-характеристических функций, полученные
при использовании найденных значений параметров приведены в табл.
3–5. При λ = 2:

V α(N, x(t), t) = V δ(N, x(t), t) = V ζ(N, x(t), t) = 107(19520, 41−36, 33t).

Таблица 3: α-характеристическая функция
V α({1}, x(t), t)/107 1, 476628− 32, 7094t

V α({2}, x(t), t)/107 19518, 8638− 2, 6656t

V α({3}, x(t), t)/107 0, 06852− 0, 9552t

V α({1, 2}, x(t), t)/107 19520, 34093− 35, 3749t

V α({1, 3}, x(t), t)/107 1, 54556− 33, 6646t

V α({2, 3}, x(t), t)/107 19518, 93235− 3, 6208t

Таблица 4: δ-характеристическая функция
V δ({1}, x(t), t)/107 1, 476709− 32, 7094t

V δ({2}, x(t), t)/107 19518, 8639− 2, 6656t

V δ({3}, x(t), t)/107 0, 06855− 0, 9552t

V δ({1, 2}, x(t), t)/107 19520, 34097− 35, 3749t

V δ({1, 3}, x(t), t)/107 1, 54562− 33, 6646t

V δ({2, 3}, x(t), t)/107 19518, 93243− 3, 6208t
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Таблица 5: ζ-характеристическая функция
V ζ({1}, x(t), t)/107 1, 476624− 32, 7094t

V ζ({2}, x(t), t)/107 19518, 8635− 2, 6656t

V ζ({3}, x(t), t)/107 0, 0681− 0, 9552t

V ζ({1, 2}, x(t), t)/107 19520, 34093− 35, 3749t

V ζ({1, 3}, x(t), t)/107 1, 54555− 33, 6646t

V ζ({2, 3}, x(t), t)/107 19518, 93163− 3, 6208t

Для каждого типа характеристической функции построен вектор
Шепли (см. табл. 6).

Таблица 6: Вектор Шепли
Shα(x(t), t)/107 = Shδ(x(t), t)/107 Shζ(x(t), t)/107

1, 4771− 32, 7094t 1, 47748− 32, 7094t

19518, 86411− 2, 6656t 19518, 86393− 2, 6656t

0, 06876− 0, 9552t 0, 06856− 0, 9552t

В табл. 7 приведены значения ∆α = Shα
i (x(t), t) − V δ({i}, x(t), t),

∆δ = Shδ
i (x(t), t) − V δ({i}, x(t), t), ∆ζ = Shζ

i (x(t), t) − V δ({i}, x(t), t),
которые показывают, насколько больше игроки получают при коопе-
рации. Очевидно, что во всех трех случаях для игроков коопера-

Таблица 7: ∆α, ∆δ, ∆ζ

∆α = ∆δ ∆ζ

3910 7910

2099, 9 299, 9

2100 100

тивное решение оказывается более выгодным, чем некооперативное.
Первый игрок имеет самый большой размер штрафа di и выигры-
вает от кооперации больше всех. При этом при кооперации общий
уровень загрязнения в каждый момент времени снижается на вели-
чину 2d

3λ
= 464, 63.
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Можно заметить, что для игроков выгодность использования ζ-
характеристической функции относительно других характеристиче-
ских функции зависит от значений штрафов di, i = 1, 2, 3. Действи-
тельно, согласно (2.46), маргинальные вклады игроков в коалиции,
которые учитывает вектор Шепли, имеют следующий вид:

V ζ({i, j}, x(t), t)− V ζ({k}, x(t), t) =

= V α({i, j}, x(t), t)− V α({k}, x(t), t) + (di + dj)
2

54λ3
− (dk)

2

27λ3
. (3.3)

Для первого игрока с наибольшим значением штрафа величины
(di+dj)

2

54λ3 − (dk)
2

27λ3 оказываются положительными, для остальных — от-
рицательными. Связано это с тем, что для построения, например,
V ζ({i, j}, x(t), t) используются оптимальные кооперативные страте-
гии игроков i и j ( ui = bi − di+dj+dk

3λ
, uj = bj − di+dj+dk

3λ
), завися-

щие от штрафа dk третьего игрока. В то же время стратегии иг-
роков i и j, используемые при построении V α({i, j}, x(t), t), не за-
висят от величины штрафа третьего игрока (ui = bi − di+dj

3λ
, uj =

bj − dj+dj
3λ

). Из чего следует, что значения V ζ({i, j}, x(t), t) получают-
ся меньше V α({i, j}, x(t), t) на величину, пропорциональную dk. Ана-
логично значения V ζ({k}, x(t), t) получаются меньше V α({k}, x(t), t)
на величину, пропорциональную di + dj. Значит, коалиция с игро-
ком с большим штрафом проигрывает меньше, чем эта же коалиция
без него. Отсюда получаем увеличение маргинальных полезностей, а
значит и увеличение значения компоненты вектора Шепли для этого
игрока.

При использовании процедуры распределения дележа, приведен-
ной в табл. 8, для игроков окажется нецелесообразным отклонение
от выбранного кооперативного принципа оптимальности вдоль всей
оптимальной кооперативной траектории.

Таблица 8: Процедура распределения дележа
βα(t)/107 = βδ(t)/107 βζ(t)/107

41, 5720− 196, 2564t 41, 57428− 196, 2564t

117115, 85− 15, 9936t 117115, 849− 15, 9936t

1, 36776− 5, 7312t 1, 36656− 5, 7312t
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4. Заключение

В работе была рассмотрена дифференциальная игра управления
объемами вредных выбросов, в которой продолжительность игры
определяется моментом отказа оборудования производства у какого-
либо из игроков. Параметры игры были вычислены исходя из реаль-
ного экологического положения г. Братска Иркутской области. Бы-
ло показано, что совместное урегулирование данной проблемы может
приносить экономическую выгоду игрокам, а также улучшать общую
экологическую обстановку в регионе.
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Abstract : The paper considers a differential game pollution control in
which the duration of the game is a random variable and is determined
by the moment of the first failure of the production equipment from
any of the players. Game parameters are calculated based on the real
ecological situation of the Irkutsk region. The three largest enterprises of
Bratsk, where one of the most acute environmental situations in Russia
is observed, are chosen as players. A solution was proposed that would
improve the overall ecological situation in the region
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