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Заметка продолжает работу [2], посвященную обобщению
известной теоремы Бондаревой-Шепли на случай нечетких ко-
оперативных игр n лиц. Изучаются условия V -сбалансирован-
ности трех классов нечетких игр: 1) нечетких игр трансфера-
бельных рынков [3], 2) игр, ассоциированных с линейно-произ-
водственными моделями [6] и 3) нечетких игр, порождаемых
моделями рационального распределения общественных издер-
жек при строительстве объектов транспортной инфраструкту-
ры (так называемых airport games [5]). Помимо условий, гаран-
тирующих непустоту ядер, дается также описание некоторых
видов недоминируемых дележей этих игр. Для нечетких игр
типа airport game такое описание является исчерпывающим.
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1. Введение

Настоящая заметка является продолжением работы [2], посвя-
щенной обобщению известной теоремы Бондаревой-Шепли на случай
нечетких TU кооперативных игр n лиц. В отличие от общих кон-
струкций упомянутой работы, ниже рассматриваются примеры кон-
кретных нечетких кооперативных игр, имеющих важное значение в
социально-экономических приложениях. Исследуются условия непу-
стоты ядер нечетких игр, порожденных трансферабельными рынка-
ми [3], линейно-производственными моделями [6] и задачами рацио-
нального распределения общественных издержек при финансирова-
нии объектов транспортной инфраструктуры [5,7]. К числу основных
результатов относится доказательство V -сбалансированности соот-
ветствующих обобщенных характеристических функций при тех же
условиях, которые обеспечивают сбалансированность стандартных
игр рынка и линейно-производственных игр. Что касается нечетких
игр, являющихся аналогами известных в литературе airport games
[5,7], то здесь, помимо сбалансированности, удается получить полное
описание недоминируемых дележей всех таких нечетких игр.

Работа состоит из пяти разделов. Помимо введения (раздел 1)
и секции, где излагаются необходимые понятия и обозначения (раз-
дел 2), имеется три основных раздела, посвященных рассмотрению
вышеперечисленных классов нечетких кооперативных игр. В разде-
ле 3 устанавливаются условия V -сбалансированности нечетких игр,
порождаемых трансферабельными рынками. В разделе 4 дается до-
казательство V -сбалансированности нечетких игр, характеризующих
эффективность кооперации в линейно-производственных моделях. По-
следний, пятый раздел, содержит обоснование сбалансированности
нечеткой игры «Аэропорт» (airport game) и описание анти-ядра этой
игры в самом общем виде.

2. Основные понятия и обозначения

Далее предполагается, что совокупность игроков составляет n-
элементное множество N = {1, . . . , n}. Важную роль в рассматрива-
емых задачах играют так называемые нечеткие коалиции игроков из
N. Напомним определение этих коалиций. Обозначим через IN еди-
ничный гиперкуб: IN = {τ = (τ1, . . . , τn) ∈ RN

∣∣ τi ∈ [0, 1], i ∈ N}.
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Согласно [4] совокупность σF нечетких коалиций, определенных на
множестве N, задается формулой σF = IN \{0}. Компонента τi нечет-
кой коалиции τ = (τ1, . . . , τn) указывает степень участия игрока i в
«большой коалиции» N (см., например, [4]). Напомним также [4], что
каждая стандартная коалиция S ⊆ N отождествляется с ее индика-
торной функцией eS ∈ IN , определяемой по формуле: (eS)i = 1 для
i ∈ S, и (eS)i = 0 для i ∈ N\S. Далее, для каждой τ = (τ1, . . . , τn) ∈ σF

через N(τ) будем обозначать носитель нечеткой коалиции τ : N(τ) =

{i ∈ N | τi > 0}. Как обычно, для вектора x = (x1, . . . , xn) ∈ RN

и множества S ⊆ N через xS ∈ RS обозначается сужение x на S :

(xS)i = xi, i ∈ S. Для сужения нечеткой коалиции τ на ее носитель
N(τ) будем использовать сокращение τ+ := τN(τ). Следуя [4], будем
применять обозначение Rτ := RN(τ). Наконец, через x ·y, как обычно,
обозначается скалярное произведение векторов x, y.

В указанных обозначениях рассматриваемые далее игры опреде-
ляются следующим образом (ср. с [4]).

Определение 2.1. Нечеткой TU кооперативной игрой n лиц, по-
рождаемой обобщенной характеристической функцией v : σF → R,

будем называть многозначное отображение τ 7→ Gv(τ), сопоставля-
ющее каждой нечеткой коалиции τ множество Gv(τ) достижимых
ею дележей, определяемое формулой

Gv(τ) = {x ∈ Rτ | τ+ · x ≤ v(τ)}.

В дальнейшем нечеткие TU кооперативные игры Gv будем отож-
дествлять с их характеристическими функциями v 1. Кроме того, эле-
менты множеств Gv(τ) будем называть дележами соответствующих
коалиций; при этом дележи «большой коалиции» eN будем называть,
для краткости, дележами игры v. Напомним еще, что в литературе
нечеткие TU кооперативные игры называются также нечеткими ко-
оперативными играми с побочными платежами.

Следуя [2], перенесем понятие сбалансированного семейства обыч-
ных коалиций на случай нечетких коалиций: конечное семейство
{τk}k∈K ⊆ σF называется F -сбалансированным семейством, если су-

1По аналогии с обычными играми, функция v доопределяется в начале коор-
динат соотношением v(0) = 0.
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ществуют числа λk ≥ 0, k ∈ K, такие, что выполняется равенство∑
k∈K

λkτk = eN . (2.1)

По аналогии с классическим определением из [1], неотрицательные
числа λk, фигурирующие в равенстве (2.1), будем называть весами,
отвечающими семейству {τk}k∈K . Совокупность всех F -сбалансирован-
ных семейств нечетких коалиций обозначим через ΣF .

Определение 2.2. Нечеткую кооперативную игру v : σF → R бу-
дем называть V -сбалансированной, если для любого F -сбалансирован-
ного семейства нечетких коалиций {τk}k∈K и отвечающего ему на-
бора весов λk, k ∈ K, выполняется неравенство∑

k∈K

λkv(τk) ≤ v(eN). (2.2)

Отметим, что неравенство (2.2) вполне аналогично неравенству, опре-
деляющему сбалансированность классических кооперативных игр [1].

Сформулируем основные понятия работы – определение блокиро-
вания в нечеткой игре v и понятие ядра этой игры [2].

Определение 2.3. Будем говорить, что нечеткая коалиция τ бло-
кирует дележ x ∈ Gv(eN), если существует дележ этой коалиции
y такой, что yi > xi для всех i ∈ N(τ).

Определение 2.4. Ядром нечеткой кооперативной игры v будем
называть совокупность всех дележей этой игры, не блокируемых
никакой коалицией τ ∈ σF . Ядро игры v будем обозначать через C(v).

Описание блокирования в развернутой форме имеет следующий вид:
нечеткая коалиция τ = (τ1, . . . , τn) блокирует дележ x = (xi)i∈N ∈
Gv(eN), если существует вектор y = (yi)i∈N(τ) ∈ Rτ такой, что

(b.1)
∑

i∈N(τ)

τiyi ≤ v(τ);

(b.2) yi > xi, i ∈ N(τ).

Используя соотношения (b.1) и (b.2), нетрудно убедиться, что спра-
ведлив следующий аналог описания ядра классической кооператив-
ной игры.
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Предложение 2.1. [2] Ядро C(v) нечеткой кооперативной игры v

совпадает с множеством решений бесконечной системы линейных
неравенств

C(v) = {x ∈ RN | eN · x = v(eN), τ · x ≥ v(τ), τ ∈ σF}. (2.3)

Применяя предложение 2.1 и теорему двойственности линейного
программирования, удается получить следующий аналог теоремы
Бондаревой-Шепли [1,8], дающий критерий непустоты ядра нечет-
кой кооперативной игры с побочными платежами (доказательство
см. в [2]).

Теорема 2.1. [2] Ядро C(v) нечеткой кооперативной игры v с по-
бочными платежами непусто тогда и только тогда, когда харак-
теристическая функция v является V -сбалансированной.

3. Нечеткая игра трансферабельного рынка

Трансферабельный рынок (рынок с трансферабельной полезно-
стью в терминологии [3]) определяется следующим набором пара-
метров

E =< N, {X̂i, ŵ
i, ûi}i∈N >, (3.1)

где N = {1, . . . , n} – множество экономических агентов, а X̂i =

Rl
+ × R, ŵi = (wi, 0) ∈ Rl

+ × R и ûi(x, ζ) = ui(x) + ζ – их потре-
бительские множества, начальные запасы и функции полезности, со-
ответственно. Последняя компонента ζ набора x̂ = (x, ζ) ∈ Rl

+ × R
указывает количество денег в этом наборе, а функция ui : Rl → R
измеряет полезность «товарной» составляющей x в наборе x̂ («товар-
ные» составляющие в наборах ŵi определяются векторами wi ∈ Rl

+).
Таким образом, речь идет о рынке с функциями полезности, значе-
ния которых измеряются в единой денежной шкале При этом допус-
кается свободный обмен денег внутри любой из возможных коалиций
S ⊆ N (дальнейшие подробности, касающиеся интерпретации модели
можно найти, например, в [3,7]).

Напомним [3], что кооперативная игра vE рынка E определяется
формулой

vE(S) = sup {
∑
i∈S

ui(x
i)
∣∣ (xi)i∈S ∈ XE(S)}, S ⊆ N,
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где

XE(S) = {(xi)i∈S ∈ (Rl
+)

S
∣∣ ∑

i∈S

xi =
∑
i∈S

wi}.

Рассмотрим следующее продолжение vfE функции vE на множество
нечетких коалиций σF

vfE (τ) = sup {
∑

i∈N(τ)

τiui(x
i)
∣∣ (xi)i∈N(τ) ∈ XE(τ)}, τ ∈ σF , (3.2)

где

XE(τ) = {(xi)i∈N(τ) ∈
∏

i∈N(τ)

Xi

∣∣ ∑
i∈N(τ)

τix
i =

∑
i∈N(τ)

τiw
i}, τ ∈ σF .(3.3)

Определение 3.1. Функцию vfE , определенную формулами (3.2),(3.3)
будем называть нечеткой игрой рынка E .

Приведем условия, гарантирующие V -сбалансированность игры
vfE .

Предложение 3.1. Если функции ui непрерывны и вогнуты, то
нечеткая игра рынка vfE является V -сбалансированной.

Доказательство. Отметим сразу же, что в силу неотрицательности
векторов wi, i ∈ N, каждое множество X(τ), τ ∈ σ, будучи совокуп-
ностью решений системы линейных уравнений и неравенств∑

i∈N(τ)

τix
i
r =

∑
i∈N(τ)

τiw
i
r, xi

r ≥ 0, i ∈ N(τ), r = 1, . . . , l,

является непустым замкнутым множеством. Далее, в силу неравенств

0 ≤ xj
r ≤

∑
i∈N(τ)

τiw
i
r/τj, j ∈ N(τ), r = 1, . . . , l,

все множества X(τ), τ ∈ σF , являются ограниченными. Таким об-
разом, для каждого τ ∈ σF совокупность коалиционных распреде-
лений X(τ) является непустым ограниченным замкнутым множе-
ством. Но тогда, ввиду компактности этих множеств и непрерывно-
сти функций ui, для каждой коалиции τ существует распределение
x(τ) = (xi(τ))i∈N(τ) ∈ X(τ) такое, что

vfE (τ) =
∑

i∈N(τ)

τiui(x
i(τ)), τ ∈ σF .
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Рассмотрим произвольное сбалансированное семейство {τk}k∈K и от-
вечающую ему систему весов {λk}k∈K . Согласно вышесказанному,
для каждого k ∈ K существует распределение x(τk) = (xi(τk))i∈N(τk) ∈
X(τk) такое, что

vfE (τk) =
∑
i∈Nk

τkiui(x
ki), k ∈ K, (3.4)

где Nk = N(τk), x
ki = xi(τk) и τki = (τk)i. Умножая равенства (3.4)

на соответствующие балансирующие коэффициенты λk, и суммируя
левые и правые части, получаем∑

k∈K

λkv
f
E (τk) =

∑
k∈K

λk(
∑
i∈Nk

τkiui(x
ki)). (3.5)

Далее, вводя обозначения µki = λkτki, i ∈ Nk, k ∈ K, определим
наборы

x̄i =
∑
k∈Ki

µkix
ki, i ∈ N, (3.6)

где Ki = {k ∈ K | i ∈ Nk}, i ∈ N. Убедимся, что распределение
x̄ = (x̄i)i∈N принадлежит множеству X(eN). Складывая равенства
(3.6) и меняя порядок суммирования, получаем соотношения

∑
i∈N

x̄i =
∑
i∈N

∑
k∈Ki

µkix
ki =

∑
k∈K

∑
i∈Nk

µkix
ki =

∑
k∈K

λk(
∑
i∈Nk

τkix
ki). (3.7)

Поскольку распределения (xki)i∈Nk
по построению принадлежат X(τk)

для каждого k ∈ K, последняя сумма в цепочке (3.7), согласно фор-
муле (3.3) удовлетворяет равенству∑

k∈K

λk(
∑
i∈Nk

τkix
ki) =

∑
k∈K

λk(
∑
i∈Nk

τkiw
i).

Отсюда, еще раз используя (3.7) и соотношения µki = λkτki, k ∈
K, i ∈ Nk, получаем∑

i∈N

x̄i =
∑
k∈K

λk(
∑
i∈Nk

τkiw
i) =

∑
i∈N

(
∑
k∈Ki

µkiw
i). (3.8)
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Из того, что веса λk являются балансирующими для семейства {τk}k∈K ,
вытекают равенства∑

k∈Ki

µki =
∑
k∈Ki

λkτki = 1, i ∈ N. (3.9)

Значит, объединяя цепочки равенств (3.8) и (3.9), имеем:
∑
i∈N

x̄i =∑
i∈N

wi, что и завершает доказательство включения x̄ = (x̄i)i∈N ∈

X(eN).

Далее, учитывая неотрицательность чисел µki и соотношения (3.6)
и (3.9), получаем: для каждого i ∈ N набор x̄i является выпуклой
комбинацией наборов xki, k ∈ Ki. Отсюда, с учетом вогнутости функ-
ций ui, имеем

ui(x̄
i) ≥

∑
k∈Ki

µkiui(x
ki), i ∈ N.

Суммируя эти неравенства и учитывая соотношения (3.4), (3.5) и
равенства µki = λkτki, i ∈ Nk, k ∈ K, получаем

vfE (eN) ≥
∑
i∈N

ui(x̄
i) ≥

∑
i∈N

∑
k∈Ki

µkiui(x
ki) =

=
∑
k∈K

λk

∑
i∈Nk

τkiui(x
ki) =

∑
k∈K

λkv
f
E (τk),

что и доказывает требуемое неравенство

vfE (eN) ≥
∑
k∈K

λkv
f
E (τk).

На основании теоремы 2.1 и предложения 3.1 получаем следую-
щую теорему об условиях непустоты ядра нечеткой кооперативной
игры трансферабельного рынка (3.1).

Теорема 3.1. Если функции полезности ui, i ∈ N, непрерывны и
вогнуты, то ядро C(vfE ) нечеткой игры vfE трансферабельного рынка
E непусто.
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4. Нечеткая игра «Инвесторы»

Ниже устанавливается, что ядро нечеткой игры «Инвесторы», яв-
ляющейся продолжением на нечеткие коалиции известной LP -игры
[6], непусто при тех же условиях, что и ядро самой LP -игры. Со-
гласно [6], LP-игра v(A,b,c) определяется ее технологической l × m-
матрицей A = (aj)mj=1, набором ресурсов bi ∈ Rl, i ∈ N = {1, . . . , n},
имеющихся у инвесторов i ∈ N, и вектором c = (c1, . . . , cm), ха-
рактеризующим величину прибыли, получаемой при единичной ин-
тенсивности использования производственных способов aj, j ∈ M =

{1, . . . ,m}. При этом компоненты ajk вектора aj указывают производ-
ственные издержки продукта k ∈ L = {1, . . . , l} при выпуске единицы
продукта j ∈ M. При объединении ресурсов какой - либо частью ин-
весторов S ⊆ N, максимальный доход от использования технологии,
описываемой матрицей A и вектором c, определяется формулой

v(A,b,c)(S) = sup {c · x | Ax ≤
∑
i∈S

bi, x ≥ 0}, S ⊆ N. (4.1)

Известно [6], что при неотрицательности матрицы A и векторов bi

ядро игры v(A,b,c) непусто. Далее устанавливается, что эти же усло-
вия гарантируют непустоту ядра и для следующей «фаззификации»
vf(A,b,c) игры v(A,b,c) (называемой в дальнейшем нечеткой игрой «Ин-
весторы»)

vf(A,b,c)(τ) = sup {c · x
∣∣ Ax ≤

∑
i∈N

τib
i, x ≥ 0}, τ ∈ σF (4.2)

(другими словами, предполагается, что нечеткая коалиция
τ = (τ1, . . . , τn) располагает ресурсами в объеме

∑
i∈N

τib
i).

Согласно теореме 2.1, для доказательства непустоты ядра игры
vf(A,b,c) при вышеуказанных условиях достаточно убедиться, что эти
условия гарантируют V -сбалансированность игры «Инвесторы».

Предложение 4.1. Если A ≥ 0 и bi ≥ 0 для каждого i ∈ N, то
нечеткая игра vf(A,b,c) является V -сбалансированной.

Доказательство. Прежде всего отметим, что в условиях предложе-
ния 4.1 множество допустимых решений задачи

c · x → max
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Ax ≤
∑
i∈N

τib
i, (Aτ )

x ≥ 0

непусто и компактно для каждой коалиции τ ∈ σF .

Рассмотрим произвольное F -сбалансированное семейство {τk}k∈K
и отвечающую ему систему весов {λk}k∈K . Учитывая разрешимость
задач (Aτ ), получаем: для каждого k ∈ K существует допустимое
решение x(k) задачи (Aτk) такое, что

vf(A,b,c)(τk) = c · x(k). (4.3)

Построим вектор x̄ по формуле

x̄ =
∑
k∈K

λkx(k). (4.4)

Ясно, что в силу неотрицательности весов λk вектор x̄ неотрицателен
и, согласно условиям (Aτ ) и (4.4), удовлетворяет соотношениям

Ax̄ =
∑
k∈K

λkAx(k) ≤
∑
k∈K

λkb(τk) = b(eN), (4.5)

где

b(τ) =
∑
i∈N

τib
i при τ = (τ1, . . . , τn) ∈ σF .

Понятно, что в проверке нуждается только последнее равенство в
цепочке (4.5). Меняя порядок суммирования в предпоследнем выра-
жении из (4.5), и полагая τk = (τk1, . . . , τkn), получаем∑

k∈K

λkb(τk) =
∑
k∈K

λk

∑
i∈N

τkib
i =

∑
i∈N

∑
k∈K

λkτkib
i.

Отсюда, с учетом равенств
∑
k∈K

λkτki = 1, i ∈ N, вытекающих из соот-

ношения
∑
k∈K

λkτk = eN , получаем требуемое:
∑
k∈K

λkb(τk) = b(eN). Сле-

довательно, вектор x̄ является допустимым решением задачи (AeN ).

Далее, в силу соотношений (4.3) и (4.4) имеем

c · x̄ =
∑
k∈K

λkc · x(k) =
∑
k∈K

λkv
f
(A,b,c)(τk).
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Значит, ввиду неравенства c · x̄ ≤ vf(A,b,c)(eN), вытекающего из форму-
лы (4.2), имеем требуемое соотношение

∑
k∈K

λkv
f
(A,b,c)(τk) ≤ vf(A,b,c)(eN),

что и завершает доказательство V -сбалансированности нечеткой иг-
ры vf(A,b,c).

На основании теоремы 2.1 и предложения 4.1 получаем следую-
щую теорему об условиях непустоты ядра нечеткой игры vf(A,b,c).

Теорема 4.1. Если A ≥ 0 и bi ≥ 0 для каждого i ∈ N, то ядро
нечеткой игры vf(A,b,c) непусто.

Замечание 4.1. Если через y∗τ обозначить решение задачи

b(τ) · y → min

aj · y ≥ cj, j ∈ M, (A∗
τ )

y ≥ 0,

двойственной к задаче (Aτ ), то при τ = eN дележ u∗ = (u∗
1, . . . , u

∗
n),

где u∗
i = bi · y∗eN , i ∈ N, принадлежит ядру C(vf(A,b,c)). Проверка осу-

ществляется по той же схеме, что и для включения u∗ ∈ C(v(A,b,c)),

установленного в [6] (напомним, что v(A,b,c) определяется формулой
(4.1)). Именно, ввиду того, что y∗ = y∗eN является допустимым ре-
шением каждой двойственной задачи (A∗

τ ), τ ∈ σF , получаем: для
каждой нечеткой коалиции τ ∈ σF , справедливы соотношения

u∗ · τ =
(∑

i∈N

τib
i
)
· y∗ ≥ min {b(τ) · y

∣∣ aj · y ≥ cj, j ∈ M ; y ≥ 0}.(4.6)

В силу теоремы двойственности имеем: vf(A,b,c)(τ) = a∗(τ) для каждого
τ ∈ σF , где

a∗(τ) = min{b(τ) · y
∣∣ aj · y ≥ cj, j ∈ M ; y ≥ 0}.

Отсюда, на основании неравенства (4.6) получаем u∗ · τ ≥ vf(A,b,c)(τ)

для всех τ ∈ σF , что, ввиду равенств vf(A,b,c)(eN) = a∗(eN) = b(eN) ·
y∗ = u∗ · eN , и означает справедливость проверяемого включения
u∗ ∈ C(vf(A,b,c)).
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5. Нечеткая игра «Аэропорт»

Имеется n авиакомпаний, объединяющих свои ресурсы для стро-
ительства взлетно-посадочной полосы (ВПП) нового аэропорта. Ком-
пании располагают самолетами, требующими ВПП длины ai, i ∈ N,

где N = {1, . . . , n} – совокупность упомянутых авиакомпаний. По-
ложим A = {ai

∣∣ i ∈ N} и будем считать, для определенности, что
a1 < a2 < . . . < an. Предполагается, для простоты, что издержки на
строительство указанных полос совпадают с величинами ai, i ∈ N.

Обозначим через vA функцию издержек, необходимых для строи-
тельства полос, способных обслуживать самолеты всех типов, пред-
ставленных в коалициях S ⊆ N :

vA(S) = max {ai
∣∣ i ∈ S}, S ⊆ N. (5.1)

Ясно, что vA(N) = an. При этом одна из задач определения коалицион-
но-стабильного распределения издержек an на строительство полосы,
способной обслуживать всех участников i ∈ N, состоит в отыскании
элемента «анти-ядра» C−(vA) игры vA, где

C−(vA) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi = an,
∑
i∈S

xi ≤ vA(S), S ⊆ N} (5.2)

(подробности, касающиеся игры vA, см. в [5,7]).
Известно [5], что анти-ядро C−(vA) непусто при любом выборе по-

ложительных чисел ai (нетрудно проверить, что оно всегда содержит
дележи (0, 0, . . . , an) и (a1, a2−a1, . . . , an−an−1)). Рассмотрим один из
вариантов конкретизации выбора из множества C−(vA), состоящий в
некоторой естественной «фаззификации» vfA игры vA, и последующем
выборе дележа из более узкого анти-ядра игры vfA. Именно, введем
продолжение vfA функции vA (заданной правилом (5.1)) на σF , опре-
деляемое формулой

vfA(τ) = max {τiai | i ∈ N(τ)}, τ ∈ σF . (5.3)

Учитывая специфику задачи рационального распределения издер-
жек (не прибыли!), определим понятие доминирования на множестве
допустимых дележей G−

A(eN) = G−
vfA
(eN) = {x ∈ RN

∣∣ ∑
i∈N

xi ≥ an}.
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Определение 5.1. Будем говорить, что нечеткая коалиция τ =

(τ1, . . . , τn) доминирует дележ x = (x1, . . . , xn) ∈ G−
A(eN), если суще-

ствует вектор y = (y1, . . . , yn) ∈ Rτ такой, что
(c.1)

∑
i∈N(τ)

τiyi ≥ vfA(τ);

(c.2) yi < xi, i ∈ N(τ).

Определение 5.2. Анти-ядром нечеткой кооперативной игры vfA
будем называть совокупность всех дележей этой игры, не домини-
руемых никакой коалицией τ ∈ σF . Анти-ядро игры vfA будем обозна-
чать через C−(vfA).

Нетрудно убедиться, что анти-ядро C−(vfA) нечеткой игры vfA имеет
представление, аналогичное описанию анти-ядра, стандартной игры
vA, данному формулой (5.2). Именно, справедлив следующий аналог
(5.2):

C−(vfA) = {x ∈ RN
∣∣ eN · x = vfA(eN), τ · x ≤ vfA(τ), τ ∈ σF}. (5.4)

Применяя теорему 2.1 к нечеткой игре v = −u и совершая необходи-
мые элементарные преобразования, получаем, что анти-ядро нечет-
кой игры u непусто тогда и только тогда, когда для любого F -сбалан-
сированного семейства нечетких коалиций {τk}k∈K и отвечающего
ему набора балансирующих весов {λk}k∈K выполняется неравенство∑

k∈K

λku(τk) ≥ u(eN). (5.5)

Проверяя выполнение этого критерия для нечеткой игры vfA, получа-
ем: для любого сбалансированного семейства {τk}k∈K и отвечающего
ему семейства балансирующих весов {λk}k∈K выполняются соотно-
шения (ниже используются обозначения τk = (τk1, . . . , τkn), k ∈ K):∑

k∈K

λkv
f
A(τk) =

∑
k∈K

λkai(k)τki(k),

где, согласно формуле (5.3), номера i(k) для каждого k ∈ K опреде-
ляются из условий

ai(k)τki(k) ≥ aiτki, i ∈ N.
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В частности, выполняются следующие соотношения

vfA(τk) = ai(k)τki(k) ≥ anτkn, k ∈ K.

Умножая их на соответствующие веса λk и суммируя левые и правые
части, получаем∑

k∈K

λkv
f
A(τk) =

∑
k∈K

λkai(k)τki(k) ≥ an(
∑
k∈K

λkτkn).

Отсюда, учитывая равенство
∑
k∈K

λkτk = eN , имеем требуемый вари-

ант соотношения (5.5) для u = vfA :∑
k∈K

λkv
f
A(τk) ≥ an = vfA(eN).

Итак, анти-ядро нечеткой игры vfA непусто. Покажем, что оно
состоит из единственного элемента (который и предлагается в каче-
стве коалиционно-стабильного распределения общих издержек меж-
ду участниками большой коалиции N). Именно, полагая mA =

(0, 0, . . . , an), убедимся, что справедлива формула

C−(vfA) = { mA }. (5.6)

Поскольку, по определению, выполняется вложение C−(vfA) ⊆ C−(vA),

для доказательства формулы (5.6) достаточно установить, что вся-
кий элемент анти-ядра C−(vA), имеющий хотя бы одну ненулевую
компоненту с номером k ̸= n, не принадлежит множеству C−(vfA).

Итак, пусть дележ x = (x1, . . . , xn) принадлежит анти-ядру C−(vA),

и в то же время xk ̸= 0 для некоторого k ∈ N \ {n}. Рассмотрим
нечеткую коалицию τA = (τA1 , . . . , τ

A
n ), определяемую формулой

τAi = a1/ai, i ∈ N.

Ясно, что vfA(τ
A) = a1. Значит, для нашей цели достаточно уста-

новить неравенство τA · x > a1, доказывающее, что x не принадле-
жит анти-ядру C−(vfA). Переходя к установлению указанного нера-
венства, отметим, что все компоненты вектора x неотрицательны,
что вытекает из соотношений

∑
i∈N

xi = an,
∑

j∈N\{i}
xj ≤ vA(N \ {i}) ≤
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an, i ∈ N (напомним, что x принадлежит анти-ядру C−(vA)). Учиты-
вая неотрицательность компонент векторов x и τA, получаем нера-
венство

τA · x =
∑

i∈N\{n}

xi
a1
ai

+ xn
a1
an

≥
( ∑
i∈N\{n}

xi

)a1
an

+ xn
a1
an

= a1. (5.7)

Поскольку a1/ai > a1/an для всех i ∈ N \ {n} и, по предположению,
одно из слагаемых суммы

∑
i∈N\{n}

xi строго положительное (при том,

что остальные неотрицательные), неравенство в соотношении (5.7)
является строгим. Но неравенство τA · x > vfA(τ

A) в силу формулы
(5.4) и означает, что x не принадлежит анти-ядру C−(vfA).

Суммируя вышесказанное, получаем следующее утверждение.

Теорема 5.1. При любых значениях положительных чисел a1 <

a2 < . . . < an нечеткая игра vfA является V −-сбалансированной, а ее
анти-ядро состоит из единственного дележа mA = (0, 0, . . . , an).
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