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Для неантагонистической дифференциальной игры двух лиц
специального вида построены универсальные позиционные стра-
тегии. Динамика первого игрока определяется его собственной
позицией и управлением, в то время как динамика второго иг-
рока зависит от позиций обоих игроков и собственного управ-
ления. Позиционные стратегии строятся с помощью решения
системы уравнений Гамильтона–Якоби, которая имеет иерар-
хический тип. В статье показано, что решение системы урав-
нений Гамильтона–Якоби лежит в классе многозначных отоб-
ражений. Получена связь выигрышей игроков с обобщенным
решением системы уравнений Гамильтона–Якоби.
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1. Введение

Статья посвящена построению позиционных равновесных стра-
тегий для неантагонистической дифференциальной игры двух лиц,
основанному на решение системы уравнений Гамильтона–Якоби. Из-
вестно два подхода к построению позиционных стратегий в неанта-
гонистической дифференциальной игре. Первый подход связан с на-
казанием игроков, которые отклоняются от оптимальной стратегии,
согласно которой действуют остальные игроки. Второй подход осно-
ван на решении сильно связанной системы уравнений Гамильтона–
Якоби. Интерес ко второму подходу связан с построением устойчи-
вых стратегий в дифференциальной игре. Этот подход рассматривал-
ся в работах [12,13,15], где решение системы уравнений Гамильтона–
Якоби предполагалось гладким. Однако решение системы уравнений
Гамильтона–Якоби даже в случае антагонистической дифференци-
альной игры может быть негладким [6]. В работе [2] приведен при-
мер, когда решение системы уравнений Гамильтона–Якоби разрывно
при достаточно гладких начальных данных. В теории сильно связан-
ных систем уравнений Гамильтона–Якоби нет общих результатов о
существовании решения. Исследованы частные случаи систем урав-
нений Гамильтона–Якоби, в которых удалось построить непрерывное
решение [10,11]. В этих случаях предполагалось, что динамика игро-
ков описывается простыми движениями в R.

В статье построено многозначное решение системы уравнений
Гамильтона–Якоби. Рассмотрен случай, когда динамика и функци-
онал платы первого игрока не зависят от действий второго игрока.
Таким образом, рассматриваемая система уравнений Гамильтона –
Якоби имеет иерархический вид. Мы рассмотрим дифференциаль-
ную игру в R2. Используя решение системы уравнений Гамильтона–
Якоби, мы строим позиционные стратегии для неантагонистической
дифференциальной игры двух лиц. В статье показано, что выигры-
ши игроков совпадают с многозначным решением системы уравне-
ний Гамильтона–Якоби. Данные результаты обобщают результаты
работы [3], в которой построено равновесие по Нэшу в классе про-
граммных стратегий на основе сильно связанной системы уравнений
Гамильтона–Якоби и динамикой, зависящей только от управления
лидера. Отметим, что в настоящей работе рассматривается динамика
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более общего вида, которая зависит от управлений лидера и ведомого
игрока.

2. Постановка задачи

Рассмотрим неантагонистическую дифференциальную игру двух
лиц с динамикой вида

ẋ1 = f1(t, x1, u), x1(t0) = x01, u ∈ U, (2.1)

ẋ2 = f2(t, x, v), x2(t0) = x02, v ∈ V. (2.2)

Здесь t ∈ [0, T ], x = (x1, x2) ∈ R2, U, V – компакты в R. Обозначим
множество допустимых управлений первого игрока символом Ũ :

Ũ = {u : [t0, T ] → U : u – измеримые функции}, (2.3)

а множество допустимых управлений второго игрока символом Ṽ :

Ṽ = {v : [t0, T ] → V : v – измеримые функции}, (2.4)

Первый игрок максимизирует следующий функционал платы

I1(t0, x
0
1;u(·)) = σ1(x1(T )) +

T∫
t0

g1(t, x1(t), u(t))dt→ max
u(·)∈Ũ

,

функционал платы второго игрока имеет вид

I2(t0, x0;u(·), v(·)) = σ2(x(T )) +

T∫
t0

g2(t, x1(t), x2(t), v(t))dt→ max
v(·)∈Ṽ

.

Отметим, что динамика и функционал платы первого игрока не
зависят от действий второго игрока. Отсюда следует, что первый иг-
рок решает задачу оптимального управления. Динамика и функци-
онал платы второго игрока зависят от позиции первого игрока. Под-
ставляя известную траекторию первого игрока x1(·; x01) в динамику
и функционал платы второго игрока, получим задачу оптимального
управления для второго игрока.

Предполагаем, что
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A1 фунция f1 : [0, T ]×R×U → R липшицева по переменным t, x1 и
удовлетворяет условию подлинейного роста по x1.

A2 функция σ1 : R → R липшицева, g1 непрерывна, удовлетворяет
условию подлинейного роста по x1, и при любых (t, x1) векто-
грамма (f1(t, x1, U), g1(t, x1, U)) выпукла.

A3 функция f2 : [0, T ]×R2 × V → R липшицева по t, x и удовлетво-
ряет условию подлинейного роста по x.

A4 функция σ2 : R2 → R липшицева, g2 непрерывна, удовлетворяет
условию подлинейного роста по x, и при любых (t, x) векто-
грамма (f2(t, x, V ), g2(t, x, V )) выпукла.

Из предположений A2, A4 (выпуклость вектограмм) и непрерыв-
ности функций g1, g2 следует, что максимум в функционалах I1, I2
достигается [1].

3. Задача оптимального управления первого игрока

Мы построим позиционное управление первого игрока, опираясь
на решение соответствующего уравнения Гамильтона–Якоби. Рас-
смотрим отображение

φ1 : [t0, T ]× R → R,

определенное следующим образом:

φ1(t0, x
0
1) = max

u(·)∈Ũ
I1(t0, x

0
1;u(·)),

где Ũ задано (2.3). Отображение φ1 называется функцией цены пер-
вого игрока. Построим гамильтониан для задачи (2.1), (2.3) с функ-
ционалом платы I1:

H1(t, x1, p) = max
u∈U

[f1(t, x1, u)p+ g1(t, x1, u)] = (3.1)

f1(t, x1, u
∗(t, x1, p))p+ g1(t, x1, u

∗(t, x1, p)),

где p – сопряженная переменная, u∗ : [0, T ]×R×R → U – измеримая
функция, удовлетворяющая условию

u∗(t, x1, p) ∈ Argmax
u∈U

{f1(t, x1, u)p+ g1(t, x1, u)}. (3.2)
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Покажем, что такая измеримая функция существует. Функция вида
F1(t, x1, p, u) = f1(t, x1, u)p + g1(t, x1, u) является функцией Каратео-
дори. Проверим определение функции Каратеодори:

1. для каждого u ∈ U , функция F1(·, ·, ·, u) : [0, T ] × R × R → R
измерима;

2. для каждого (t, x1, p) ∈ [0, T ] × R × R, функция F1(t, x1, p, ·) :

U → R непрерывна.
Из теоремы об измеримом максимуме следует, что измеримый се-

лектор u∗ : [0, T ] × R × R → U , удовлетворяющий условию (3.2),
существует [8].

Известно из работы [6], что функция цены φ1 является единствен-
ным минимаксным/вязкостным решением задачи Коши

∂φ1(t, x1)

∂t
+H1(t, x1, Dx1φ1(t, x1)) = 0, φ1(T, x1) = σ1(x1), (3.3)

гдеH1 задано (3.1). Напомним некоторые свойства минимаксного/вяз-
костного решения [7]:

1. минимаксное/вязкостное решение φ1 является липшицевой функ-
цией;

2. минимаксное/вязкостное решение φ1 дифференцируемо по лю-
бому направлению в произвольной точке (t, x1) ∈ [0, T ]× R.

Чтобы определить движение системы (2.1) под действием позици-
онного управления, мы используем формализацию пошаговых дви-
жений, предложенную Н.Н. Красовским и А.И. Субботиным [4]. В
работе [7] доказано, что универсальное позиционное управление при-
надлежит классу разрывных функций и имеет вид

u0(t, x1) ∈ Argmax
u∈U

[ dφ1(t, x1)

d(1, f1(t, x1, u))
+ g1(t, x1, u)

]
. (3.4)

Здесь dφ1(t,x1)
d(1,f1(t,x1,u))

обозначает производную функции φ1 по направле-
нию (1, f1(t, x1, u)).

Обозначим символом U0(t0, x
0
1) множество оптимальных программ-

ных управлений u(·) ∈ Ũ задачи (2.1) с начальным условием x1(t0) =

x01 и функционалом I1. Обозначим через X1(t0, x
0
1) множество траек-

торий x1(·;x01) : [t0, T ] → R таких, что

ẋ1(t) = f1(t, x1(t), u(t)), x1(t0) = x01, u(·) ∈ U0(t0, x
0
1).
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Из предположений A1, A2 следует, что для любого компакта D0 ⊂
[0, T ] × R и (t0, x

0
1) ∈ D0 существуют константы M0, M1 > 0 такие,

что
|x1(t)| ≤M0, |ẋ1(t)| ≤M1, t ∈ [t0, T ].

Из теоремы Арцела–Асколи [1] следует, что для любой (t0, x
0
1) мно-

жество X1(t0, x
0
1) является компактом в C[t0, T ].

4. Задача оптимального управления для второго игрока

Ранее мы построили оптимальное управление и оптимальную тра-
екторию первого игрока. Подставим оптимальную траекторию x1(·;x01)
первого игрока в динамику второго игрока и рассмотрим вспомога-
тельную задачу оптимального управления.

ẋ2 = f2(t, x1(t; x
0
1), x2, v), x1(t0) = x01, x2(t0) = x02. (4.1)

Гамильтониан для задачи (4.1) с функционалом I2 при фиксиро-
ванной траектории x1(·;x01) ∈ X1(t0, x

0
1) имеет вид

H2(t, x2, q2; x1(·;x01)) = (4.2)

max
v∈V

[f2(t, x1(t;x
0
1), x2, v)q2 + g2(t, x1(t;x

0
1), x2, v)] =

f2(t, x1(t;x
0
1), x2, v

∗(t, x2, q2; x
0
1))q2 + g2(t, x1(t; x

0
1), x2, v

∗(t, x2, q2; x
0
1)),

где

v∗(t, x2, q2;x
0
1) ∈ (4.3)

Argmax
v∈V

{f2(t, x1(t; x01), x2, v)q2 + g2(t, x1(t; x
0
1), x2, v)}.

Напомним, что функция

F2(t, x2, q2, v; x1(t; x
0
1)) = f2(t, x1(t; x

0
1), x2, v)q2 + g2(t, x1(t; x

0
1), x2, v)

является функцией Каратеодори. Действительно, из определения функ-
ции Каратеодори имеем:

1. для любого v ∈ V функция F2(·, ·, ·, v; x1(t; x01)) : [0, T ]×R×R →
R измерима;

2. для любого (t, x2, q2) ∈ [0, T ]×R×R функция F2(t, x2, q2, ·;x1(t;x01)) :
V → R непрерывна.
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Из теоремы об измеримом максимуме [8] следует, что функция
v∗ : [0, T ]× R× R → V , удовлетворяющая условию (4.3), измерима.

Отметим, что для заданной траектории x1(·;x01) ∈ X1(t0, x
0
1) га-

мильтониан H2(·, ·, ·;x1(·;x01)) липшицев по переменным x2, q2 соглас-
но предположениям A3, A4.

Рассмотрим отображение

φ2(·, ·;x1(·;x01)) : [t0, T ]× R → R,

определенное следующим образом:

φ2(t0, x
0
2; x1(·;x01)) = max

v(·)∈Ṽ
I2(t0, x0;u

∗(·), v(·)),

где Ṽ задано формулой (2.4), u∗(·) ∈ U0(t0, x
0
1). Отображение φ2 назы-

вается функцией цены второго игрока при фиксированной траекто-
рии x1(·;x01), порожденной оптимальным управлением u∗(·) первого
игрока. Из работы [6] известно, что функция цены φ2 – единственное
минимаксное/вязкостное решение задачи Коши

∂φ2

∂t
+H2(t, x2, Dx2φ2;x1(·;x01)) = 0, (4.4)

φ2(T, x2) = σ2(x1(T ;x
0
1), x2).

Используя формализацию пошаговых движений, предложенную
Н.Н. Красовским и А.И. Субботиным [4], получаем, что универсаль-
ное позиционное управление лежит в классе разрывных функций и,
согласно работе [7], имеет вид

v0(t, x2;x1(·;x01)) ∈ (4.5)

Argmax
v∈V

[ dφ2(t, x2;x1(·;x01))
d(1, f2(t, x1(t;x01), x2, v))

+ g2(t, x1(t; x
0
1), x2, v)

]
.

5. Построение равновесия по Нэшу

Далее в статье мы докажем, что пара (u0, v0), определенная фор-
мулами (3.4), (4.5), обеспечивает равновесие по Нэшу. Рассмотрим
начальную точку (t0, x0) ∈ [0, T ]×R2 и позиционные управления u и
v. Построим траектории x̂1(·, t0, x01, u) и x̂2(·, t0, x0, u, v) системы (2.1),
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(2.2), порожденные позиционными управлениями u, v согласно фор-
мализации пошаговых движений, предложенной Н.Н. Красовским и
А.И. Субботиным [4]. Рассмотрим следующие функционалы:

I1(t0, x
0
1, u) = σ1(x1(T )) +

T∫
t0

g1(t, x1(t), u(t, x1(t)))dt,

I2(t0, x0;u, v) = σ2(x(T )) +

T∫
t0

g2(t, x(t), v(t, x(t)))dt,

где x1(t) = x̂1(t, t0, x
0
1, u), x2(t) = x̂2(t, t0, x0, u, v), x = (x1, x2).

Определение 5.1. [9] Будем говорить, что пара позиционных стра-
тегий (u0, v0), где u0 : [0, T ]×R → U и v0 : [0, T ]×R2 → V , является
позиционным равновесием по Нэшу в точке (t0, x0), если для любых
позиционных стратегий u : [0, T ]× R → U и v : [0, T ]× R2 → V

I1(t0, x
0
1, u) ≤ I1(t0, x

0
1, u

0), I2(t0, x0;u
0, v) ≤ I2(t0, x0;u

0, v0).

Так как u0 – оптимальное управление задачи (2.1) с функцио-
налом I1, первое неравенство справедливо. Для второго неравенства
имеем

σ2(x
∗
1(T ), x2(T )) +

T∫
t0

g2(t, x
∗
1(t), x2(t), v(t, x2(t);x

∗
1(·)))dt ≤

σ2(x
∗
1(T ), x

∗
2(T )) +

T∫
t0

g2(t, x
∗
1(t), x

∗
2(t), v

0(t, x∗2(t); x
∗
1(·)))dt =

φ2(t0, x
∗
2(t0); x

∗
1(·)), где (x∗1(·), x∗2(·)) – оптимальная траектория систе-

мы (2.1), (2.2), порожденная позиционными стратегиями u0, v0, опре-
деленными (3.4), (4.5).

6. Выигрыши игроков

В этом разделе мы покажем связь между выигрышами игроков и
обобщенным решением системы уравнений Гамильтона–Якоби. Рас-
смотрим функцию

H(t, x, p, q) = max
v∈V

[f1(t, x1, u
∗(t, x1, p))q1 + f2(t, x, v)q2 + g2(t, x, v)].
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Здесь u∗ определено формулой (3.2). Из свойств минимаксного реше-
ния φ1 следует, что субдифференциалD−

x1
φ1(t, x1) ̸= ∅ для любой точ-

ки (t, x1) ∈ [0, T ] × R [7]. Кроме того, субдифференциал D−
x1
φ1(t, x1)

является выпуклым компактным множеством. Подставим в функцию
H вместо p произвольный измеримый селектор ∂x1φ1 : [0, T ]×R → R
многозначного отображения D−

x1
φ1 : [0, T ] × R ⇒ R. Далее будем

рассматривать разрывную по x1 функцию

H(t, x, q) = (6.1)

max
v∈V

[f1(t, x1, u
∗(t, x1, ∂x1φ1(t, x1)))q1 + f2(t, x, v)q2 + g2(t, x, v)].

Отметим, что функция H, определенная (6.1), липшицева по q с кон-
стантой липшица λ(t, x). Доказательство этого утверждения приве-
дено в работе [6]. Выберем непрерывную функцию λ : [0, T ]×R2 → R,
удовлетворяющую условию:

|H(t, x, q)−H(t, x, 0)| ≤ λ(t, x)||q|| ∀q ∈ R2. (6.2)

Рассмотрим разрывную по x1 функцию:

H∗(t, x1, x2, q) = lim
ε→0

inf
(τ,ξ)∈B(t,x;ε)

min
p∈D−

x1
φ1(τ,ξ1)

H(τ, ξ, p, q),

H∗(t, x1, x2, q) = lim
ε→0

sup
(τ,ξ)∈B(t,x;ε)

max
p∈D−

x1
φ1(τ,ξ1)

H(τ, ξ, p, q).

Здесь символ B(t, x; ε) ⊂ [0, T ]×R2 обозначает шар с центром в точке
(t, x) радиусом ε.

Лемма 6.1. Функции H∗, H∗ являются липшицевыми по перемен-
ной q.

Доказательство. Покажем, что функция H∗ является липшицевой
по q. Рассмотрим максимизирующие последовательности {(t′n, x′n)}∞n=1

и {(t′′n, x′′n)}∞n=1 такие что

lim
n→∞

H(t′n, x
′
n, q

′) = H∗(t, x, q′), lim
n→∞

H(t′′n, x
′′
n, q

′′) = H∗(t, x, q′′).

Оценим разность |H∗(t, x, q′)−H∗(t, x, q′′)| ≤

|H∗(t, x, q′)−H(t′n, x
′
n, q

′)|+ |H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′)|+
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|H∗(t, x, q′′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′)|.

В силу сходимостиH(t′n, x
′
n, q

′) → H∗(t, x, q′) иH(t′′n, x
′′
n, q

′′) → H∗(t, x, q′′)

при n→ ∞ получаем, что, начиная с некоторого номера N , справед-
ливы неравенства

|H∗(t, x, q′)−H(t′n, x
′
n, q

′)| < ε, |H∗(t, x, q′′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′)| < ε ∀ε > 0.

Тогда

|H∗(t, x, q1)−H∗(t, x, q2)| ≤ 2ε+ |H(t′n, x
′
n, q1)−H(t′′n, x

′′
n, q2)|.

Если H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′) > 0, то

H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′) < H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′n, x
′
n, q

′′),

так как {(t′′n, x′′n)}∞n=1 – максимизирующая последовательность для
H∗(t, x, q′′). Отсюда следует, что

H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′′) < H(t′n, x
′
n, q

′)−H(t′n, x
′
n, q

′′) ≤
≤ λ(t′n, x

′
n)||q′ − q′′||.

Если H(t′′n, x
′′
n, q

′′)−H(t′n, x
′
n, q

′) > 0, то

H(t′′n, x
′′
n, q

′′)−H(t′n, x
′
n, q

′) < H(t′n, x
′
n, q

′′)−H(t′′n, x
′′
n, q

′) ≤
≤ λ(t′′n, x

′′
n)||q′ − q′′||.

В результате имеем

|H∗(t, x, q′)−H∗(t, x, q′′)| ≤ 2ε+max{λ(t′n, x′n), λ(t′′n, x′′n)}||q′−q′′|| ∀ε > 0.

Липшицевость по q функции H∗ доказывается аналогично.

Рассмотрим задачу Коши

∂Φ

∂t
+H∗(t, x,DxΦ) = 0 (6.3)

с краевым условием Φ(T, x) = σ2(x). Согласно лемме 6.1 гамильто-
ниан H∗ липшицев по q, а значит для определения решения задачи
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(6.3) можно применить понятие М-решения, предложенное А.И. Суб-
ботиным для уравнения Гамильтона–Якоби с разрывным по фазо-
вой переменной гамильтонианом [5]. Рассмотрим дифференциальное
включение

(ẋ(t), ż(t)) ∈ E(t, x, q) = {(ψ, g) ∈ R2 × R : ||ψ|| ≤ λ(t, x), (6.4)

⟨ψ, q⟩ − g ∈ [H∗(t, x, q), H
∗(t, x, q)]}∀ q ∈ R2.

Здесь λ определено (6.2). Многозначное отображение (t, x, q) ⇒
E(t, x, q) ⊂ R2 × R является допустимым (см. [5]).

Определение 6.1. Пусть W ⊂ [0, T ] × R2 × R – замкнутое мно-
жество. Множество W слабо инвариантно относительно диффе-
ренциального включения (6.4), если для любой точки (t0, x0, z0) ∈ W

существует момент τ > 0 и решение (x(·), z(·)) дифференциального
включения (6.4) такое, что (x(t0), z(t0)) = (x0, z0), (t, x(t), z(t)) ∈ W ,
когда t ∈ [0, τ ].

Определение 6.2. Многозначное отображение W : [0, T ] × R2 ⇒
R называется М-решением уравнения Гамильтона–Якоби (6.3), ес-
ли график W слабо инвариантен относительно дифференциального
включения (6.4).

М-решением задачи Коши называется М-решение уравнения Га-
мильтона–Якоби, удовлетворяющее краевому условиюW (T, x) = σ2(x)

для любого x ∈ R2.
А.И. Субботин и А.С. Лахтин доказали следующую теорему [5].

Теорема 6.1. Пусть W – замкнутое множество в [0, T ]×R2 ×R.
Предположим, что W (t, x) = {z ∈ R : (t, x, z) ∈ W} ̸= ∅ и

W∗(t, x) = inf
z∈W (t,x)

z, W ∗(t, x) = sup
z∈W (t,x)

z.

Отображение W является М-решением уравнения (6.3) тогда и
только тогда, когда epi W∗ и hypo W ∗ – М-решения уравнения (6.3).

Рассмотрим многозначное отображение

Φ(t0, x0) = cl
∪

x1(·;x0
1)∈X1(t0,x0

1)

{φ2(t0, x
0
2;x1(·, x01))}. (6.5)
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Здесь символ cl A обозначает замыкание множества A, epi W∗ – над-
график отображения W∗, hypo W ∗ – подграфик отображения W ∗.
Отметим, что отображение Φ компактнозначно по определению.

Теорема 6.2. Отображение Φ, определенное формулой (6.5), явля-
ется М-решением уравнения (6.3).

Доказательство. Зафиксируем начальную точку (t0, x0) ∈ [0, T ] ×
R2 и обозначим Φ∗(t, x) = max

y∈Φ(t,x)
y. Мы покажем, что подграфик

Φ∗ слабо инвариантен относительно дифференциального включения
(6.4). Выберем ψ1 = f1(t, x1, u

∗(t, x01)), u∗(·, x01) ∈ U0(t0, x
0
1), ψ2 =

f2(t, x1, x2, v
∗(t)). Здесь v∗(·) – оптимальное программное управление

второго игрока при условии, что первый игрок выбрал управление
u∗(·, x01). Из формулы (6.2) следует, что ||ψ|| ≤ λ(t, x). Тогда решение
ξ(·; t0, x0) дифференциального включения (6.4), где ξ̇ = ψ, совпада-
ет с оптимальными траекториями задач оптимального управления
(2.1), (2.2) с функционалами платы I1, I2. Пусть (t0, x0, z0) ∈ hypo Φ∗.

1a. Рассмотрим случай, когда для траектории ξ1(·) ∈ X1(t0, x0)

справедливо неравенство: z0 ≤ φ2(t0, x
0
2; ξ1(·; x01)), где φ2 – функция

цены второго игрока. Из выбора точки z0 и принципа динамического
программирования имеем следующие неравенства:

z0 ≤ φ2(t0, x
0
2; ξ1(·, x01)) =

= φ2(t, ξ2(t); ξ1(·, x01)) +
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ,

где v∗(·) порождает оптимальную траекторию ξ2(·) системы (2.2) с
функционалом I2. Для любого t ∈ [t0, T ] справедливо неравенство

z0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ ≤ φ2(t, ξ2(t); ξ1(·, x01)).

Следовательно,

z(t) = z0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ ≤ φ2(t, ξ2(t); ξ1(·, x01)),
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то есть (t, ξ(t), z(t)) ∈ hypo φ2. Решение ξ удовлетворяет дифферен-
циальному включению (6.4) по построению. Отметим, что

ż(t) = −g2(t, ξ(t; t0, x0), v∗(t)),

⟨ξ̇(t), q⟩−ż=⟨ξ̇(t), q⟩+g2(t, ξ(t; t0, x0), v∗(t))∈ [H∗(t, ξ(t), q), H
∗(t, ξ(t), q)].

Таким образом, пара (ξ(·), z(·)) удовлетворяет дифференциальному
включению (6.4). Значит (t, ξ(t), z(t)) ∈ hypo Φ∗. Так как Φ∗ – по-
лунепрерывная сверху функция, то hypo Φ∗ – замкнутое множество.
Следовательно, hypo Φ∗ является М-решением уравнения (6.3).

2a. Не существует траектории ξ1(·) ∈ X1(t0, x0) такой, что
z0 ≤ φ2(t0, x

0
2; ξ1(·; x01)), где φ2 – функция цены второго игрока. Так

как (t0, x0, z0) ∈ hypo Φ∗(t0, x0), найдется последовательность
{(ξk1 (·), zk0 )}∞k=1, сходящуюся к (ξ1(·), z0) и такая, что zk0 <

φ2(t0, x
0
2; ξ

k
1 (·, x01)). Применим рассуждения случая 1а к (ξk1 (·), zk0 ) и

получим следующие неравенства:

zk0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ
k(τ ; t0, x0), v

∗
k(τ))dτ ≤ φk

2(t, ξ
k
2 (t); ξ

k
1 (·, x01)).

Здесь φk
2(·, ·; ξk1 (·, x01)) – функция цены второго игрока, когда первый

игрок выбирает траекторию ξk1 (·, x01) ∈ X1(t0, x
0
1), ξk = (ξk1 , ξ

k
2 ) и v∗k(·) –

оптимальное управление второго игрока, порождающее траекторию
ξk2 .

Множество оптимальных траекторий второго игрока, выпущен-
ных из начальной точки (t0, x0), обозначим X2(t0, x0). Согласно тео-
реме Арцела – Асколи X2(t0, x0) – компакт. Действительно, суще-
ствуют константы M2, M3:

|ξ2(t)| < M2, |ξ̇2(t)| ≤M3, ∀ t ∈ [t0, T ].

Так как X1(t0, x
0
1), X2(t0, x0) – компакты, то ξk(t) → ξ(t) при k → ∞.

Следовательно,

lim
k→∞

zk0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ
k(τ ; t0, x0), v

∗
k(τ))dτ ≤ lim

k→∞
φk
2(t, ξ

k
2 (t); ξ

k
1 (·, x01)),
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z0−
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ ≤ lim

k→∞
φk
2(t, ξ

k
2 (t); ξ

k
1 (·, x01)) ≤ Φ∗(t0, x0).

Это означает, что (t, ξ(t), z(t)) ∈ hypo Φ∗.

Пусть Φ∗(t, x) = min
y∈Φ(t,x)

y. Рассмотрим 2 случая. Пусть (t0, x0, z0) ∈

epi Φ∗(t, x).
1b. Рассмотрим случай, когда существует траектория ξ1(·) ∈

X1(t0, x
0
1) первого игрока такая, что z0 ≥ φ2(t0, x

0
2; ξ1(·;x01)), где φ2 –

функция цены второго игрока. Для оптимальной траектории ξ(·) =
(ξ1(·), ξ2(·)) и оптимального управления v∗(·), порождающего ξ2(·),
имеем

φ2(t, ξ2(t); ξ1(·; x01)) +
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ =

= φ2(t0, x
0
2; ξ1(·; x01)) ≤ z0.

Справедливы следующие неравенства:

φ2(t, ξ2(t); ξ1(·; x01)) ≤ z0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v
∗(τ))dτ = ζ(t).

Заметим, что (ξ̇, ζ̇) ∈ E(t, ξ, q). Действительно, ξ̇ ∈ E(t, x, q) по по-
строению и

⟨ξ̇, q⟩−ζ̇(t) = ⟨ξ̇, q⟩+g2(t, ξ(t; t0, x0), v∗(t)) ∈ [H∗(t, ξ(t), q), H
∗(t, ξ(t), q)].

Следовательно, решение (ξ1(·), ξ2(·), ζ(·)) дифференциального вклю-
чения (6.4) лежит в надграфике φ2 и (ξ1(·), ξ2(·), ζ(·)) лежит в над-
графике Φ∗. Так как функция Φ∗ полунепрерывна снизу, мы видим,
что epi Φ∗ – замкнутое множество и epi Φ∗ слабо инвариантно отно-
сительно дифференциального включения (6.4). Отсюда следует, что
epi Φ∗ – М-решение уравнения (6.3).

2b. Не существует траектории ξ1(·) ∈ X1(t0, x0) такой, что z0 ≥
φ2(t0, x

0
2; ξ1(·; x01)), где φ2 – функция цены второго игрока. Так как

z0 ∈ epi Φ∗(t0, x0), построим последовательность {(ξk1 (·), zk0 )}∞k=1, схо-
дящуюся к (ξ1(·), z0) и такую, что zk0 ≥ φ2(t0, x

0
2; ξ

k
1 (·, x01)). Применяя
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случай 2а к (ξk1 (·), zk0 ), получаем следующие неравенства:

φk
2(t, ξ

k
2 (t); ξ

k
1 (·; x01)) ≤ zk0 −

t∫
t0

g2(τ, ξ
k(τ ; t0, x0), v

k(τ))dτ,

где φk
2(·, ·; ξk1 (·;x01)) – функция цены второго игрока при фиксирован-

ной траектории ξk1 (·;x01)), ξk – оптимальная траектория задач (2.1),
(2.2) с функционалами платы I1, I2, и управление vk порождает ξk2 .
Рассмотрим

lim
k→∞

φk
2(t, ξ

k
2 (t); ξ

k
1 (·; x01)) ≤ lim

k→∞
zk0 −

t∫
t0

g2(τ, ξ
k(τ ; t0, x0), v

k(τ))dτ.

Отсюда

Φ∗(t, ξ(t)) ≤ z0 −
t∫

t0

g2(τ, ξ(τ ; t0, x0), v(τ))dτ.

Здесь ξk → ξ при k → ∞. По теореме 6.1 получаем, что Φ – М-
решение уравнения (6.3).

Отметим, что epi Φ∗(T, x)
∩

hypo Φ∗(T, x) = {σ2(x)} = Φ(T, x),
x ∈ R2.

Напомним, что многозначное отображение Φ : [0, T ]×R2 ⇒ R на-
зывается максимальным по включению М-решением задачи Коши,
если для произвольного многозначного отображения Y : [0, T ]×R2 ⇒
R слабо инвариантного относительно дифференциального включе-
ния (6.4) выполнено включение Y (T, ·) ⊂ Φ(T, ·).

Замечание 6.1. Множество gr Φ, где Φ определено формулой (6.5),
является максимальным М решением задачи Коши (6.3) с краевым
условием Φ(T, x) = {σ2(x)} ∀x ∈ R2.

По построению Φ(T, x) = {σ2(x)}, x ∈ R2 и gr Φ слабо инвари-
антен относительно дифференциального включения (6.4). Следова-
тельно, по определению Φ – максимальное М-решение задачи Коши.
Нетрудно показать, что максимальное М-решение задачи Коши един-
ственно.

Опираясь на полученные результаты, введем понятие обобщенно-
го решения системы уравнений Гамильтона–Якоби.
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Определение 6.3. Отображение (φ1,Φ), φ1 : [0, T ] × R → R, Φ :

[0, T ]×R2 ⇒ R называется обобщенным решением системы уравне-
ний Гамильтона–Якоби (3.3), (6.3), если φ – минимаксное решение
уравнения (3.3) и Φ М-решение уравнения (6.3).

Теорема 6.3. Пусть (φ1,Φ) – решение системы уравнений Гамиль-
тона–Якоби (3.3), (6.3) с краевым условием φ1(T, x) = σ1(x), Φ(T, x) =
σ2(x), β ∈ Φ(t0, x0); тогда существует равновесие по Нэшу в пози-
ционных стратегиях (u0, v0), где u0 определяется формулой (3.4), v0

определяется формулой (4.5). Выигрыши игроков равны (φ1(t0, x
0
1), β).

Доказательство. Позиционное управление u0, определенное (3.4),
максимизирует функционал I1. Следовательно выигрыш первого иг-
рока равен

max
u(·)∈Ũ

I1(t0, x
0
1;u) = I1(t0, x

0
1;u

0) = φ1(t0, x
0
1).

Пусть β ∈ Φ(t0, x0). То есть β ∈ cl
∪

x1(·;x0
1)∈X1(t0,x0

1)

φ2(t0, x
0
2;x1(·;x01)).

Существует траектория x1(·;x01) ∈ X1(t0, x
0
1) первого игрока такая,

что β = φ2(t0, x
0
2;x1(·;x01)). Из определения v0, определенного фор-

мулой (4.5), получим что

β = max
v(·)∈Ṽ

I2(t0, x0;u
0, v) = I2(t0, x0;u

0, v0) = φ2(t0, x
0
2;x1(·; x01)).

Напомним, что для задачи оптимального управления выигрыш в
программных управлениях совпадает с выигрышем в позиционных
управлениях [6].

Если β ∈ cl
∪

x1(·;x0
1)∈X1(t0,x0

1)

φ2(t0, x
0
2;x1(·;x01)), тогда существует по-

следовательность {βk}∞k=1 такая, что

lim
k→∞

βk = β, βk = φk
2(t0, x

0
2;x

k
1(·;x01)).

Мы покажем, что существует равновесие по Нэшу в позиционных
стратегиях (u0, v0) такое, что

lim
k→∞

I2(t0, x0, u
0
k, v

0
k) = I2(t0, x0, u

0, v0),

где u0k, v0k – позиционные стратегии, удовлетворяющие (3.4), (4.5).
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Рассмотрим

lim
k→∞

φk
2(t0, x

0
2; x

k
1(·; x01)) = lim

k→∞
I2(t0, x0;u

0
k, v

0
k) =

lim
k→∞

σ2(xk(T )) +

T∫
t0

g2(t, xk(t), v
0
k(t, x2(t); x

k
1(·;x01)))dt.

По теореме Арцела–Асколи получим, что

lim
k→∞

xk(t) = x(t).

Рассмотрим оптимальные программные управления ũk(·) и ṽk(·) со
свойством

I2(t0, x0;u
0
k, v

0
k) = I2(t0, x0; ũk, ṽk).

Обозначим символом V 0(t0, x0) множество оптимальных программ-
ных управлений v(·) ∈ Ṽ задачи (2.2) с начальным условием x(t0) =

x0 и функционалом платы I2. Определим множество обобщенных
управлений

Λu = {µu : [t0, T ]× U → [0,+∞) измерима, ∀ [τ1, τ2] ⊂ [0, T ]

µu([τ1, τ2]× U) = τ2 − τ1},

Λv = {µv : [t0, T ]× V → [0,+∞) измерима, ∀ [τ1, τ2] ⊂ [0, T ]

µv([τ1, τ2]×V ) = τ2− τ1}. Тогда траектории x1(·), x2(·), порожденные
управлениями µu, µv, имеют вид

x1(t) = x01 +

∫
[t0,t]×U

f1(τ, x1(τ), u)µ
u(d(τ, u)),

x2(t) = x02 +

∫
[t0,t]×V

f2(τ, x1(τ), x2(τ), v)µ
v(d(τ, v)).

Функционал платы для второго игрока:

I2(t0, x0;µ
u, µv) = σ2(x(T )) +

∫
[t0,t]×V

g2(τ, x(τ), v)µ
v(d(τ, v)).
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Рассмотрим множество обобщенных управлений

Mu
t0
= {µu ∈ Λu : µu максимизирует I1(t0, x01;µ

u)},

M v
t0
= {µv ∈ Λv : µ

v максимизирует I2(t0, x0;µu, µv)}.

Из работы [1] известно, что множества Mu
t0
, M v

t0
являются компакт-

ными метрическими пространствами. Покажем связь между U0(t0, x
0
1)

и Mu
t0
. Если u(·) ∈ U0(t0, x

0
1), тогда существует µu

u(·) ∈Mu
t0

такое, что

∀ φ ∈ C([0, T ]× U)

∫
[0,T ]×U

φ(t, u)µu
u(·)(d(t, u)) =

T∫
0

φ(t, u(t))dt.

Для любого ũk ∈ U0(t0, x
0
1), построим µu

k = µu
ũk(·) ∈ Mu

t0
. Рассмотрим

µu
k → µu

∗ при k → ∞ в слабой-* топологии. Так как Mu
t0

– замкнутое
множество, то µu

∗ ∈ Mu
t0
. Мы построим ũ∗ ∈ U0(t0, x

0
1) такое, что

µu
∗ = µu

ũ∗(·). Действительно,

I1(t0, x
0
1;µ

u
k) = I1(t0, x

0
1; ũk) ≥ I1(t0, x

0
1;u(·)) ∀ u(·) ∈ Ũ .

Переходя к пределу, получим

lim
k→∞

I1(t0, x
0
1;µ

u
k)=I1(t0, x

0
1;µ

u
∗)=I1(t0, x

0
1; ũ

∗)≥I1(t0, x01;u(·)) ∀ u(·) ∈ Ũ .

Следовательно ũ∗∈U0(t0, x
0
1).

Можно провести аналогичные построения для vk ∈ V 0(t0, x0):

µv
k = µv

vk(·) ∈M v
t0
, lim

k→∞
µv
k → µv

∗ ∈M v
t0
.

Далее мы построим ṽ∗ ∈ V 0(t0, x0) такое, что µv
∗ = µv

ṽ∗(·).
Переходя к пределу, получим

lim
k→∞

I2(t0, x0, u
0
k, v

0
k) = lim

k→∞
I2(t0, x0, ũk, ṽk) = lim

k→∞
I2(t0, x0, µ

u
k , µ

v
k) =

I2(t0, x0, µ
u
∗ , µ

v
∗) = I2(t0, x0, ũ

∗, ṽ∗) = I2(t0, x0;u
0, v0).

Справедливо следующее неравенство:

I2(t0, x0;u
0
k, v

0
k) ≥ I2(t0, x0;u

0
k, v) ∀ позиционного управления v,
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тогда

lim
k→∞

I2(t0, x0;u
0
k, v

0
k) ≥ lim

k→∞
I2(t0, x0;u

0
k, v) ∀ позиционного управления v.

В результате получаем, что

I2(t0, x0;u
0, v0) ≥ I2(t0, x0;u

0, v) ∀ позиционного управления v.
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FEEDBACK STRATEGIES IN NONZERO-SUM
DIFFERENTIAL GAME OF SPECIAL TYPE

Ekaterina A. Kolpakova, Krasovskii Institute of Mathematics and
Mechanics of UrB RAS, Cand.Sc. (eakolpakova@gmail.com).

Abstract : The paper deals with the construction of universal closed-
loop strategies for two-person nonzero-sum differential game of a special
type. The dynamics of the first player is defined by its own position
and control. The dynamics of the second player is defined by its own
control and position of both players. The strategies are constructed on the
base of solution for a system of Hamilton–Jacobi equations. The system
of Hamilton–Jacobi equations has a hierarchical type. A generalized
solution for the system of Hamilton–Jacobi equations belongs to the class
of multivalued maps. We show the link between values of the players and
the generalized solution of the system of Hamilton–Jacobi equations.

Keywords : system of Hamilton–Jacobi equations, nonzero-sum differential
game, Nash equilibrium, multivalued solutions.


