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1. Введение

Математические модели, учитывающие наличие нескольких це-
левых функций у участников конфликтно-управляемых процессов,
более приближены к реальности. Зачастую игроки хотят достичь од-
новременно нескольких целей, которые могут быть несравнимы. Та-
кие ситуации типичны для теоретико-игровых моделей в экономике
и экологии. Например, в задачах управления возобновляемыми ре-
сурсами участники хотят одновременно и увеличить свою прибыль
от продажи эксплуатируемого ресурса, и уменьшить издержки. Та-
кая постановка задачи влечет введение вектор-функций выигрышей
участников и исследование многокритериальных игр.

Ллойд Шепли [11] в 1959 г. ввел понятие многокритериальной иг-
ры, т.е. игры с векторными функциями выигрышей участников, и
оптимальные по Парето решения таких игр. Традиционным спосо-
бом решения статических векторных игр является их скаляризация
путем оптимизации взвешенной суммы критериев.

Мало исследованной проблемой является построение равновесий
в динамических многокритериальных играх. В работе [8], на основе
подхода построения равновесий в задачах с асимметричными игрока-
ми [1], [5], было формализовано понятие многокритериального неко-
оперативного равновесия. В работах [9], [10] был предложен способ
построения кооперативного поведения в таких играх с использова-
нием арбитражных схем ([1], [7], [12]), а в [2], [3] исследован процесс
формирования коалиций.

Целью представленной работы является сравнение классического
и разработанных подходов построения равновесий в динамических
многокритериальных играх. Для определения оптимального поведе-
ния в классическом варианте используются свертки критериев ([4],
[6]). В предложенных подходах для построения некооперативного
равновесия использована конструкция арбитражной схемы (произ-
ведения Нэша), а для определения кооперативного – арбитражная
схема Нэша для всего периода продолжения игры ([1], [5], [7], [8],
[9]).
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Исследована динамическая бикритериальная модель управления
возобновляемыми ресурсами с бесконечным горизонтом планирова-
ния. Построены некооперативное и кооперативное равновесия с ис-
пользованием обоих подходов. Найдены параметры задачи, при кото-
рых эти решения совпадают. Проведено сравнение стратегий игроков
и размера эксплуатируемого ресурса для различных концепций по-
строения равновесных решений.

2. Динамические многокритериальные игры

Рассмотрим бикритериальную динамическую игру с двумя игро-
ками в дискретном времени. Игроки эксплуатируют некоторый об-
щий возобновляемый ресурс и стремятся достигнуть двух различных
целей. Динамика развития возобновляемого ресурса имеет вид

xt+1 = f(xt, u1t, u2t) , x0 = x , (2.1)

где xt ≥ 0 – размер ресурса в момент времени t ≥ 0, f(xt, u1t, u2t)

– функция развития возобновляемого ресурса, uit ∈ Ui – стратегия
(интенсивность эксплуатации) игрока i в момент времени t ≥ 0, i =
1, 2.

Вектор-функции выигрышей игроков на бесконечном промежутке
планирования имеют вид

J1 =

 J1
1 =

∞∑
t=0

δtg11(u1t, u2t)

J2
1 =

∞∑
t=0

δtg21(u1t, u2t)

 , J2 =

 J1
2 =

∞∑
t=0

δtg12(u1t, u2t)

J2
2 =

∞∑
t=0

δtg22(u1t, u2t)

 ,

(2.2)
где gji (u1t, u2t) ≥ 0 – функции «мгновенного» выигрыша, i, j = 1, 2,
δ ∈ (0, 1) – общий коэффициент дисконтирования.

2.1. Многокритериальное равновесие по Нэшу

Традиционный подход
Классическим способом определения некооперативного поведения

в статических многокритериальных играх является их скаляризация
путем оптимизации взвешенной суммы критериев ([4], [6]). Распро-
страним данный подход на динамический случай. Функционалы вы-
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игрышей игроков представляют из себя свертки критериев:

H̄1(u1t, u2t) = λ1J
1
1 (u1t(x), u2t(x)) + (1− λ1)J

2
1 (u1t(x), u2t(x)) =

=
∞∑
t=0

δt[λ1g
1
1(u1t(x), u2t(x)) + (1− λ1)g

2
1(u1t(x), u2t(x))] ,

H̄2(u1t, u2t) = λ2J
1
2 (u1t(x), u2t(x)) + (1− λ2)J

2
2 (u1t(x), u2t(x)) =

=
∞∑
t=0

δt[λ2g
1
2(u1t(x), u2t(x)) + (1− λ2)g

2
2(u1t(x), u2t(x))] ,

где λi ∈ [0, 1], i = 1, 2, а x(t) удовлетворяет динамике (2.1).

Определение 2.1. Профиль стратегий ukN
t = (ukN

1t (x), u
kN
2t (x)) яв-

ляется классическим многокритериальным равновесием по Нэшу в
игре (2.1), (2.2), если

H̄1(u
kN
1t , u

kN
2t ) ≥ H̄1(u1t, u

kN
2t ) ∀u1t ∈ U1 ,

H̄2(u
kN
1t , u

kN
2t ) ≥ H̄2(u

kN
1t , u2t) ∀u2t ∈ U2 .

Нетрадиционный подход
Для построения некооперативного равновесия в многокритери-

альной динамической игре применяется конструкция арбитражной
схемы ([1], [5]). Поэтому, сначала определяются гарантированные вы-
игрыши, которые играют роль точек статус-кво.

В работе [8] были предложены три варианта построения гаран-
тированных выигрышей. В первом из них все гарантированные вы-
игрыши определяются из решений антагонистических игр. А имен-
но, первый гарантированный выигрыш – это решение антагонисти-
ческой игры, в которой первый игрок стремится максимизировать
свой первый критерий, а второй – минимизировать его. Остальные
гарантированные точки строятся аналогично. Во втором способе га-
рантированные точки определяются из решений антагонистических
игр с суммами критериев обоих игроков. В третьем варианте гаран-
тированные выигрыши строятся как равновесия по Нэшу в играх с
первыми и вторыми критериями игроков.

Для построения выигрышей игроков в динамической многокри-
териальной игре используются произведения Нэша, при этом гаран-
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тированные выигрыши играют роль точек статус-кво:

H1(u1t, u2t) = (J1
1 (u1t(x), u2t(x))−G1

1)(J
2
1 (u1t(x), u2t(x))−G2

1) ,

H2(u1t, u2t) = (J1
2 (u1t(x), u2t(x))−G1

2)(J
2
2 (u1t(x), u2t(x))−G2

2) ,

где x(t) удовлетворяет динамике (2.1), Gj
i – гарантированные выиг-

рыши, i, j = 1, 2.
Следующее определение содержит предложенную ранее концеп-

цию некооперативного решения динамической многокритериальной
игры [8].

Определение 2.2. Профиль стратегий uN
t = (uN

1t(x), u
N
2t(x)) назы-

вается многокритериальным равновесием по Нэшу в игре (2.1), (2.2),
если

H1(u
N
1t, u

N
2t) ≥ H1(u1t, u

N
2t) ∀u1t ∈ U1 ,

H2(u
N
1t, u

N
2t) ≥ H2(u

N
1t, u2t) ∀u2t ∈ U2 .

2.2. Многокритериальное кооперативное равновесие

Традиционный подход
Теперь предположим, что игроки хотят действовать кооператив-

но (формируется гранд коалиция). Используем классический подход
определения общего кооперативного выигрыша, т.е. предполагается
что игроки максимизируют сумму своих критериев ([4], [6]).

Определение 2.3. Профиль стратегий ukc
t = (ukc

1t (x), u
kc
2t (x)) явля-

ется классическим многокритериальным кооперативным равнове-
сием в игре (2.1), (2.2), если он является решением задачи:

H̄1(u
kc
1t , u

kc
2t ) + H̄2(u

kc
1t , u

kc
2t ) =

=
∞∑
t=0

δt[λ1g
1
1(u

kc
1t (x), u

kc
2t (x)) + (1− λ1)g

2
1(u

kc
1t (x), u

kc
2t (x)) +

+λ2g
1
2(u

kc
1t (x), u

kc
2t (x)) + (1− λ2)g

2
2(u

kc
1t (x), u

kc
2t (x))]→ max

ukc
1t ,u

kc
2t

, (2.3)

где x(t) удовлетворяет динамике (2.1).
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Нетрадиционный подход
Для определения кооперативного поведения используется разра-

ботанный ранее подход построения кооперативного равновесия в тео-
ретико-игровых моделях с несимметричными участниками ([1], [5]).
А именно, кооперативные стратегии и выигрыши участников опре-
деляются из решения арбитражной схемы Нэша для всего периода
продолжения игры. При этом точками статус-кво выступают неко-
оперативные выигрыши, полученные при использовании игроками
многокритериальных равновесных по Нэшу стратегий.

Некооперативные выигрыши в соответствии с определением 2.2
примут вид

JN
1 =

 J1N
1 =

∞∑
t=0

δtg11(u
N
1t, u

N
2t)

J2N
1 =

∞∑
t=0

δtg21(u
N
1t, u

N
2t)

 , JN
2 =

 J1N
2 =

∞∑
t=0

δtg12(u
N
1t, u

N
2t)

J2N
2 =

∞∑
t=0

δtg22(u
N
1t, u

N
2t)

 .

(2.4)
Для определения кооперативного поведения используется арбит-

ражная схема Нэша ([1], [9]), следовательно, необходимо решить сле-
дующую задачу:

(V 1c
1 + V 1c

2 − J1N
1 − J1N

2 )(V 2c
1 + V 2c

2 − J2N
1 − J2N

2 ) =

=
( ∞∑

t=0

δt
2∑

i=1

g1i (u
c
1t(x), u

c
2t(x))− J1N

1 − J1N
2

)
·

·
( ∞∑

t=0

δt
2∑

i=1

g2i (u
c
1t(x), u

c
2t(x))− J2N

1 − J2N
2

)
→ max

uc
1t,u

c
2t

, (2.5)

где x(t) удовлетворяет динамике (2.1), J jN
i – некооперативные выиг-

рыши, определенные в (2.4), i, j = 1, 2, i ̸= j.

Определение 2.4. Профиль стратегий ut = (uc
1t(x), u

c
2t(x)) называ-

ется многокритериальным кооперативным равновесием в игре (2.1),
(2.2), если он является решением задачи (2.5).

Теперь перейдем к рассмотрению динамической многокритери-
альной модели, связанной с задачей управлением биоресурсами (экс-
плуатацией рыбной популяции) для сравнения представленных кон-
цепций решений.
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3. Многокритериальная задача управления возобновляемы-
ми ресурсами

Исследуется динамическая многокритериальная модель управле-
ния биоресурсами. Два игрока (фирмы или рыболовецкие артели)
эксплуатируют ресурс на протяжении бесконечного промежутка вре-
мени. Динамика развития популяции имеет вид

xt+1 = εxt − u1t − u2t , x0 = x , (3.1)

где xt ≥ 0 – размер популяции в момент времени t ≥ 0, ε ≥ 1 –
коэффициент естественного роста, uit ≥ 0 – стратегия (вылов) игрока
i в момент времени t ≥ 0, i = 1, 2.

Игроки стремятся достичь двух целей – максимизировать доход
от продажи ресурса и минимизировать затраты на эксплуатацию.
Предполагается, что цена на рынке для участников различна, а за-
траты равны и зависят от интенсивности эксплуатации обоих игро-
ков. Тогда вектор-функции выигрышей на бесконечном промежутке
планирования примут вид

J1 =

 J1
1 =

∞∑
t=0

δtp1u1t

J2
1 = −

∞∑
t=0

δtcu1tu2t

 , J2 =

 J1
2 =

∞∑
t=0

δtp2u2t

J2
2 = −

∞∑
t=0

δtcu1tu2t

 , (3.2)

где pi ≥ 0 – рыночная цена за единицу ресурса для игрока i, i = 1, 2

c ≥ 0 – затраты на эксплуатацию и δ ∈ (0, 1) – общий коэффициент
дисконтирования. Предполагается, что δε ≥ 1.

3.1. Многокритериальное равновесие по Нэшу

Традиционный подход
Для нахождения некооперативного равновесия решается задача

нахождения равновесия по Нэшу в игре со свертками критериев обо-
их участников, т.е. функционалы выигрышей игроков имеют вид

H̄i(u1t, u2t) =
∞∑
t=0

δt[λipiuit(x)− (1− λi)cu1t(x)u2t(x)] , i = 1, 2 ,

где λi ∈ [0, 1], i = 1, 2, а x(t) удовлетворяет динамике (3.1).
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Используя принцип Беллмана в предположении линейного вида
стратегий игроков, получим равновесные по Нэшу стратегии

ukN
1t =

δε2 − 1

2εδ
xt +

+
(1− 2ε+ δε2)(p2λ2(1− λ1)(1 + δε2) + p1λ1(1− λ2)(1− δε2))

4cδε2(ε− 1)(1− λ1)(1− λ2)
,

ukN
2t =

δε2 − 1

2εδ
xt +

+
(1− 2ε+ δε2)(p1λ1(1− λ2)(1 + δε2) + p2λ2(1− λ1)(1− δε2))

4cδε2(ε− 1)(1− λ1)(1− λ2)
, (3.3)

и размер ресурса при некооперативном поведении примет вид

xt =
1

(δε)t
x0 +

δε− 1
(δε)t

δε− 1

(1− 2ε+ δε2)(p2λ2(1− λ1) + p1λ1(1− λ2))

4cδε2(ε− 1)(1− λ1)(1− λ2)
.

Нетрадиционный подход
Используем результаты [8] и запишем вид многокритериального

равновесия по Нэшу для трех вариантов построения гарантирован-
ных выигрышей.
Первый вариант: гарантированные выигрыши строятся как решения
антагонистических игр, а именно Gj

i – выигрыш i-го игрока в анта-
гонистической игре ⟨I, II, U1, U2, J

j
i ⟩, i, j = 1, 2.

Используя принцип Беллмана, получим, что гарантированные вы-
игрыши примут вид

G1
1 = G1

2 = 0 , G2
1 = G2

2 = G = −c
δε2 − 1

4δ
x2
0 .

Решая задачу
∞∑
t=0

δtp1u1t

(
−

∞∑
t=0

δtcu1tu2t −G
)
→ max

u1t

,

∞∑
t=0

δtp2u2t

(
−

∞∑
t=0

δtcu1tu2t −G
)
→ max

u2t

,

получим, что многокритериальные равновесные по Нэшу стратегии
имеют вид

uN
1t = uN

2t =
(δε2 − 1)(ε− 1)

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)
xt , (3.4)
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и размер ресурса при некооперативном поведении примет вид

xt =
[ ε2δ + ε− 2

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)

]t
x0 .

Второй вариант: гарантированные выигрыши строятся как решения
антагонистических игр со свертками критериев, а именно G1

i и G2
i –

выигрыши i-го игрока в антагонистической игре ⟨I, II, U1, U2, J
1
i +J2

i ⟩,
i = 1, 2.

Используя принцип Беллмана, получим, что гарантированные вы-
игрыши примут вид

G1
i =

pi(δε
2 − 1)

2δ(ε− 1)
x0 −

p2i (δε
2 − 1)

2cδ(ε− 1)2
, (3.5)

G2
i = −c(δε2 − 1)

4δ
x2
0 +

p2i (δε
2 − 1)

4cδ(ε− 1)2
, i = 1, 2.

Решая задачу( ∞∑
t=0

δtp1u1t −G1
1

)(
−

∞∑
t=0

δtu1tu2t −G2
1

)
→ max

u1t

,

( ∞∑
t=0

δtp2u2t −G1
2

)(
−

∞∑
t=0

δtu1tu2t −G2
2

)
→ max

u2t

,

получим, что многокритериальные равновесные по Нэшу стратегии
имеют вид

uN
1t =

(δε2 − 1)(ε− 1)

δε2 − 1 + δε(ε− 1)
xt +

δεp2G
1
1(ε− 1)−G1

2p1(δε
2 − 1)

2p1p2(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
,

uN
2t =

(δε2 − 1)(ε− 1)

δε2 − 1 + δε(ε− 1)
xt +

δεp1G
1
2(ε− 1)−G1

1p2(δε
2 − 1)

2p1p2(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
, (3.6)

а размер ресурса при некооперативном поведении принимает вид

xt =
[ δε2 + ε− 2

δε2 − 1 + δε(ε− 1)

]t
x0 +

p2G
1
1 + p1G

1
2

2p1p2(ε− 1)
,

где G1
i , i = 1, 2, определены в (3.5).

Третий вариант: гарантированные выигрыши строятся как равно-
весные по Нэшу решения игр с соответствующими критериями игро-
ков, а именно
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Gi
1 и Gi

2 – выигрыши игроков в равновесии по Нэшу в игре
⟨I, II, U1, U2, J

i
1, J

i
2⟩, i = 1, 2.

Используя принцип Беллмана, получим, что гарантированные вы-
игрыши примут вид

G1
i =

pi
δ
x0 , i = 1, 2 , G2

1 = G2
2 = −c

δε2 − 1

4δ
x2
0 . (3.7)

В этом способе построения гарантированных выигрышей много-
критериальное равновесие по Нэшу имеет такой же вид, как и во
втором (3.6), но с соответствующими гарантированными выигрыша-
ми (3.7).

В [8] было проведено сравнение стратегий игроков и размера по-
пуляции для различных вариантов построения гарантированных вы-
игрышей. Было показано, что наилучшим для состояния эксплуати-
руемой системы и выгодным для участников является третий из них
(равновесные по Нэшу решения).

Совпадение решений
Найдем значения коэффициентов свертки при которых много-

критериальные равновесные по Нэшу стратегии, найденные класси-
ческим и нетрадиционным способами, совпадают. Поскольку могут
быть использованы только постоянные значения λi ∈ [0, 1], i = 1, 2,
то рассмотрим асимптотическое поведение.

При t → ∞ классичесие некооперативные стратегии принимают
вид

ūkN
1 =

(1− 2ε+ δε)(p1λ1(1− λ2)(δε
2 − 1)− p2λ2(1− λ1)(1− 2ε+ δε))

4cε(ε− 1)(εδ − 1)(1− λ1)(1− λ2)
,

ūkN
2 =

(1− 2ε+ δε)(p2λ2(1− λ1)(δε
2 − 1)− p1λ1(1− λ2)(1− 2ε+ δε))

4cε(ε− 1)(εδ − 1)(1− λ1)(1− λ2)
.

В первом варианте построения гарантированных выигрышей uN
it →

0 при t → ∞, следовательно, решения совпадают при λ1 = λ2 = 0.
Во втором и третьем вариантах при t → ∞ uN

1t → G1
1

2p1
, uN

2t → G1
2

2p2

с соответствующими гарантированными выигрышами (3.5) и (3.7),
следовательно, решения совпадают при

λ1 =
c(p1(δε

2 − 2ε+ 1)G1
2 + p2(δε

2 − 1)G1
1)

c(p1(δε2 − 2ε+ 1)G1
2 + p2(δε2 − 1)G1

1 − 2p21p2(δε
2 − 2ε+ 1))

,

λ2 =
c(p2(δε

2 − 2ε+ 1)G1
1 + p1(δε

2 − 1)G1
2)

c(p2(δε2 − 2ε+ 1)G1
1 + p1(δε2 − 1)G1

2 − 2p1p22(δε
2 − 2ε+ 1))

.(3.8)
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Условием существования такого решения являются условия 0 ≤
λi ≤ 1, i = 1, 2, откуда получаем

δε2 − 2ε+ 1 ≥ 0 или ε ≥ 1 +
√
1− δ

δ
. (3.9)

Приведем результаты моделирования для следующих параметров:

ε = 2, p1 = 100, p2 = 150, c = 50, δ = 0.8.

Заметим, что условие (3.9) выполнено.

Рисунок 1. Размер популяции:
нетрадиционный и

Рисунок 2. Стратегия первого
игрока: нетрадиционный и
классический (пунктир)

подходы

На рис. 1 и 2 приведены равновесные по Нэшу размеры популяции
и оптимальные стратегии первого игрока для второго (темная линия)
и третьего (светлая линия) вариантов определения гарантированных
выигрышей. Заметим, что построенное предложенным способом мно-
гокритериальное равновесие по Нэшу достаточно быстро сходится к
решению, полученному традиционным методом.

классический (пунктир)
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3.2. Многокритериальное кооперативное равновесие

Традиционный подход
Для нахождения кооперативного равновесия решается задача мак-

симизации суммы сверток критериев обоих игроков:

H̄1(u1t, u2t) + H̄2(u1t, u2t) =
∞∑
t=0

δt[λ1p1u1t(x)− (1− λ1)cu1t(x)u2t(x) +

+λ2p2u2t(x)− (1− λ2)cu1t(x)u2t(x)] ,

где λi ∈ [0, 1], i = 1, 2, а x(t) удовлетворяет динамике (3.1).
Используя принцип Беллмана в предположении линейного вида

стратегий игроков, получим кооперативные стратегии

ukc
1t =

δε2 − 1

2εδ
xt −

p1λ1(δε
2 − 1)− p2λ2(δε

2 − 2δε+ 1)

4cδε(ε− 1)(2− λ1 − λ2)
,

ukc
2t =

δε2 − 1

2εδ
xt −

p2λ2(δε
2 − 1)− p1λ1(δε

2 − 2δε+ 1)

4cδε(ε− 1)(2− λ1 − λ2)
, (3.10)

и размер ресурса при кооперативном поведении принимает вид

xkc
t =

1

(δε)t
x0 + (δε− 1

(δε)t
)

p2λ2 + p1λ1

cδε(ε− 1)(2− λ1 − λ2)
.

При t → ∞ классические кооперативные стратегии примут вид

ūkc
1 =

p2λ2

c(2− λ1 − λ2)
, ūkc

2 =
p1λ1

c(2− λ1 − λ2)
. (3.11)

Нетрадиционный подход
Используем результаты [9] и запишем вид многокритериального

кооперативного равновесия сразу для асимптотического случая:

ūc
1t =

p2(ε− 1)

p1 + p2
, ūc

2t =
p1(ε− 1)

p1 + p2
. (3.12)

Совпадение кооперативных решений
Найдем значения коэффициентов свертки при которых коопера-

тивные стратегии, найденные классическим и нетрадиционным спо-
собами, совпадают. Используя (3.11) и (3.12), получим что решения
совпадают при

λ1 = λ2 =
2c(ε− 1)

p2 + p1 + 2c(ε− 1)
. (3.13)
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Условием существования такого решения являются условия 0 ≤
λi ≤ 1, i = 1, 2, которые в данном случае выполняются всегда.

4. Заключение

В работе проведено сравнение классического ([4], [6]) и разрабо-
танного ранее ([1], [5]) подходов построения равновесий в динами-
ческих многокритериальных играх. Для определения оптимального
поведения в классическом варианте используются свертки критери-
ев, а в предложенных подходах [8], [9] – арбитражные схемы Нэша.

Проведено сравнение концепций построения равновесий в дина-
мической бикритериальной модели управления возобновляемыми ре-
сурсами с бесконечным горизонтом планирования. Найдены парамет-
ры задачи, при которых решения совпадают.
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