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В работе рассмотрен и описан класс кооперативных диф-
ференциальных игр с непрерывным обновлением информации.
Подобный класс дифференциальных игр является новым, по-
скольку на данный момент изучались только модели неанта-
гонистических игр с непрерывным обновлением информации.
В данной работе приводится описание процесса построения
кооперативных стратегий, кооперативной траектории, харак-
теристической функции и кооперативного решения в игре с
непрерывным обновлением информации. Рассматривается ко-
оперативная постановка модели выработки ограниченного ре-
сурса с обновлением информации. В явном виде строятся опти-
мальные стратегии и характеристическая функция, определя-
ется способ распределения кооперативного выигрыша между
игроками. В качестве принципа оптимальности используется
вектор Шепли. Приведены результаты численного моделиро-
вания в среде Matlab.

Ключевые слова: дифференциальные игры, непрерывное обновление
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1. Введение

Теория дифференциальных игр сформировалась как отдельная
часть общей теории игр в 1950-х годах. Ее изучение началось с игр с
нулевой суммой или антагонистических игр [3], [6], [12], [28], [25]. Мо-
тивацией для изучения антагонистических дифференциальных игр
были проблемы, связанные с участием нескольких игроков, имеющих
разные цели или функции выигрыша и, следовательно, действующих
индивидуально. В качестве принципа оптимальности в антагонисти-
ческих дифференциальных играх в основном используется равнове-
сие по Нэшу в программных или позиционных стратегиях [1], [4], [10],
[11].

Кооперативные модели дифференциальных игр также представ-
ляют некоторый интерес, они были рассмотрены в работах [22], [26],
[32], [34]. Теория кооперативных дифференциальных игр изучает про-
блемы построения условий кооперативного соглашения, в частности
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кооперативных стратегий, соответствующей траектории, совместно-
го кооперативного выигрыша, правил распределения совместного вы-
игрыша между игроками и свойств динамической устойчивости. Про-
блема динамической неустойчивости арбитражного решения Нэша в
динамической модели переговорной игры рассмотрена в работе [9].
Петросян Л.А. впервые математически сформулировал понятие ди-
намической устойчивости [23] и сильной динамической устойчивости
в кооперативных дифференциальных играх [24]. В целях предотвра-
щения нарушения условий кооперативного соглашения или динами-
ческой устойчивости, в [21] была предложена схема выплат, которая
называется процедурой распределения дележа (ПРД).

Большинство реальных конфликтных процессов непрерывно эво-
люционируют во времени, а их участники постоянно получают об-
новленную информацию и адаптируются. Для такого рода процессов
был предложен подход, позволяющий строить более реалистичные
модели, а именно игры с динамическим обновлением [17], [19] и игры
с непрерывным обновлением информации [13], [20].

Классические модели дифференциальных игр не учитывают тот
факт, что во многих реальных процессах игроки в начальный мо-
мент времени не имеют всей информации об игре. Таким образом,
существующие подходы не могут быть непосредственно использова-
ны для построения достаточно большого спектра теоретико-игровых
моделей реальной жизни.В данной работе впервые представлен подход непрерывного об-
новления информации для кооперативной постановки и исследован
вопрос построения кооперативных стратегий и классических коопе-
ративных решений для игровых моделей с непрерывным обновлени-
ем информации (рис. 1). В игровых моделях с непрерывным обнов-
лением информации предполагается, что игроки

1. имеют информацию об уравнениях движения и функциях вы-
игрыша на усеченном временном интервале с продолжительно-
стью T , которая называется информационным горизонтом,

2. получают обновленную информацию об уравнениях движения
и функциях выигрыша и как результат постоянно адаптируют-
ся к обновленной информации.

Очевидно, что трудно получить кооперативные стратегии из-за
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Рисунок 1. Каждый овал показывает информацию доступную или
используемую игроками в момент времени t, а именно информацию

на интервале [t, t+ T ], где T – это информационный горизонт.

отсутствия фундаментального подхода к решению задач управления
с подвижным информационным горизонтом. Классические методы,
такие как динамическое программирование и уравнение Гамильтона-
Якоби-Беллмана, не позволяют непосредственно построить оптималь-
ное управление в задачах с подвижным информационным горизон-
том.

Помимо задачи построения кооперативных стратегий и коопера-
тивной траектории для класса игр с непрерывным обновлением, су-
ществует также задача определения характеристической функции,
определения кооперативного решения (правила распределения вы-
игрыша в кооперативных играх с трансферабельными выигрышами
и играми переговоров), исследования свойства динамической устой-
чивости в классе игр с непрерывным обновлением информации.

Кооперативная постановка игровых моделей с обновлением ин-
формации до сих пор изучалась только для класса кооперативных
игр с динамическим обновлением [7], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [33],
[31], где авторы заложили основу для дальнейшего изучения класса
игр с динамическим обновлением информации. Предполагается, что
информация об уравнениях движения и функциях выигрыша обнов-
ляется в дискретные моменты времени, а интервал, на котором иг-
роки имеют или используют информацию, определяется значением
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информационного горизонта.

Рисунок 2. Каждый овал показывает информацию доступную или
используемую игроками в момент времени t, а именно информацию

на интервале [t0 + j∆t, t0 + (j + 1)∆t], а именно
[t0 + j∆t, t0 + j∆t+ T ], j = 0, . . . , l, l = T−t0

∆t
.

В первой работе [17], посвященной этому классу игр, была постро-
ена модель кооперативной дифференциальной игры с заданной про-
должительностью и динамическим обновлением информации (рис.2).
Введено понятие усеченной подыгры и определены результирующие
кооперативные стратегии, условно кооперативная траектория, резуль-
тирующее кооперативное решение, доказана теорема, показывающая,
что произвольное результирующее кооперативное решение является
∆t динамически устойчивым в этом классе игр. Работа [19] посвяще-
на играм с динамическим обновлением информации, стохастическим
прогнозом и динамической адаптацией. В работе [7] изучена зависи-
мость выигрышей игроков от величины информационного горизонта
изучена. Работы [15] и [16] посвящены применению игровых моде-
лей с динамическим обновлением к олигопольной модели нефтяно-
го рынка. Численное моделирование проводилось в среде Matlab с
использованием данных по ценам на нефть марки Brent и Light. В
работе [18] представленный выше подход был применен к игровым
моделям с бесконечной продолжительностью. Работа [31] посвящена
исследованию дискретно-временной динамической модели обновле-
ния рекламы. Работа [14] посвящена исследованию свойств коопера-
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тивного решения в классе игровых моделей с динамическим обновле-
нием информации. Работа [33] посвящена построению специального
класса уравнений Гамильтона-Якоби-Беллмана для неантагонисти-
ческой динамической игровой модели, определяющей различные ти-
пы информационной структуры. Полученные результаты могут быть
использованы для построения моделей, где игроки используют раз-
личные информационные структуры.

Класс неантагонистических дифференциальных игр с непрерыв-
ным обновлением информации рассматривался в работах [13], [20],
где предполагается, что процесс обновления развивается непрерывно
во времени. В работе [13] был рассмотрен класс линейно-квадратичных
дифференциальных игр с непрерывным обновлением информации и
полученная явная форма равновесия Нэша. В статье [20] система
уравнений Гамильтона-Якоби-Беллмана построена для равновесия
по Нэшу в игре с непрерывным обновлением информации.

Данная работа посвящена изучению кооперативных дифферен-
циальных игр с непрерывным обновлением информации. В моделях
такого типа рассмотрены проблемы построения кооперативных стра-
тегий, кооперативного решения, характеристической функции, ис-
следовано свойство динамической устойчивости кооперативного ре-
шения. Теоретические результаты проиллюстрированы на примере
модели разработки невозобновляемого ресурса [5].

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описана
исходная модель дифференциальной игры. В разделе 3 представле-
на модель дифференциальной игры с непрерывным обновлением ин-
формации. Раздел 4 посвящен описанию кооперативных стратегий в
игре с непрерывным обновлением информации. В разделе 5 представ-
лено понятие характеристической функции с непрерывным обновле-
нием, получены соответствующие теоретические результаты. Коопе-
ративное решение для игр с непрерывным обновлением информации
обсуждается в разделе 6. В 7 предложенный подход решения коопе-
ративной игры с непрерывным обновлением применяется к модели
игры невозобновляемого ресурса, в разделе 8 приведены выводы.

2. Модель исходной игры

Рассмотрим дифференциальную игру n лиц Γ(x0, T−t0) с предпи-
санной продолжительностью T − t0, начинающуюся в момент време-
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ни t0 из начального состояния x0. Динамика игры задается системой
дифференциальных уравнений:

ẋ = f(x, u1, . . . , un), x ∈ Rn, ui ∈ Ui ⊂ compRk, t ∈ [t0, T ], i = 1, n,

x(t0) = x0,
(2.1)

Предполагается, что для системы (2.1) выполнены условия существо-
вания, единственности и продолжительности решения x(t) для лю-
бых допустимых измеримых управлений u1(·), . . . , un(·). Обозначим
множество игроков через N = {1, . . . , n}. Синтезирующее управление
ui(t, x) – стратегия игрока i ∈ N .

Выигрыш игрока i имеет вид:

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un) =

T∫
t0

hi(x(τ), u1(τ, x), . . . , un(τ, x))dτ, i = 1, n,

(2.2)
где hi(x, u1, . . . , un), i = 1, n и f(x, u1, . . . , un) – интегрируемые функ-
ции, x(t) – решение задачи Коши для системы (2.1), замкнутой управ-
лением u(t, x) = (u1(t, x), . . . , un(t, x)).

2.1. Кооперативная дифференциальная игра

Предположим, что игроки имеют возможность кооперироваться
с целью получения максимального суммарного выигрыша. Задание
принципа оптимальности в кооперативной игре с трансферабельны-
ми выигрышами сводится к решению двух задач:

1. Построение набора стратегий игроков, максимизирующего сум-
марный выигрыш. Такие стратегии u∗ = (u∗

1, . . . , u
∗
n) будем на-

зывать оптимальными кооперативными стратегиями, а соответ-
ствующую траекторию x∗(t) – кооперативной траекторией.

2. Определение правила распределения между игроками суммар-
ного выигрыша, соответствующего оптимальным кооператив-
ным стратегиям u∗(t, x) и кооперативной траектории x∗(t).

Пусть u∗ = (u∗
1, . . . , u

∗
n) набор оптимальных программных стра-

тегий игроков, т.е. набор, максимизирующий суммарный выигрыш
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игроков:

u∗ = (u∗
1, . . . , u

∗
n) = arg max

u1,...,un

n∑
i=1

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un). (2.3)

Предполагается, что максимум в (2.3) достигается в классе допусти-
мых стратегий.

Правило распределения суммарного выигрыша между игроками
обычно определяется при помощи использования характеристиче-
ской функции, которая показывает «силу» каждой коалиции S ⊂ N и
позволяет определить «вклад» игрока в каждую коалицию. Предпо-
ложим, что в игре Γ(x0, T − t0) характеристическая функция V (S;x0,

T − t0), S ⊆ N построена любым из известных способом (например,
как в [8]). Пусть для этой функции выполняется свойство суперад-
дитивности:

V (S1∪S2;x0, T − t0)≥V (S1;x0, T − t0) + V (S2;x0, T − t0),

∀S1, S2⊆ N, S1 ∩ S2=∅.

Обозначим через L(x0, T −t0) множество дележей в игре Γ(x0, T −
t0):

L(x0, T − t0) =
{
ξ(x0, T − t0) = (ξ1(x0, T − t0), . . . , ξn(x0, T − t0)) :

n∑
i=1

ξi(x0, T − t0) = V (N ;x0, T − t0),

ξi(x0, T − t0) ≥ V ({i}; x0, T − t0), i ∈ N
}
, (2.4)

где V ({i};x0, T−t0) – значение характеристической функции V (S;x0,

T − t0) для одноэлементной коалиции S = {i}.
Пусть M(x0, T − t0) ⊂ L(x0, T − t0) – некоторый принцип опти-

мальности (кооперативное решение) в игре Γ(x0, T − t0).
Для построения более реалистичной модели необходимо учесть

возможность игроков в любой момент времени t ∈ [t0, T ] изменить
выбранный принцип оптимальности и использовать новое правило
распределения кооперативного выигрыша. Для этого введем в рас-
смотрения семейство подыгр вдоль кооперативной траектории. Для
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любого момента времени t ∈ [t0, T ] через Γ(x∗(t), T − t) обозначим
подыгру, начинающуюся в момент t ∈ [t0, T ] из состояния x∗(t).

Пусть V (S;x∗(t), T−t), S ⊆ N (V (S;x∗(t), 0) = 0) – супераддитив-
ная характеристическая функция в подыгре Γ(x∗(t), T − t), заданная
тем же способом, что и характеристическая функция в исходной игре
Γ(x0, T − t0).

Дележ в подыгре Γ(x∗(t), T − t) обозначим через ξ(x∗(t), T − t).
L(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ] – множество всех возможных дележей в
подыгре Γ(x∗(t), T − t) :

L(x∗(t), T−t) =
{
ξ(x∗(t), T−t) = (ξ1(x

∗(t), T−t), . . . , ξn(x
∗(t), T−t)) :

n∑
i=1

ξi(x
∗(t), T − t) = V (N ;x∗(t), T − t),

ξi(x
∗(t), T − t) ≥ V ({i};x∗(t), T − t), i ∈ N

}
. (2.5)

Выполнение свойства супераддитивности (2.4) для характеристи-
ческой функции V (S;x∗(t), T − t) гарантирует непустоту множества
дележей L(x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ]. Принцип оптимальности (коопера-
тивное решение) в подыгре Γ(x∗(t), T−t) обозначим через M(x∗(t), T−
t).

3. Дифференциальная игра с непрерывным обновлением ин-
формации

Рассмотрим теперь дифференциальную игру n лиц Γ(x0, T−t0, T )

с предписанной продолжительностью T − t0, начинающуюся в мо-
мент времени t0 из начального состояния x0. Динамика игры задает-
ся уравнением (2.1), а выигрыши игроков имеют вид (2.2). Отличие
от исходной игры Γ(x0, T − t0) состоит в том, что в каждый момент
времени t ∈ [t0, T ] игроки обладают информацией лишь на период
времени длиной T и при выборе стратегий в этот момент времени
ориентируются на выигрыши, которые они могут получить за про-
межуток [t, t+ T ].

Каждому моменту времени t ∈ [t0, T ] поставим в соответствие
вспомогательную подыгру Γ̃t(x, T ), которая начинается в момент t

из состояния x и имеет продолжительность T . Опишем динамику
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и выигрыши игроков для вспомогательных подыгр. Для начально-
го момента времени t0 рассмотрим дифференциальную игру n лиц
Γ̃t0(x0, T ), заданную на промежутке [t0, t0 + T ], где 0 < T < T .

Динамика задается системой дифференциальных уравнений:

ẋt0(s) = f(s, xt0 , u
t0),

xt0(t0) = x0,

xt0 ∈ Rl, ut0 = (ut0
1 , . . . , u

t0
n ), ut0

i = ut0
i (s, x) ∈ Ui ⊂ compRk.

(3.1)

Выигрыш игрока i определяется следующим образом:

Kt0
i (x0, t0, T ;u

t0) =

t0+T∫
t0

hi[s, xt0(s), u
t0(s, x)]ds, i ∈ N, (3.2)

где xt0(s), ut0(s, x) – траектория и набор стратегий в игре Γ̃t0(x0, T ).
Для каждого момента времени t ∈ (t0, T ] поставим в соответствие

игру Γ̃t(x, T ), заданную на интервале [t, t + T ], с уравнениями дина-
мики вида:

ẋt(s) = f(s, xt, u
t),

xt(t) = x,

xt ∈ Rl, ut = (ut
1, . . . , u

t
n), ut

i = ut
i(s, x) ∈ Ui ⊂ compRk, s ∈ [t, t+ T ].

(3.3)
Выигрыш игрока i в подыгре Γ̃t(x, T ) имеет вид:

Kt
i (x, t;u

t) =

t+T∫
t

hi[s, xt(s), u
t(s, x)]ds, i ∈ N, (3.4)

где xt(s), ut(s, x) – траектория и набор стратегий в игре Γ̃t(x, T ).
Дифференциальная игра с непрерывным обновлением развивает-

ся во времени по следующему правилу:
Непрерывно во времени в каждый текущий момент t ∈ [t0, T ]

игроки получают информацию об уравнении движения и функци-
ях выигрышей игроков в игре Γ̃t(x, T ). Игроки выбирают страте-
гии ũt

i(s, x), s ∈ [t, t + T ] оптимальные в рассматриваемой подыгре.
Полученный набор стратегий используется для нахождения опти-
мальных стратегий u(t, x) в дифференциальной игре Γ(x0, T − t0, T )

с непрерывным обновлением информации, которые имеют вид:

u(t, x) = ũt(s, x)|s=t, t ∈ [t0, T ]. (3.5)
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Тогда, если набор стратегий (3.5) в игре Γ(x0, T − t0, T ) с непре-
рывным обновлением информации является допустимым, траекто-
рию x(t) в этой игре получаем из системы дифференциальных урав-
нений (2.1), замкнутой этим набором стратегий.

4. Кооперативные стратегии в игре с непрерывным обновле-
нием информации.

В рамках подхода с непрерывным обновлением информации необ-
ходимо построить модель поведения игроков в случае, когда инфор-
мация о процессе обновляется непрерывно. В данной работе мы рас-
сматриваем кооперативную постановку и важным элементом этой
модели являются кооперативные стратегии с непрерывным обновле-
нием информации:

• для каждого фиксированного текущего момента времени t ∈
[t0, T ] кооперативные стратегии в игре Γ(x0, T − t0, T ) u

∗(t, x) =

(u∗
1(t, x), . . . , u

∗
n(t, x)) совпадают с кооперативным стратегиями

в игре Γ̃t(x, T ), определенными на интервале [t, t+T ] в текущий
момент времени t.

Из-за особенностей построения игры с непрерывным обновлением
информации использование классических подходов для определения
кооперативных стратегий подобного типа не представляется возмож-
ным. Продемонстрируем это на следующем теоретическом примере,
рассмотрим два временных интервала [t, t + T ] и [t + ϵ, t + T + ϵ],
ϵ << T . Тогда в соответствии в видом кооперативных стратегий:

• кооперативные стратегии с непрерывным обновлением инфор-
мации u∗(t, x) в момент времени t совпадают с кооперативными
стратегиями в дифференциальной игре, определенной на интер-
вале [t, t+ T ],

• u∗(t + ϵ, x) в момент времени t + ϵ должны совпадать с ко-
оперативными стратегиями в игре определенной на интервале
[t+ ϵ, t+ ϵ+ T ].
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Для того, чтобы построить подобные стратегии нам необходимо опре-
делить понятие обобщенных кооперативных стратегий с непрерыв-
ным обновлением информации:

ũ∗(t, s, x) = (ũ∗
1(t, s, x), . . . , ũ

∗
n(t, s, x)), t ∈ [t0, T ], s ∈ [t, t+ T ], (4.1)

которые мы будем использовать далее для построения стратегий
u∗(t, x). Стратегии ũ∗(t, s, x) = (ũ∗

1(t, s, x), . . . , ũ
∗
n(t, s, x)) для каждого

фиксированного текущего момента времени t определяются следую-
щим образом:

ũ∗(t, s, x) = (ũ∗
1(t, s, x), . . . , ũ

∗
n(t, s, x)) = arg max

u1,...,un

n∑
i=1

Kt
i (x, t;u

t(s, x)),

(4.2)
где для каждого фиксированного момента времени t оптимизацион-
ная задача (4.2) строится на основе информации доступной игрокам
в текущий момент времени t, т.е. на интервале [t, t + T ]. Предполо-
жим, что максимум в (4.2) достигается на множестве допустимых
стратегий ũ∗(t, s, x) для фиксированного t.

Определение 4.1. Стратегии ũ∗(t, s, x) = (ũ∗
1(t, s, x), . . . , ũ

∗
n(t, s, x))

называются обобщенными кооперативными стратегиями с непре-
рывным обновлением информации, если для любого фиксированного
t ∈ [t0, T ] стратегии ũ∗(t, s, x) являются оптимальными коопера-
тивными в игре Γ̃t(x, T ).

Важно заметить, что обобщенные кооперативные стратегии
ũ∗(t, s, x) для фиксированного момента времени t являются функци-
ей параметров s и x, где параметр s определен на интервале [t, t+T ].
Параметр s показывает «воображаемое» время, которое использует-
ся для моделирования развития процесса от текущего момента време-
ни t до t+T . Используя обобщенные кооперативные стратегии пред-
ставляется возможным определить кооперативные стратегии, кото-
рые реализуются в игре с непрерывным обновлением информации.

Определение 4.2. Набор стратегий u∗(t, x) называются коопера-
тивными стратегиями с непрерывным обновлением информации,
если они определены следующим образом:

u∗(t, x) = ũ∗(t, s, x)|s=t = (ũ∗
1(t, s, x)|s=t, . . . , ũ

∗
n(t, s, x)|s=t),

t ∈ [t0, T ],
(4.3)
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где стратегии ũ∗(t, s, x) являются обобщенными кооперативными
стратегиями, заданными в Определении 4.1.

В отличии от обобщенных кооперативных стратегий, u∗(t, x) не
содержит кооперативные стратегии для каждого s ∈ [t, t+T ], только
для случая s = t. Набор стратегий u∗(t, x) содержит только страте-
гии игроков, которые они реализуют в соответствии с процедурой,
описанной в разделе 3, т.е. в рамках непрерывного обновления ин-
формации, когда s = t. Стратегии u∗(t, x) будут использоваться в
качестве кооперативных для класса игр с непрерывным обновлением
информации. Пусть x∗(t) – оптимальная кооперативная траектория
в игре Γ(x0, T − t0, T ), т.е. стратегия, которая реализуется при замы-
кании системы (2.1) стратегиями u∗(t, x).

5. Характеристическая функция в игре с непрерывным об-
новлением информации.

Для того, чтобы определить характеристическую функцию в иг-
ре с непрерывным обновлением информации определим понятие ха-
рактеристической функции Ṽ t(S; x̃∗

t (s), t + T − s), S ⊆ N , заданной
для каждой подыгры Γ̃t(x̃∗

t (s), T ), для каждого текущего момента
времени t ∈ [t0, T ] и параметра s ∈ [t, T + t]. Здесь x̃∗

t (s) – оптималь-
ная кооперативная траектория в подыгре Γ̃t(x, T ). Предположим, что
Ṽ t(S; x̃∗

t (s), t+T − s), S ⊆ N построена при использовании некоторо-
го классического метода (например, как в работе [8]). Предположим,
что условия супераддитивности выполнены:

Ṽ t(S1∪S2; x̃
∗
t (s), t+ T − s)≥Ṽ t(S1; x̃

∗
t (s), t+ T − s)+

+ Ṽ t(S2; x̃
∗
t (s), t+ T − s), ∀S1, S2⊆ N, S1 ∩ S2=∅.

Предположим, что функция Ṽ t(S; x̃∗
t (s), t + T − s), S ⊆ N является

непрерывно дифференцируемой по параметру s ∈ [t, T + t] и инте-
грируемой по t ∈ [t0, T ]. В игре Γ(x0, T − t0, T ) определим харак-
теристическую функцию с непрерывным обновлением информации
V (S; x∗(t), t) следующим образом:

Определение 5.1. Функция V (S; x∗(t), T − t), t ∈ [t0, T ], S ⊆ N яв-
ляется характеристической функцией с непрерывным обновлением
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информации, если она имеет следующий вид:

V (S; x∗(t), T − t) =

∫ T

t

− d

ds
Ṽ τ (S; x̃∗

τ (s), τ + T − s)|s=τdτ, (5.1)

t ∈ [t0, T ], S ⊆ N, (5.2)

где Ṽ τ (S; x̃∗
τ (s), τ + T − s), s ∈ [t, T + t], t ∈ [t0, T ], S ⊆ N - это

характеристическая функция в подыгре Γ̃τ (x̃∗
τ (s), τ +T − s), начина-

ющейся из точки x̃∗
τ (s), с продолжительностью τ +T − s, a x̃∗

τ (s) –
оптимальная кооперативная траектория в подыгре Γ̃τ (x, T ).

Здесь важно заметить, что поскольку подыгры рассматриваются
вдоль оптимальной траектории игры Γ(x0, T − t0, T ), для траекторий
x̃∗
t (s) выполняется x̃∗

t (t) = x∗(t).
Покажем, что найденное согласно (5.1) значение V (N ; x∗(t), T − t)

действительно является суммарным выигрышем игроков, вдоль оп-
тимальной кооперативной траектории x∗(t), при использовании ко-
оперативных стратегий (4.3) с непрерывным обновлением информа-
ции.

Предложение 5.1. Значение V (N ;x∗(t), T−t) характеристической
функции, построенной по правилу (5.1), для любого t ∈ [t0, T ] имеет
вид:

V (N ; x∗(t), T − t) =
∑
i∈N

Ki(x
∗(t), T − t;u∗

1(t, x), . . . , u
∗
n(t, x)). (5.3)

Для доказательства выпишем определение характеристической
функции с непрерывным обновлением информации:

V (N ;x∗(t), T − t) =

∫ T

t

− d

ds
Ṽ τ (N ; x̃∗

τ (s), τ + T − s)|s=τdτ =∫ T

t

− d

ds

(∫ τ+T

s

∑
i∈N

hi(x̃
∗
τ , ũ

∗
1(τ, l, x), . . . , ũ

∗
n(τ, l, x))dl

)
|s=τdτ =∫ T

t

∑
i∈N

hi(x̃
∗
τ , ũ

∗
1(τ, s, x), . . . , ũ

∗
n(τ, s, x))|s=τdτ =
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∫ T

t

∑
i∈N

hi(x
∗, u∗

1(τ, x), . . . , u
∗
n(τ, x))dτ =∑

i∈N

Ki(x
∗(t), T − t;u∗

1(t, x), . . . , u
∗
n(t, x)). (5.4)

6. Кооперативное решение в игре с непрерывным обновле-
нием информации.

Если построенная характеристическая функция в игре Γ(x0, T −
t0, T ) с непрерывным обновлением информации окажется суперадди-
тивной, то далее можно воспользоваться любым из известных прин-
ципов оптимальности для кооперативных игр.

Пусть ξ(x∗(t), T − t) – дележ в игре с непрерывным обновлени-
ем информации вдоль кооперативной траектории с непрерывным об-
новлением информации x∗(t), t ∈ [t0, T ]. По аналогии с (2.4), (6.1)
зададим множество всевозможных дележей игры Γ(x0, T − t0, T ):

L(x∗(t), T−t) =
{
ξ(x∗(t), T−t) = (ξ1(x

∗(t), T−t), . . . , ξn(x
∗(t), T−t)) :

n∑
i=1

ξi(x
∗(t), T − t) = V (N ; x∗(t), T − t),

ξi(x
∗(t), t, T ) ≥ V ({i};x∗(t), T − t), i ∈ N

}
. (6.1)

Кооперативное решение подыгры игры с непрерывным обновле-
нием информации обозначается соответственно M(x∗(t), T − t).

7. Модель разработки невозобновляемого ресурса с непре-
рывным обновлением информации

Рассмотрим дифференциальную игру с непрерывным обновлени-
ем информации, моделирующую процесс разработки невозобновля-
емого ресурса [5]. Предполагается, что n игроков участвуют в из-
влечении некоторого невозобновляемого ресурса, запас которого в
момент времени t обозначим через x(t). Количество ресурса зависит
от интенсивностей выработки ui, выбираемых игроками.
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Уравнение динамики имеет вид:

ẋ(t) = −
n∑

i=1

aiui(t, x), x(t0) = x0. (7.1)

Здесь коэффициенты ai > 0 для всех i = 1, . . . , n и x0 > 0.
Игроки имеют логарифмические функции полезности:

hi(x(t), ui(t, x)) = ln ui(t, x), i = 1, . . . , n. (7.2)

Функция выигрыша игрока i имеет вид

Ki(x0, T − t0) =

T∫
t0

lnui(s, x)ds, i = 1, . . . , n. (7.3)

Предполагается, что в каждый момент времени игроки обладают ин-
формацией только на период длиной T < T и могут руководствовать-
ся только этой информацией при выборе оптимального управления
в момент t.

Также предполагается, что игроки имеют возможность коопери-
роваться с целью достижения максимального суммарного выигрыша:

n∑
i=1

Ki(x0, T − t0) =
n∑

i=1

T∫
t0

lnui(s, x)ds −→ max
u1,...,un

. (7.4)

7.1. Оптимальные кооперативные стратегии

Согласно разделу 4, для получения оптимальных позиционных
стратегий в игре с непрерывным обновлением информации, необ-
ходимо рассмотреть вспомогательную подыгру Γ̃t(x, T ) с продолжи-
тельностью T , начинающуюся в момент t из состояния x.

Динамика игры Γ̃t(x, T ) описывается уравнением:

ẋt(s) = −
n∑

i=1

aiu
t
i(s, xt),

xt(t) = x,

xt ∈ Rl, ut = (ut
1, . . . , u

t
n), ut

i = ut
i(s, x) ∈ Ui ⊂ compRk, s ∈ [t, t+ T ].

(7.5)
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Функция выигрыша игрока i для подыгры Γ̃t(x, T ):

Kt
i (x, t;u

t) =

t+T∫
t

lnut
i(s, xt)ds, i ∈ N. (7.6)

Найдем набор стратегий ũ∗(t, s, x), максимизирующий суммарный
выигрыш игроков в подыгре. Для этого воспользуемся методом дина-
мического программирования [2]. Обозначим через W (t, s, x) функ-
цию Беллмана в подыгре, начинающейся в момент s:

W (t, s, x) = max
u1,...,un

n∑
i=1

Kt
i (x, s;u

t). (7.7)

Уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана имеет вид:

−∂W (t,s,x)
∂s

= max
u1,...,un

{
n∑

i=1

lnut
i(s, x)−

∂W (t,s,x)
∂x

n∑
i=1

aiu
t
i(s, x)

}
.

lim
s→t+T

W (t, s, x) = 0.
(7.8)

Будем искать решение уравнения (7.8) в виде W (t, s, x) = A(t, s) ln xt+

B(t, s). Найдём частные производные:

∂W (t, s, x)

∂s
= Ȧ(t, s) ln xt + Ḃ(t, s);

∂W (t, s, x)

∂x
=

A(t, s)

xt

. (7.9)

Проведя максимизацию в правой части уравнения (7.8), учитывая
(7.9) получаем

ũ∗(t, s, x) =
xt

aiA(t, s)
. (7.10)

После подстановки (7.9),(7.10) в (7.8) получаем:

Ȧ(t, s) ln xt + Ḃ(t, s) = n lnA(t, s)− n lnxt + ln aN + n,

lim
s→t+T

A(t, s) ln xt +B(t, s) = 0, (7.11)

где aN =
n∏

i=1

ai.

Тогда:

A(s, t) = n(t+ T − s),

B(s, t) = −(t+ T − s)(ln aN + n lnn(t+ T − s)),

t ∈ [t0, T ), s ∈ (t, t+ T ).

(7.12)
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Оптимальные кооперативные стратегии имеют вид:

ũ∗
i (t, s, x) =

1

Wx

=
x

ain(t+ T − s)
, s ∈ [t, t+ T ). (7.13)

При этом

W (t, s, x) = n(t+T−s) ln
x

n(t+ T − s)
−(t+T−s) ln aN , s ∈ [t, t+T ).

(7.14)
Оптимальная кооперативная траектория для вспомогательной подыг-
ры имеет вид:

x̃∗
t (s) = x

(t+ T − s)

T
. (7.15)

Согласно правилу (4.3) кооперативные стратегии в игре с непрерыв-
ным обновлением информации определяются следующим образом:

u∗(t, x) = ũ∗(t, s, x)|s=t =
x

ainT
, s ∈ [t, t+ T ] (7.16)

Соответствующая оптимальная кооперативная траектория:

x∗(t) = x0e
t0−t

T .

7.2. Характеристическая функция

При построении характеристической функции в подыгре Γ̃t(x, T )

будем использовать подход, предложенный в работе [27]:

Ṽ t(S; x̃∗
t (s), t+ T − s) =



n∑
i=1

Kt
i (x, s; ũ

∗(t, s, x)), S = N,

max
ui, i∈S

∑
i∈S

Kt
i (x, s; ũ

NE\uS), S ⊂ N,

0, S = ∅,
(7.17)

где max
ui, i∈S

∑
i∈S

Kt
i (x, s; ũ

NE/ũS) – максимальный выигрыш коалиции S

при условии, что игроки из N\S используют управления из некото-
рого фиксированного равновесия по Нэшу ũNE =

(
ũt,NE
1 , . . . , ũt,NE

n

)
в подыгре Γ̃(x, t, T ). Заметим, что данная характеристическая функ-
ция удобна для вычисления, но не является супераддитивной в общем
случае.
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Для получения Ṽ t(S; x̃∗
t (s), t+ T − s) найдем равновесие по Нэшу

в подыгре Γ̃t(x, T ). Воспользуемся принципом оптимальности Белл-
мана.

Через W i(t, s, x) обозначим функцию Беллмана – выигрыш иг-
рока i в ситуации равновесия по Нэшу в подыгре, начинающейся
в момент s. Система уравнений Гамильтона-Якоби-Беллмана имеет
вид (см. [20]):

−∂W i(t,s,x)
∂s

= max
ui

(lnut
i(s, x)−

∂W i(t,s,x)
∂x

(aiui +
∑
j ̸=i

ajũ
NE
j )), i ̸= j,

lim
s→t+T

W i(s, x) = 0, i = 1, . . . , n.

(7.18)
Будем искать Wi(t, s, x) в виде Wi(t, s, x) = Ai(t, s) ln x+Bi(t, s). Мак-
симизируя правую часть уравнения (7.18) и решая соответствующие
дифференциальные уравнения относительно Ai(t, s) и Bi(t, s), полу-
чаем:

Ai(t, s) = T + t− s,

Bi(t, s) = (T + t− s)(− ln(T + t− s)− ln ai − n− 1),

ũNE
i (t, s, x) =

xt

ai(T + t− s)
.

Можно заметить также, что при построении характеристической функ-
ции по предложенному методу, значение характеристическую функ-
ции от одноэлементной коалиции совпадает с выигрышем игрока из
этой коалиции в ситуации равновесия по Нэшу, значит:

V t({i}; x̃∗
t (s), t+T−s) = W i(s, x) = (T+t−s)(ln

xt

T + t− s
−ln ai−n−1).

Перейдем теперь к построению Ṽ t(S; x̃∗
t (s), t+T−s). Пусть W S(t, s,

x) – функция Беллмана, максимальный выигрыш коалиции S в подыг-
ре, начинающейся в момент s, при условии, что игроки, не входящие в
S, используют стратегии ũNE

i (t, s, x). Уравнение Гамильтона-Якоби-
Беллмана имеет вид:

−∂WS(t,s,x)
∂s

= max
ui∈S

(
∑
i∈S

lnut
i(s, x)−

∂WS(t,s,x)
∂x

(
∑
i∈S

aiui +
∑

j∈N\S
ajũ

NE
j )),

S ⊂ N,

lim
s→t+T

W S(s, x) = 0.

(7.19)
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Функцию Беллмана будем искать в виде W S(t, s, x) = AS(t, s) ln x +

BS(t, s).

Стратегии игроков i ∈ S, максимизирующие правую часть (7.7),
имеют вид:

ũS
i (t, s, x) =

xt

aiAS(t, s)
. (7.20)

Пусть | S |= k. После подстановки (7.20) в () построение сводится к
решению следующей системы дифференциальных уравнений:

ȦS(t, s) = −k,

ḂS(t, s) = k lnAS(t, s) + ln aS + k + AS(t,s)(n−k)

T+t−s
,

lim
s→t+T

(AS(t, s) ln x+BS(t, s)) = 0,
(7.21)

где aS =
∏
i∈S

ai.

Найдем решение системы (7.21):

AS(s, t) = k(t+ T − s),

BS(s, t) = −k(t+ T − s)(ln k(t+ T − s) + ln aS

k
+ n− k),

t ∈ [t0, T ), s ∈ (t, t+ T ).

(7.22)

Тогда стратегии игроков из коалиции S, максимизирующие суммар-
ный выигрыш коалиции S, принимают вид:

ũS
i (t, s, x) =

x

aik(t+ T − s)
, s ∈ [t, t+ T ). (7.23)

Можно также вычислить Ṽ t(S; x̃∗
t , s, t+ T − s):

Ṽ t(S; x̃∗
t (s), t+ T − s) = W S(t, s, x) =

= −k(t+T−s)(− ln x̃∗
t (s)+ln k(t+T−s)+

ln aS

k
+n−k), s ∈ [t, t+T ).

(7.24)

Согласно (7.24) выигрыш максимальной коалиции имеет вид:

Ṽ t(N ; x̃∗
t (s), t+T − s) = n(t+T − s) ln

x̃∗
t (s)

n(t+ T − s)
− (t+T − s) ln aN .
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Покажем, что построенная функция является супераддитивной. Пусть
S ⊂ N,P ⊂ N, S ∩ P = ∅, тогда:

Ṽ t(S∪P ; x̃∗
t (s), t+T−s)−Ṽ t(S; x̃∗

t (s), t+T−s)−Ṽ t(P ; x̃∗
t (s), t+T−s) =

= (t+ T − s) (k ln k + p ln p− k ln(k + p)− p ln(k + p) + 2pk) =

= (t+ T − s)

(
k(ln

k

k + p
+ p) + p(ln

p

k + p
+ k)

)
. (7.25)

Заметим, что для любых k > 1 и p > 1 выполняются неравенства
k+p
k

< ep, k+p
p

< ek. Откуда следует, что (ln k
k+p

+p) > 0, (ln p
k+p

+k) > 0.
Значит

Ṽ t(S∪P ; x̃∗
t (s), t+T−s)−Ṽ t(S; x̃∗

t (s), t+T−s)−Ṽ t(P ; x̃∗
t (s), t+T−s) ≥ 0,

(7.26)
для любого s ∈ [t, t + T ), что доказывает супераддитивность харак-
теристической функции.

Построим характеристическую функцию с непрерывным обнов-
лением информации (5.1).

V (S, x∗(t), t, T − t) =

T∫
t

−dṼ τ (S; x̃∗
τ (s), T + τ − s))

ds
|s=τdτ =

= k(T − t)

(
ln

x0

kT
− ln aS

k
+

t0

T
− t+ T

2T
− n+ k

)
. (7.27)

Для характеристической функции (7.27) в игре с непрерывным об-
новлением информации свойство супераддитивности также выпол-
няется. Действительно:

V (S ∪ P ;x∗(t), T − t)− V (S;x∗(t), T − t)− V (P ; x∗(t), T − t) =

= (T − t) (k ln k + p ln p− k ln(k + p)− p ln(k + p) + 2pk) =

= (T − t)

(
k(ln

k

k + p
+ p) + p(ln

p

k + p
+ k)

)
. (7.28)

Неотрицательность выражения в правой части была показана ранее.
Значит:

V (S ∪ P ;x∗(t), t, T − t) ≥ V (S;x∗(t), T − t) + V (P ;x∗(t), T − t).
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После построения супераддитивной характеристической функции для
получения кооперативного решения возможно использование любого
из известных принципов оптимальности. Найдём вектор Шепли [29]
в игре с непрерывным обновлением информации.

shi(x
∗(t), T − t) =

∑
K⊆N,i∈K

(k − 1)!(n− k)!

n!
[V (K;x∗(t), T − t)−

− V (K\i;x∗(t), T − t)] = (T − t)

(
ln

x0

ainT
+

t0

T
− t+ T

2T

)
. (7.29)

Рисунок 3. Кооперативная траектория x∗(t) в игре с непрерывным
обновлением информации (синяя линия) и кооперативная

траектория в исходной игре x∗(t) (красная линия).

Для сравнения полученных результатов с решением исходной ко-
оперативной игры Γ(x0, T−t0) выпишем для неё кооперативные стра-
тегии, траекторию и кооперативное решение. Оптимальные коопера-
тивные стратегии для исходной игры:

u∗
i (t, x) =

x

ain(T − t)
, t ∈ [t0, T ), (7.30)

а оптимальная кооперативная траектория для исходной игры:

x∗(t) = x0
(T − t)

T − t0
. (7.31)

Характеристическая функция для игры Γ(x0, T − t0):

V (S, x∗(t), t, T − t) = k(T − t)

(
ln

x0

k(T − t0)
− ln aS

k
− n+ k

)
, (7.32)
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а вектор Шепли:

Shi(x
∗(t), T − t) = (T − t) ln

x0

ain(T − t0)
. (7.33)

Рисунок 4. Кооперативные стратегии u∗(t, x∗) в игре с непрерывным
обновлением информации (синяя линия) и кооперативные

стратегии в исходной игре u∗(t, x∗) (красная линия).

Рисунок 5. Значение характеристической функции V (N ;x∗(t), T − t)

в игре с непрерывным обновлением информации (синяя линия) и
значение характеристической функции в исходной игре

V (N ; x∗(t), T − t) (красная линия).
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Рисунки 3-6 наглядно показывают как отличается кооперативное
решение игры с непрерывным обновлением информации от коопера-
тивного решения исходной игры. Видно, что в игре с непрерывным
обновлением информации игроки, рассчитывая на короткую продол-
жительность процесса, начинают игру с интенсивностью выработки
ресурса выше, чем в исходной игре (рис. 4). Соответственно запас
ресурса в каждый момент времени в игре с непрерывным обновлени-
ем меньше (рис. 3). Рис. 5-6 показывают, что в игре с непрерывным
обновлениям выигрыши игроков меньше, чем в исходной игре.

Рисунок 6. Компонента вектора Шепли Sh(x∗(t), T − t) в игре с
непрерывным обновлением информации (синяя линия) и значение

характеристической функции в исходной игре Sh(x∗(t), T − t)

(красная линия).

8. Заключение

В работе детально описана процедура построения кооперативных
стратегий, характеристической функции и кооперативного решения
для класса дифференциальных игр с непрерывным обновлением ин-
формации. Рассмотрена модель разработки невозобновляемого ре-
сурса с непрерывным обновлением информации. Приведено числен-
ное моделирование с использованием Matlab и сравнение решений
исходной игры с предписанной продолжительностью и игры с непре-
рывным обновлением информации.
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COOPERATIVE DIFFERENTIAL GAME MODEL WITH
CONTINUOUS UPDATING
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Zeyang Wang, Saint Petersburg State University
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Hongwei Gao, Qingdao University, PhD (gaohongwei@qdu.edu.cn).

Abstract : The paper considers and describes the class of cooperative
differential games with continuous updating. Such a class of differential
games is new, at the moment only the class noncooperative game models
with continuous updating have been studied. This paper describes the
process of constructing cooperative strategies, cooperative trajectory,
characteristic function and cooperative solution with continuous
updating. Cooperative case of limited resource extraction game model
with continuous updating is considered. Optimal strategies, characteristic
function and cooperative solution are constructed. The Shapley vector
is used as a cooperative solution. The numerical simulation results are
demonstrated in the Matlab environment.

Keywords : differential games, continuous updating.


