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1. Введение

Кооперативные игры в динамической постановке в настоящее вре-
мя занимают важное место в современных научных исследованиях в
области математического моделирования, оптимального управления,
теории игр, экономического менеджмента и др. Построение харак-
теристических функций (далее – х.ф.) является одной из основных
задач теории кооперативных игр, поскольку большинство «справед-
ливых принципов» распределения максимального суммарного выиг-
рыша всех игроков основано на использовании значений характери-
стической функции [23].
Характеристическая функция V (S) в некоторой степени отража-

ет «силу» коалиции игроков S, и желательным свойством для такой
функции является супераддитивность. В настоящее время в рабо-
тах по кооперативной теории игр выполнение свойства суперадди-
тивности характеристической функции V (S) часто не требуется [10,
25, 27]. Тем не менее, использование супераддитивной функции при
решении различных задач в области кооперативной теории игр как
в статической, так и в динамической постановке, дает ряд преиму-
ществ, а именно, супераддитивность 1) побуждает игроков создавать
все большие коалиции и в итоге объединиться в гранд-коалицию N

[23], 2) придает понятный смысл вектору Шепли (компонента деле-
жа для каждого игрока равна его среднему вкладу в благосостояние
гранд-коалиции при определенном механизме ее формирования) [10],
[29], 3) необходима при построении сильно-динамически устойчивых
принципов оптимальности [2].
Применение классического подхода, а именно, выбор в качестве

характеристической функции нижнего значения игры [23] (в насто-
ящее время — α– характеристической функции), обладающей свой-
ством супераддитивности, приводит к ряду сложностей вычислитель-
ного характера, особенно для игр в динамической постановке. Систе-
матизация существующих подходов по упрощению построения ха-
рактеристической функции, их взаимосвязь и анализ выполнения
свойства супераддитивности для α–, β–, γ–, δ– характеристических
функций приведена в работах [27], [28] для однократных, а в работах
[1], [18] — для класса дифференциальных игр.
Методы, основанные на дальнейших преобразованиях α–, δ– ха-
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рактеристических функций с целью упрощения вычислений в дина-
мических играх, были предложены в работах [9], [24], [26] и др. В
работах [5], [16] были предложены новые способы построения х.ф.,
которые затем были названы, соответственно, ζ– и η– характеристи-
ческими функциями. Отметим, что сильной стороной ζ–х.ф. [1] яв-
ляется выполнение свойства супераддитивности в общем случае, в то
время как η– х.ф.[18] является некоторым аналогом α–х.ф., вычис-
ляется легче других перечисленных х.ф., но не является суперадди-
тивной. Кроме того, и упомянутая δ– х.ф. является супераддитивной
функцией для некоторого достаточно широкого класса однократных
игр [27], однако для динамической постановки существует ряд контр-
примеров (см. [15], а также раздел 3.3.2 данной статьи).
В данной работе в разделе 2 предлагается конструктивный способ

построения супераддитивной характеристической функции на основе
любой другой (несупераддитивной) характеристической функции.
В разделе 3 приводится пример нетривиальной дифференциаль-

ной игры управления объемами загрязняющих атмосферу производств,
основанной на модели некооперативной дифференциальной игры [14].
В отличие от работы [14], мы полагаем абсорбцию равной нулю и ре-
шаем задачу в классе программных стратегий. Для кооперативного
случая характеристическая функция строится двумя способами: δ–
и η– х.ф. (см. [16], [25] в разделе 3.2. В разделе 3.3 доказывается, что
обе эти функции не являются супераддитивными. При помощи алго-
ритма, сформулированного в теореме 2.1, производится расширение
построенных х.ф. на класс супераддитивных функций. Проверяет-
ся выполнение свойства супераддитивности для модифицированных
характеристических функций. Наиболее громоздкие вычисления вы-
несены в приложения 1, 2.

2. Характеристические функции в кооперативных диффе-
ренциальных играх

2.1. Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальную игру n лиц Γ(x0, T − t0) с пред-
писанной продолжительностью (T − t0) и начальным состоянием x0

[6]. Динамика игры задается системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений:
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ẋ = f(x, u1, . . . , un), x ∈ Rn, ui ∈ Ui ⊂ compRk, t ∈ [t0, T ],

x(t0) = x0.
(2.1)

Предполагается, что система дифференциальных уравнений (2.1)
удовлетворяет условиям существования, единственности и продол-
жимости решений для любого набора измеримых управлений
u1(·), . . . , un(·), а именно: 1) функция f непрерывна на множестве
Rn×U1× . . .×Un, 2) функция f удовлетворяет условию Липшица по
x с постоянной κ1: ||f(x′, u1, . . . , un)− f(x′′, u1, . . . , un)|| ≤ κ1||x′ − x′′||
для всех x′, x′′ ∈ Rn, 3) ||f(x, u1, . . . , un)|| ≤ κ2(1 + ||x||) для всех
(x, u1, . . . , un) ∈ (Rn × U1 × . . .× Un) [3].
Пусть N = {1, . . . , n} – множество игроков. Выигрыш i-го игрока

определяется следующим образом:

Hi(x0, T−t0, u1, . . . , un) =

T∫

t0

hi(x(τ), u1(τ), . . . , un(τ))dτ, i = 1, . . . , n,

(2.2)
где hi(x, u1, . . . , un) представляет собой непрерывную функцию и x(t)
– решение задачи Коши для системы (2.1) при управлениях u(t) =

(u1(t), . . . , un(t)). Будем решать задачу в классе программных стра-
тегий [11].

Определение 2.1. n– набор управлений uNE = {uNE
1 , . . . , uNE

n }, та-
кой что для любого i ∈ N выполнено

Hi(x0, T − t0, u
NE) ≥ Hi(x0, T − t0, ui, u

NE
−i ) ∀ui ∈ Ui,

где uNE
−i = {uNE

1 , . . . , uNE
i−1 , u

NE
i+1 , . . . , u

NE
n }, будем называть равновеси-

ем по Нэшу.

Рассмотрим кооперативный вариант игры.

Определение 2.2. n-набор управлений u∗ = (u∗
1, . . . , u

∗
n), который

доставляет максимум суммарному выигрышу игроков

u∗ = argmax
u

n∑

i=1

Hi(x0, T − t0, u), (2.3)

будем называть оптимальными управлениями, а соответствую-
щую им траекторию x∗(t) — оптимальной траекторией.
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Предполагаем, что максимум в (2.3) достигается. Кроме того,
предполагается, что равновесие по Нэшу существует и единственно.
В общем случае это не так, но выполняется для достаточно широкого
класса дифференциальных игр [12].
Для нахождения кооперативных решений как способа «справед-

ливого раздела» заработанной игроками величины
n∑

i=1

Hi(x0, T−t0, u
∗)

необходимо вычислить значения характеристической функции
V (S, x0, T − t0) для всех допустимых коалиций S ⊆ N .

Определение 2.3. Под характеристической функцией в игре
Γ(x0, T − t0) будем понимать отображение V : R ×X × 2N → R≥0,
такое что:

1. V (∅, x0, T − t0) = 0;

2. V (N, x0, T − t0) =
n∑

i=1

Hi(x0, T − t0, u
∗).

Подчеркнем тот факт, что характеристическая функция зависит
от начальных условий игры, и, следовательно, может быть расшире-
на на подыгры.Однако для краткости далее будем часто опускать по-
следние два аргумента и записывать характеристическую функцию
как V (S). Позже, при рассмотрении реального примера в разделе 3
исходные обозначения будут восстановлены.
В настоящее время выполнение свойства супераддитивности для

х.ф. является желательным, но не является обязательным [10, 25, 27,
29]. Тем не менее, свойство супераддитивности

V (S1 ∪ S2, x0, T−t0) ≥ V (S1,x0, T−t0) + V (S2, x0, T−t0),

∀S1, S2 ⊆ N, S1 ∩ S2 = ∅.
(2.4)

являлось необходимым при первоначальном определении характери-
стической функции [6, 23].
Как было отмечено во введении, свойство супераддитивности при-

дает характеристической функции ряд дополнительных преимуществ.
Подробный анализ методов построения характеристической функ-

ции, в которых предложены некоторые модификации классического
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метода Неймана–Моргенштерна [23] (см.[6] для класса дифференци-
альных игр), позволяющие упростить вычисления для класса диф-
ференциальных игр, приведен в работе [18].
Приведем два из них, в которых сильной стороной является умень-

шения числа оптимизационных задач по сравнению с [6], а слабой
стороной — невыполнение свойства супераддитивности (2.4) в общем
случае.
В работе [25] предложен следующий подход:

V δ(S, x0, T−t0) =





0, S = {∅},
max
ui, i∈S

uj=uNE
j , j∈N\S

∑
i∈S

Hi(x0, T − t0, uS, u
NE
N\S), S ⊂ N,

n∑
i=1

Hi(x0, T − t0, u
∗), S = N.

(2.5)
Пример дифференциальной игры, для которой δ– х.ф. не является
супераддитивной приведен в работе [15].
В работе [16] был предложен новый подход, а именно η– харак-

теристическая функция, значения которой вычисляются следующим
образом:

V η(S, x0, T − t0) =





0, S = {∅},
∑
i∈S

Hi(x0, T − t0, u
∗
S, u

NE
N\S), S ⊆ N,

n∑
i=1

Hi(x0, T − t0, u
∗), S = N.

(2.6)

Данная функция (2.6) по ряду свойств [18] близка к первоначаль-
ной α– х.ф. Неймана –Моргенштерна, однако не удовлятворяет свой-
ству (2.4) в общем случае.

2.2. Основная теорема о супераддитивном расширении

Предположим, что характеристическая функция V (S, x0, T − t0)

построена каким-либо образом и не удовлетворяет свойству суперад-
дитивности (2.4). Зафиксируем коалицию игроков S, S ⊆ N . Разби-
ением множества S называется набор подмножеств Q = {Q1, . . . , Ql}
таких, что Qi ⊆ S,

∪l
i=1 Qi = S, Qi

∩
Qj = ∅ для всех 1 ⩽ i ̸= j ⩽ l.

Обозначим через Q(S) совокупность всех разбиений множества S.
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Теорема 2.1. Для любой характеристической функции V (S, x0, T −
t0) можно построить ее супераддитивное расширение:

V̄ (S, ·) = max
Q∈Q(S)

{ l∑

k=1

V (Qk, ·)
����Qk ∈ Q, l = |Q|

}
. (2.7)

Доказательство. Покажем, что новая функция V̄ (S, x0, T − t0) (2.7)
является супераддитивной, т.е. удовлетворяет свойству (2.4).
Возьмем произвольные непересекающиеся коалиции S1 ⊆ N и

S2 ⊆ N , далее рассмотрим совокупности их разбиений Q(S1) и Q(S2).
Предположим, что максимумы достигаются на разбиенияхQ′ ∈ Q(S1)

и Q′′ ∈ Q(S2), причем l′ = |Q′|, l′′ = |Q′′|. Если таких разбиений
несколько, выберем любое из них. Соответствующие значения харак-
теристических функций имеют вид

V̄ (S1) = V (Q′
1) + · · ·+ V (Q′

l′),

V̄ (S2) = V (Q′′
1) + · · ·+ V (Q′′

l′′).

Рассмотрим коалицию S = S1 ∪ S2 и ее разбиение Q(S). Очевидно,
что выполняется Q(S1)∪Q(S2) ⊆ Q(S), соответственно выполняется

V̄ (S, ·) = max
Q∈Q(S)

{ ∑

Qk∈Q
V (Qk, ·)

}
≥

≥ max
Q′∈Q(S1)
Q′′∈Q(S2)

{ ∑

Qi∈Q′∪Q′′

V (Qk, ·)
}

= V̄ (S1, ·) + V̄ (S2, ·).

Следовательно, V̄ (S1 ∪ S2) ⩾ V̄ (S1) + V̄ (S2).

3. Пример дифференциальной игры

Рассмотрим дифференциальную игру управления объемами вред-
ных выбросов, сформулированную [14], не останавливаясь подробно
на экологическом контексте рассматриваемой задачи. Для упроще-
ния вычислений в данной работе не будем принимать во внимание
естественную абсорбцию загрязнений в окружающей среде [7, 13].
Тем не менее, данная характеристика оказывает значительное вли-
яние на выигрыши и дележи игроков, что для случая линейных по
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состоянию затрат было подробно изучено в [22]. В данной работе за-
траты предполагаются квадратичной функцией состояния системы.
Итак, пусть n = 3 и динамика (2.1) игры трех лиц имеет следую-

щий вид:

ẋ(t) = u1(t) + u2(t) + u3(t), x(t0) = x0 ⩾ 0. (3.1)

Под выигрышем (2.2) игрока i будем понимать следующий функ-
ционал:

Hi(x0, T − t0, u) =

∫ T

t0

((
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2

)
dt, (3.2)

где константы A, k > 0. Кроме того, предполагается, что допусти-
мые управления ui(t), i = 1, 2, 3, находятся в компакте [0, A]. Задача
решается в классе программных стратегий.
Нахождение профиля оптимальных стратегий и равновесия по

Нэшу при помощи принципа максимума Понтрягина [11], а также
исследование ограничений на параметры модели, при которых полу-
ченные управления не покидают компакт [0, A], подробно изложено
в приложениях 1, 2.
Управления, соответствующие равновесию по Нэшу, имеют вид:

uNE
i (t) = CNE

1 e
√
3kt + CNE

2 e−
√
3kt, (3.3)

где CNE
1 = A

√
3e

√
3kT+

√
kx0e

√
3kt0√

3(e2
√

3kT+e2
√

3kt0)
, CNE

2 = A
√
3e

√
3k(T+2t0)−

√
kx0e

√
3k(2T+t0)√

3(e2
√

3kT+e2
√
3kt0 )

.
Для случая полной кооперации игроков имеем:

u∗
i (t) = C1e

3
√
kt + C2e

−3
√
kt, x∗(t) =

C1√
k
e3

√
kt − C2√

k
e−3

√
kt, (3.4)

где C1 =
Ae3

√
kT+

√
kx0e3

√
kt0

e6
√

kT+e6
√

kt0
, C2 =

Ae3
√

k(T+2t0)−
√
kx0e3

√
k(2T+t0)

e6
√

kT+e6
√

kt0
.

Максимальный суммарный выигрыш равен

V (N) =
(A2 − kx2

0)(e
6
√
kT − e6

√
kt0)− 2A(e3

√
kT − e3

√
kt0)2

√
kx0

2
√
k(e6

√
kT + e6

√
kt0)

. (3.5)

3.1. Построение δ– характеристической функции

Согласно (2.5) будем использовать стратегии из равновесия по Нэ-
шу (3.3) для игроков, не входящих в коалицию S, а для игроков из
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коалиции S будем решать задачу максимизации суммарного выигры-
ша этой коалиции. Для одноэлементных коалиций S = {i}, i = 1, 2, 3

имеем

max
ui,

uj=uNE
j ,uk=uNE

k

∫ T

t0

((
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2

)
dt,

причем динамика определяется уравнением (3.1).
Как и в случае с нахождением оптимальных управлений (см. при-

ложение 2) запишем Гамильтониан

H(x, u,ψ) =

((
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2

)
+ ψ

(
ui + uNE

j + uNE
k

)
.

Тогда
∂H

∂ui

(x, u,ψ) = A− ui + ψ.

Поскольку Гессиан отрицательно определенный, функция H яв-
ляется вогнутой по ui:

∂2H

∂u2
i

(x, u,ψ) = −1 < 0.

Для сопряженных переменных согласно [11] имеем
{

dx
dt

= A+ ψ + 2(CNE
1 e

√
3kt + CNE

2 e−
√
3kt), x(t0) = x0,

dψ
dt

= kx, ψ(T ) = 0.

Тогда получаем

uS
i (t) =

(
A(e2

√
3kt + e2

√
3kt0)e

√
3kT−

−
√
3kx0

3
(e2

√
3kT − e2

√
3kt)e

√
3kt0

)
e−

√
3kt/(e2

√
3kT + e2

√
3kt0).

Имеем:

V δ({i}) =1/(9(p21 + p22)
2)

(
− 6

(
Ax0 − (3A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2+

+ 6Ax0

((
1−

√
3k(T − t0)

)
p21 +

(
1 +

√
3k(T − t0)

)
p22

)
p1p2−

−
√
3x0

(√
3A+

√
kx0

)
p41 −

√
3x0

(√
3A−

√
kx0

)
p42

)



Расширение характеристических функций 49

где p1 = e
√
3kT , p2 = e

√
3kt0 .

Аналогично для двухэлементных коалиций S = {i, j}

uS
ij(t) =

1

3(p21 + p22)(p
4
3 + p44)e

√
kt(

√
3+2)

(
3
(
3Ap23(p

4
4 + e4

√
kt)−

−2
√
kp24x0(p

4
3 − e4

√
kt)

)
(p21 + p22)e

√
3kt − 2

(
3Ap1(p

2
2 + e2

√
3kt)−

−
√
3kp2x0(p

2
1 − e2

√
3kt)

)
(p43 + p44)e

√
2kt

)
.

V δ({i, j}) =
(
4
((

18
√
k(−9A2 + 4kx2

0)(T − t0) + 297
√
3A2−

−24A
√
kx0 − 109

√
3kx2

0

)
p42 +

(
18
√
k(−9A2 + 4kx2

0)(T − t0)−
−297

√
3A2 − 24A

√
kx0 + 109

√
3kx2

0

)
p41

)
p43p

4
4+

+6
((

20
√
k(−3A2 + kx2

0)(T − t0) + 351A2 − 16A
√
kx0 − 132kx2

0

)
p83+

+
(
20
√
k(−3A2 + kx2

0)(T − t0)− 351A2 − 16A
√
kx0 + 132kx2

0

)
p84

)
p21p

2
2

+48
(√

k(−42A2 + 17kx2
0)(T − t0)− 4A

√
kx0

)
p21p

2
2p

4
3p

4
4+

+432A
√
kx0

(
(−

√
k(T − t0) + 6)p44 + (

√
k(T − t0) + 6)p43

)

(p21 + p22)
2p23p

2
4 + 24A

√
kx0

(
(−5

√
3k(T − t0)− 104)p22+

+(5
√
3k(T − t0)− 104)p21

)
(p43 + p44)

2p1p2

+
(
27A2(−39− 22

√
3)− 48A

√
kx0 + 2(109

√
3 + 198)kx2

0

)
p41p

8
4+

+
(
27A2(−39 + 22

√
3)− 48A

√
kx0 + 2(−109

√
3 + 198)kx2

0

)
p42p

8
4+

+
(
27A2(39− 22

√
3)− 48A

√
kx0 + 2(109

√
3− 198)kx2

0

)
p41p

8
3+

+
(
27A2(39 + 22

√
3)− 48A

√
kx0 + 2(−109

√
3− 198)kx2

0

)
p42p

8
3

)/

72
√
k

(
p41p

8
3 + 2p41p

4
3p

4
4 + p41p

8
4 + 2p21p

2
2p

8
3 + 4p21p

2
2p

4
3p

4
4+

+2p21p
2
2p

8
4 + p42p

8
3 + 2p42p

4
3p

4
4 + p42p

8
4

)
,

где p1 = e
√
3kT , p2 = e

√
3kt0 , p3 = e

√
kT , p4 = e

√
kt0 .
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Выражение для V δ({1, 2, 3}, ·) = V δ(N, ·) = V (N, ·) получено вы-
ше в (3.5).

3.2. Построение η – характеристической функции

Согласно (2.6) будем использовать стратегии из равновесия по
Нэшу (3.3) для игроков, не входящих в коалицию S, а для игроков
из коалиции S будем использовать управления из n– набора опти-
мальных стратегий (3.4). Тогда

uη
i (t) = u∗

i (t) = C1e
3
√
kt + C2e

−3
√
kt, i ∈ S;

uη
j (t) = uNE

j (t) = CNE
1 e

√
3kt + CNE

2 e−
√
3kt, j ∈ N \ S.

Тогда из (3.1) имеем

x(t) =x0 +
(
C1(e

3
√
kt − e3

√
kt0)− C2(e

−3
√
kt − e−3

√
kt0)+

+ 2
√
3CNE

1 (e
√
3kt − e

√
3kt0)− 2

√
3CNE

2 (e−
√
3kt − e−

√
3kt0)

)
/3
√
k

Получаем

V η({i}) =
(
12Ax0

((
(5
√
k + 4k(T − t0))p

6
3 + (5

√
k − 4k(T − t0))p

6
4

)
p33p

3
4·

·(p21 + p22)
2 − 2

(
(
√
k +

√
3k(T − t0))p

2
1 + (

√
k −

√
3k(T − t0))p

2
2

)
p1p2·

·(p63 + p64)
2
)
+ 12

(
2
√
3A2 − 3A

√
kx0 − 4

√
k(A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p42p

6
3p

6
4−

−12
(
2
√
3A2 + 3A

√
kx0 + 4

√
k(A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p41p

6
3p

6
4+

+2
(
19A2 − 18A

√
kx0 − 11kx2

0 + 12
√
k(3A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

12
3 −

−2
(
19A2 + 18A

√
kx0 − 11kx2

0 − 12
√
k(3A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

12
4 −

−24
√
k
(
3Ax0 − 2(A2 + kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

6
3p

6
4+

+
(
(12

√
3− 19)A2 − 18A

√
kx0 + 11kx2

0

)
p42p

12
4 −

−
(
(12

√
3− 19)A2 + 18A

√
kx0 + 11kx2

0

)
p41p

12
3 −

−
(
(12

√
3 + 19)A2 + 18A

√
kx0 − 11kx2

0

)
p41p

12
4 +

+
(
(12

√
3 + 19)A2 − 18A

√
kx0 − 11kx2

0

)
p42p

12
3

)
/

54
√
k

(
p41p

12
3 + 2p41p

6
3p

6
4 + p41p

12
4 + 2p21p

2
2p

12
3 + 4p21p

2
2p

6
3p

6
4 + 2p21p

2
2p

12
4 +

+p42p
12
3 + 2p42p

6
3p

6
4 + p42p

12
4

)
,
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где p1 = e
√
3kT , p2 = e

√
3kt0 , p3 = e

√
kT , p4 = e

√
kt0 .

V η({i, j}) =
(
12Ax0

(
2·

·
(
(8
√
k + 7k(T − t0))p

6
3 + (8

√
k − 7k(T − t0))p

6
4

)
(p21 + p22)

2p33p
3
4+

+
(
(−4

√
k +

√
3k(T − t0))p

2
2 − (4

√
k +

√
3k(T − t0))p

2
1

)
(p63 + p64)

2p1p2

)
+

+6
(
5
√
3A2 − 24A

√
kx0 −

√
3kx2

0 − 28
√
k(A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p42p

6
3p

6
4−

−6
(
5
√
3A2 + 24A

√
kx0 −

√
3kx2

0 + 28
√
k(A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p41p

6
3p

6
4+

+2
(
62A2 − 72A

√
kx0 − 34kx2

0 + 6
√
k(3A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

12
3 −

−2
(
62A2 + 72A

√
kx0 − 34kx2

0 − 6
√
k(3A2 − kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

12
4 −

−24
√
k
(
12Ax0 + (11A2 − 13kx2

0)(T − t0)
)
p21p

2
2p

6
3p

6
4+

+
(
(15

√
3− 62)A2 − 72A

√
kx0 + (34− 3

√
3)kx2

0

)
p42p

12
4 −

−
(
(15

√
3− 62)A2 + 72A

√
kx0 + (34− 3

√
3)kx2

0

)
p41p

12
3 −

−
(
(15

√
3 + 62)A2 + 72A

√
kx0 − (34 + 3

√
3)kx2

0

)
p41p

12
4 +

+
(
(15

√
3 + 62)A2 − 72A

√
kx0 − (34 + 3

√
3)kx2

0

)
p42p

12
3

)
/

108
√
k

(
p41p

12
3 + 2p41p

6
3p

6
4 + p41p

12
4 + 2p21p

2
2p

12
3 + 4p21p

2
2p

6
3p

6
4+

+2p21p
2
2p

12
4 + p42p

12
3 + 2p42p

6
3p

6
4 + p42p

12
4

)
,

где p1 = e
√
3kT , p2 = e

√
3kt0 , p3 = e

√
kT , p4 = e

√
kt0 .

3.3. Проверка супераддитивности характеристической функ-
ции

3.3.1 Проверка супераддитивности для η-характеристичес-
кой функции

Проверим, выполняется ли для х.ф., построенной по методу (2.6),
свойство (2.4).
Выберем значения параметров:

k = 1, A = 10, x0 = 1, t0 = 0, T = 0.4.
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Тогда управления принимают вид:

u∗
i (t) = u∗

j(t) = u∗
k(t) = 2.84e3t + 1.84e−3t;

uNE
i (t) = uNE

j (t) = uNE
k (t) = 4.12e3t + 3.54e−3t.

Выполнение ограничений для u∗
i (t):

1
3
√
k
ln( A√

kx0
) = 0.77, T − t0 = 0.4, 1

3
√
k
ln( A√

kx0
) > T − t0, значит

u∗
i (t) ⩾ 0, ∀t ∈ [t0, T ].
A2 − 4C1C2 = 79.01 > 0, значит u∗

i (t) ⩽ A, когда −0.54 ⩽ t ⩽ 0.4,
т.е. u∗

i (t) ⩽ A, ∀t ∈ [t0, T ].
Выполнение ограничений для uNE

i (t):
1√
3k
ln( A

√
3√

kx0
) = 1.65, T − t0 = 0.4, 1√

3k
ln( A

√
3√

kx0
) > T − t0, значит

uNE
i (t) ⩾ 0, ∀t ∈ [t0, T ].
A2 − 4CNE

1 CNE
2 = 41.73 > 0, значит uNE

i (t) ⩽ A когда −0.49 ⩽ t ⩽
0.4, т.е. uNE

i (t) ⩽ A, ∀t ∈ [t0, T ].
Значения η-характеристической функции:

V η(N) = 36.79,

V η({i, j}) = 28.34, ∀i, j ∈ N, i ̸= j,

V η({i}) = 9.94, ∀i ∈ N.

Проверим супераддитивность:

V η(N)− V η({i, j})− V η({k}) = −1.49;

V η(N)− V η({i})− V η({j})− V η({k}) = 6.98;

V η({i, j})− V η({i})− V η({j}) = 8.46.

Очевидно, что для данного набора параметров игры η–х.ф. не удо-
влетворяет неравенству (2.4), т.е. не является супераддитивной.
Построим новую функцию согласно теореме 2.1:

V̄ η(N) = V η({i, j}) + V η({k}) = 38.28;

V̄ η({i, j}) = V η({i, j}) = 28.34, ∀i, j ∈ N, i ̸= j; (3.6)

V̄ η({i}) = V η({i}) = 9.94, ∀i ∈ N.

Очевидно, что построенная х.ф. (3.6) является супераддитивной.
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3.3.2 Проверка супераддитивности для δ-характеристичес-
кой функции

Проверим, выполняется ли для х.ф., построенной по методу (2.5),
свойство (2.4). Выберем те же значения параметров:

k = 1, A = 10, x0 = 1, t0 = 0, T = 0.4.

Проверка выполнения принадлежности управлений компакту
[0, A] для равновесия по Нэшу была проведена выше. Проверим вы-
полнение этого требования для оптимальных управлений, решающих
вспомогательные задачи максимизации при построении δ– х.ф. (2.5).
Управление для случая S = {i} :

uδ
i (t) = 4.12e

√
3t + 3.54e−

√
3t − 2.84 · 10−15.

Тогда
duδ

i

dt
= 7.13e

√
3t − 6.13e−

√
3t > 0,

следовательно, uδ
i (t) — возрастающая по t функция. Имеем:

uδ
i (t0) < uδ

i (t) < uδ
i (T ), ∀t ∈ [t0, T ],

uδ
i (t0) = uδ

i (0) = 7.6,

uδ
i (T ) = uδ

i (0.4) = 10.

Следовательно, 0 ⩽ uδ
i (t) ⩽ A, ∀t ∈ [t0, T ].

Аналогично получаем результат для двухэлементных коалиций
S = {i, j}. При детальном разборе получаем, что

uδ
ij(t) = 11.55e2t + 9.55e−2t − 8.23e

√
3t − 7.08e−

√
3t − 2.84 · 10−15

является возрастающей функцией на [t0, T ]:

uδ
ij(t0) < uδ

ij(t) < uδ
ij(T ), ∀t ∈ [t0, T ].

Принимая во внимание, что

uδ
ij(t0) = uδ

ij(0) = 5.79,

uδ
ij(T ) = uδ

ij(0.4) = 10,
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получаем, что 0 ⩽ uδ
ij(t) ⩽ A, ∀t ∈ [t0, T ].

Значения δ-характеристической функции:

V δ(N) = 36.79;

V δ({i, j}) = 29.54, ∀i, j ∈ N, i ̸= j;

V δ({i}) = 10.87, ∀i ∈ N.

Проверим выполнение свойства супераддитивности:

V δ(N)− V δ({i, j})− V δ({k}) = −3.62;

V δ(N)− V δ({i})− V δ({j})− V η({k}) = 4.17;

V δ({i, j})− V δ({i})− V δ({j}) = 7.79.

Очевидно, что для данного набора параметров игры δ–х.ф. не удо-
влетворяет неравенству (2.4), т.е. не является супераддитивной.
Согласно теореме 2.1 построим новую функцию:

V̄ δ(N) = V δ({i, j}) + V η({k}) = 40.41;

V̄ δ({i, j}) = V δ({i, j}) = 29.54, ∀i, j ∈ N, i ̸= j; (3.7)

V̄ δ({i}) = V δ({i}) = 10.87, ∀i ∈ N.

Очевидно, что новая х.ф. (3.7) является супераддитивной.

4. Заключение

В работе был предложен подход, позволяющий получать суперад-
дитивное расширение для класса произвольных характеристических
функций. Данный подход был реализован для дифференциальных
игр с предписанной продолжительностью и продемонстрирован на
игре трех лиц, в которой при указанных значениях параметров по-
строенные δ– и η– характеристические функции не являются су-
пераддитивными функциями. Показано, что применение предложен-
ного подхода позволяет получить супераддитивную функцию на ос-
нове несупераддитивной.

5. Приложение 1. Вычисление равновесия по Нэшу

Напомним, что интегральный выигрыш i-го игрока в примере
имеет вид (3.2), в то время как динамика системы описывается диф-
ференциальным уравнением (3.1). :

Ki(t0, x0, u) =

∫ T

t0

((
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2

)
dt.
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Управления uNE
i , соответствующие равновесию по Нэшу, находят-

ся как решение 3 связанных оптимизационных задач max
ui

Hi(x0, T −
t0, ui, u

NE
−i ). Для i-го игрока Гамильтониан имеет вид:

Hi(x, u,ψi) =

(
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2
+ ψi(u1 + u2 + u3).

Частная производная Гамильтониана по ui: ∂Hi

∂ui
(x, u,ψi) = A−ui+ψi.

Вторая производная отрицательная, откуда можно сделать вы-
вод, что Гамильтониан Hi вогнут по ui: ∂2Hi

∂u2
i
(x, u,ψi) = −1 < 0.

Сопряженные уравнения и условия трансверсальности имеют вид:
{

dx
dt

= 3(A+ ψ), x(t0) = x0,
dψ
dt

= kx, ψ(T ) = 0.

Следовательно, ψ(t) = −A + CNE
1 e

√
3kt + CNE

2 e−
√
3kt, где CNE

1 =
A
√
3e

√
3kT+

√
kx0e

√
3kt0√

3(e2
√

3kT+e2
√

3kt0 )
, CNE

2 = A
√
3e

√
3k(T+2t0)−

√
kx0e

√
3k(2T+t0)√

3(e2
√

3kT+e2
√

3kt0 )
.

Получим управления, соответствующие равновесию по Нэшу (3.3):

uNE
i (t) = CNE

1 e
√
3kt + CNE

2 e−
√
3kt, i = 1, 3.

Сформулируем ограничения, при которых выполняются ограни-
чения на управление 0 ⩽ uNE

i (t) ⩽ A. Для нижней границы (uNE
i (t) ⩾

0) имеем следующие условия:

• при 1√
3k
ln
(

A
√
3√

kx0

)
⩾ T − t0, uNE

i (t) ⩾ 0 выполняется ∀ t ∈ [t0, T ];

• при 1√
3k
ln
(

A
√
3√

kx0

)
< T − t0, uNE

i (t) ⩾ 0 если

t ⩾ 1√
3k

ln

(√−A
√
3e

√
3k(T+2t0) +

√
kx0e

√
3k(2T+t0)

A
√
3e

√
3kT +

√
kx0e

√
3kt0

)
.

Условия для верхней границы (uNE
i (t) ⩽ A) выполняются в зависи-

мости от значения A:

• при A2 − 4CNE
1 CNE

2 > 0, uNE
i (t) ⩽ A если

A−
√
A2 − 4CNE

1 CNE
2

2CNE
1

⩽ e
√
3kt ⩽ A+

√
A2 − 4CNE

1 CNE
2

2CNE
1

;
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• при A−
√

A2−4CNE
1 CNE

2

2CNE
1

⩽ 0, uNE
i (t) ⩽ A если

t ⩽ 1√
3k

ln

(
A+

√
A2 − 4CNE

1 CNE
2

2CNE
1

)
;

• при A−
√

A2−4CNE
1 CNE

2

2CNE
1

> 0, uNE
i (t) ⩽ A если

1√
3k

ln

(
A−

√
A2 − 4CNE

1 CNE
2

2CNE
1

)
⩽ t ⩽

⩽ 1√
3k

ln

(
A+

√
A2 − 4CNE

1 CNE
2

2CNE
1

)
;

• при A2 − 4CNE
1 CNE

2 = 0, uNE
i (t) = A если

t =
1√
3k

ln

(
A
√
3(e2

√
3kT + e2

√
3kt0)

2(A
√
3e

√
3kT +

√
kx0e

√
3kt0)

)
;

• при A2 − 4CNE
1 CNE

2 < 0, uNE
i (t) > A, ∀t.

Приведенные неравенства получены путем алгебраических преобра-
зований (3.3).

6. Приложение 2. Нахождение оптимальных управлений для
кооперативной формы игры

Оптимальные управления могут быть найдены при помощи прин-
ципа максимума Понтрягина. Необходимо максимизировать суммар-

ный выигрыш игроков max
u1,u2,u3

3∑
i=1

Hi(x0, T − t0, u).

Гамильтониан имеет вид:

H(x, u,ψ) =
3∑

i=1

((
A− 1

2
ui

)
ui −

kx2

2

)
+ ψ (u1 + u2 + u3) .

Далее аналогично вычислениям приложения 1 получаем оптималь-
ные управления в виде (3.4):

u∗
i (t) = C1e

3
√
kt + C2e

−3
√
kt, i = 1, 3.
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где C1 =
Ae3

√
kT+

√
kx0e3

√
kt0

e6
√

kT+e6
√

kt0
, C2 =

Ae3
√

k(T+2t0)−
√
kx0e3

√
k(2T+t0)

e6
√

kT+e6
√

kt0
.

Далее получим оптимальную траекторию (3.4) x∗(t) и выражение
для суммарного выигрыша игроков при использовании оптимальных
управлений V (N, x0, T − t0) (3.5).
Сформулируем ограничения, при которых выполняются ограни-

чения на управление 0 ⩽ uNE
i (t) ⩽ A. Для нижней границы (uNE

i (t) ⩾
0) имеем следующие условия:

• при 1
3
√
k
ln
(

A√
kx0

)
⩾ T − t0, uNE

i (t) ⩾ 0 выполняется ∀t ∈ [t0, T ];

• при 1
3
√
k
ln
(

A√
kx0

)
< T − t0, uNE

i (t) ⩾ 0 если

t ⩾ 1

3
√
k
ln

(√−Ae3
√
k(T+2t0) +

√
kx0e3

√
k(2T+t0)

Ae3
√
kT +

√
kx0e3

√
kt0

)
.

Условия для верхней границы (u∗
i (t) ⩽ A) выполняются в зависимо-

сти от значение A:

• при A2 − 4C1C2 > 0, u∗
i (t) ⩽ A если

A−
√
A2 − 4C1C2

2C1

⩽ e3
√
kt ⩽ A+

√
A2 − 4C1C2

2C1

;

• при A−
√

A2−4C1C2

2C1
⩽ 0, u∗

i (t) ⩽ A если

t ⩽ 1

3
√
k
ln

(
A+

√
A2 − 4C1C2

2C1

)
;

• при A−
√

A2−4C1C2

2C1
> 0, u∗

i (t) ⩽ A если

1

3
√
k
ln

(
A−

√
A2 − 4C1C2

2C1

)
⩽ t ⩽ 1

3
√
k
ln

(
A+

√
A2 − 4C1C2

2C1

)
;

• при A2 − 4C1C2 = 0, u∗
i (t) = A если

t =
1

3
√
k
ln

(
A(e6

√
kT + e6

√
kt0)

2(Ae3
√
kT +

√
kx0e3

√
kt0)

)
;
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• при A2 − 4C1C2 < 0, u∗
i (t) > A, ∀t.

Приведенные неравенства получены путем алгебраических преобра-
зований (3.4).
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Abstract : The paper provides a constructive theorem that allows one to
construct a superadditive characteristic function in a differential game
based on a non-superadditive one. As an example, a differential game
is considered in which the δ – and η – characteristic functions are not
superadditive. An additional construction is carried out and it is shown
that the obtained functions satisfy superadditivity

Keywords: cooperative games, characteristic function, differential games,
superadditivity.


