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1. Введение

В работе исследуется принцип оптимальности [1] для бесколици-
онных игр n лиц [1], реализациями которого являются недомини-
руемые [2] максиминные [3,4] стратегии одного из игроков, т.е. такие
максиминные стратегии игрока, которые не доминируются никакими
другими стратегиями данного игрока. Для выяснения того, являет-
ся ли та или иная максиминная стратегия игрока недоминируемой,
необязательно сравнивать её с другими стратегиями в рамках всего
множества стратегий данного игрока, достаточно выполнить срав-
нение лишь в пределах множества максиминных стратегий. Макси-
минная стратегия игрока, не доминируемая никакими другими его
максиминными стратегиями оказывается (см. утверждение 5.3) недо-
минируемой. И далее возникает такой вопрос: а есть ли у множества
максиминных стратегий игрока (пусть это будет множество A) такое
подмножество B (непустое и необязательно совпадающее с A), для
которого будет выполнено следующее: любая стратегия b из множе-
ства B, не доминируемая никакими другими стратегиями из B, ока-
зывается недоминируемой стратегией данного игрока. Поиск ответа
на этот вопрос в работе проводится для двухшаговой позиционной
игры n лиц [5] со стратегиями-синтезами и конечными множества-
ми управляющих воздействий игроков. Функция выигрыша игрока,
о множестве максиминных стратегий которого идёт речь в выше-
упомянутом вопросе, является при этом терминальной. В итоге ре-
зультатом поиска оказывается утвердительный ответ, при этом не
только устанавливается существование подмножества B, но и приво-
дится описание этого подмножества. В работе основные утверждения
представлены в пункте 6. Необходимые определения, обозначения, а
также ряд вспомогательных утверждений приведены в пунктах со
второго по пятый.

2. Некоторые понятия и обозначения

Пусть M – множество. Введём ряд обозначений, связанных с M :
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M(M) – множество подмножеств множества M ,
M+(M) – множество непустых подмножеств множества M ,
M1(M) – множество одноэлементных подмножеств множества M .
Пусть M – множество, а a – элемент некоторого множества A,

сам каким-либо множеством не являющийся. Запись M \ a будем
использовать для обозначения разности M \ {a}.

Пусть даны множества Mi, i = i1, i2, где i1 и i2 – это целые числа,
удовлетворяющие условию i1 ⩽ i2. Запись Mi1 × . . . × Mi2 в случае,
если i1 = i2, будет представлять собой обозначение множества Mi1 .

Символ R в работе является обозначением множества действи-
тельных чисел, а символ R – обозначением объединения R и множе-
ства {−∞,∞}.

Пусть M – некоторое подмножество множества R. Символом infM

будем обозначать число r ∈ R, удовлетворяющее условию

(∀a ∈ R, ((a ∈ M) ⇒ (r ⩽ a)))∧
∧ (∀r̃ ∈ R,

((∀ã ∈ R, ((ã ∈ M) ⇒ (r̃ ⩽ ã))) ⇒ (r̃ ⩽ r))),

а символом supM – число r ∈ R, удовлетворяющее такому условию

(∀a ∈ R, ((a ∈ M) ⇒ (a ⩽ r)))∧
∧ (∀r̃ ∈ R,

((∀ã ∈ R, ((ã ∈ M) ⇒ (ã ⩽ r̃))) ⇒ (r ⩽ r̃))).

3. Бескоалиционная игра n лиц. Определение. Основные по-
нятия, связанные с игрой

Определение 3.1. [1] Бескоалиционной игрой n лиц, n ∈ {1, 2, . . .},
принято называть набор

Γ = ⟨I, V (1), . . . , V (n), J(1), . . . , J(n)⟩,

в котором
I – это множество {1, 2, . . . , n}, называемое множеством номе-

ров игроков,
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V (i), i ∈ I, – непустое множество, называемое множеством
стратегий i-го игрока,

J(i), i ∈ I, – отображение с областью определения V (1) × . . . ×
V (n) и множеством значений в R, называемое функцией выигрыша
i-го игрока.
Множество V (1)× . . .× V (n) принято называть множеством си-
туаций. Элементы множества номеров игроков, множества стра-
тегий i-го игрока, i ∈ I, и множества ситуаций называются соот-
ветственно.

Предположим, рассматривается произвольная бескоалиционная
игра n лиц, n ∈ {1, 2, . . .}.

Так же, как и в определении бескоалиционной игры, множество
номеров игроков будем обозначать символом I, множество стратегий
i-го игрока, i ∈ I, – символом V (i), функцию выигрыша i-го игрока,
i ∈ I, – символом J(i). Для обозначения множества ситуаций будем
использовать букву V . Стратегии i-го игрока, i ∈ I, будем обозначать
символом v(i), ситуации – символом v.

Положим, n ⩾ 2.
Введём множества V (J), J ∈ {I \ i | i ∈ I}.

V (I \ i) =


V (i+ 1)× . . .× V (n), если i = 1,

V (1)× . . .× V (i− 1)× V (i+ 1)× . . .× V (n),

если (i ̸= 1) ∧ (i ̸= n),

V (1)× . . .× V (i− 1), если i = n,

i ∈ I.

Для обозначения элемента множества V (J), J ∈ {I \ i | i ∈ I}, будем
использовать символ v(J).

Допустим, v ∈ V , а i ∈ I. В качестве обозначения элемента v

будем также использовать следующую запись

v(i); v(I \ i).

Определение 3.2. [4] Допустим, i ∈ I. Отображение с областью
определения V (i) и множеством значений в R, которое (имеется в
виду отображение) произвольному элементу v(i) ∈ V (i) ставит в
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соответствие значение, равное

inf J(i)(v(i); v(I \ i)).
v(I \ i) ∈ V (I \ i)

принято называть гарантированным выигрышем i-го игрока. Дан-
ное отображение будем обозначать символом G(i).

Положим, i ∈ I. Значение

supG(i)(v(i))

v(i) ∈ V (i)

будем обозначать символом G∗(i).

Определение 3.3. [3] Допустим, i ∈ I. Стратегию v◦(i) i-го игро-
ка принято называть максиминной стратегией этого игрока, если
выполнено равенство

G(i)(v◦(i)) = G∗(i).

Множество максиминных стратегий i-го игрока будем обозначать
символом V ◦(i).

Определение 3.4. [2] Допустим, i ∈ I, а v′(i) и v′′(i) – произ-
вольные стратегии i-го игрока. Говорят, что стратегия v′(i) доми-
нируется стратегией v′′(i) (или, по-другому, что стратегия v′′(i)

доминирует стратегию v′(i)), если выполнены следующие условия

1) ∀v(I \ i) ∈ V (I \ i), J(i)(v′(i); v(I \ i)) ⩽ J(i)(v′′(i); v(I \ i)),
и

2) ∃v̂(I \ i) ∈ V (I \ i), J(i)(v′(i); v̂(I \ i)) < J(i)(v′′(i); v̂(I \ i)).

Для обозначения того, что стратегия v′(i) доминируется страте-
гией v′′(i), будем использовать запись

v′(i) ⪯ (i)v′′(i).

Определение 3.5. [2] Допустим, i ∈ I. Стратегию v̄(i) i-го игрока
принято называть недоминируемой стратегией этого игрока, если
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v̄(i) не доминируется никакой другой стратегией i-го игрока, т.е.
если выполнено условие

∀v(i) ∈ V (i), ((v(i) ̸= v̄(i)) ⇒ ¬(v̄(i) ⪯ (i)v(i))).

Множество недоминируемых стратегий i-го игрока будем обозна-
чать символом N(i).

4. Описание многошаговой позиционной игры со стратегиями-
синтезами

Многошаговая позиционная игра n лиц [5] со стратегиями-синте-
зами, n ∈ {1, 2, . . .}, представляет собой бескоалиционную игру n лиц,
множества стратегий и функции выигрыша которой определяются
следующим образом.

Заданным является число k′
◦ ∈ {1, 2, . . .}. Целые числа от 0 до k′

◦,
называемые номерами моментов времени, составляют множество K◦,
называемое соответственно: множеством номеров моментов времени.

Для каждого k ∈ K◦ заданным является непустое множество
Xk, называемое пространством позиций, соответствующих моменту
k. Элементы этого множества (соответствующим образом называе-
мые) будем обозначать символом xk.

Для каждой пары (i, k) ∈ I × (K◦ \ k′
◦) заданным является непу-

стое множество Uk(i), называемое пространством управляющих воз-
действий на шаге k + 1. Элементы указанного множества (соответ-
ствующим образом называемые) будем обозначать символом uk(i).
Допустим, k ∈ K◦ \ k′

◦. Символ Uk будем использовать для обозна-
чения декартова произведения Uk(1)× . . .×Uk(n), а символ uk для
обозначения элементов множества Uk.

Для каждого k ∈ K◦ \ k′
◦ заданным является отображение

Fk : Xk ×Uk → Xk+1,

называемое составляющей оператора перехода, соответствующей ша-
гу k+1. Оператором перехода принято называть последовательность
{Fk}k

′
◦−1

k=0 .
Символом U(k1, k2)(i), где i ∈ I, k1 ∈ K◦\k′

◦, а k2 ∈ {k1, . . . , k′
◦−1},

будем обозначать множество Uk1(i) × . . . ×Uk2(i). Для обозначения
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элементов данного множества будем использовать символ u(k1, k2)(i).
Допустим, i ∈ I, а k ∈ K◦ \ k′

◦. Символом U[k](i) будем обозначать
множество

∪U(k, k2)(i),

k2 ∈ {k, . . . , k′
◦ − 1}

а символом U(i) – множество U[0](i). Элементы множества U(i) бу-
дем называть управлениями i-го игрока и обозначать символом u(i),
а элементы множества U[k](i) – усечёнными управлениями i-го игро-
ка и обозначать символом u[k](i). Положим, i ∈ I, k1 ∈ K◦ \ k′

◦, k2 ∈
{k1, . . . , k′

◦ − 1}, и пусть u(k1, k2)(i) ∈ U(k1, k2)(i), а k ∈ {k1, . . . , k2}.
Величину uk(i) будем называть компонентой усечённого управления
u(k1, k2)(i), соответствующей k-му моменту времени (или (другой ва-
риант) моменту с номером k), величину uk2(i) будем также называть
последней компонентой усечённого управления u(k1, k2)(i).

Символом U(k1, k2), где k1 ∈ K◦ \ k′
◦, а k2 ∈ {k1, . . . , k′

◦ − 1}, бу-
дем обозначать множество U(k1, k2)(1)× . . .×U(k1, k2)(n). Для обо-
значения элементов данного множества будем использовать символ
u(k1, k2). Допустим, k ∈ K◦ \ k′

◦. Множество

∪U(k, k2),

k2 ∈ {k, . . . , k′
◦ − 1}

будем обозначать символом U[k], а множество U[0] – символом U.
Символы u[k] и u соответственно будем использовать для обозначе-
ния элементов множеств U[k] и U.

Символом X(k1, k2), где k1 ∈ K◦ \ k′
◦, а k2 ∈ {k1 +1, . . . , k′

◦}, будем
обозначать множество Xk1 × . . . × Xk2 . Для обозначения элементов
данного множества будем использовать символ x(k1, k2). Допустим,
k ∈ K◦ \ k′

◦. Множество

∪X(k, k2),

k2 ∈ {k + 1, . . . , k′
◦}

будем обозначать символом X[k], а множество X[0] – символом X.
Элементы множества X будем называть траекториями и обозначать
символом x, а элементы множества X[k] – усечёнными траекториями
и обозначать символом x[k].
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Символом ku
2 [k], где k ∈ K◦ \ k′

◦, будем обозначать отображение
с областью определения U[k] и множеством значений в множестве
{k, . . . , k′

◦−1}, которое (имеется в виду отображение) произвольному
элементу u[k] ∈ U[k] ставит в соответствие число k2 ∈ {k, . . . , k′

◦ − 1}
такое, что последняя компонента каждого из усечённых управлений
u[k](i), i ∈ I, является компонентой (данного усечённого управле-
ния), соответствующей моменту с номером k2.

Символом F [k], где k ∈ K◦ \ k′
◦, будем обозначать отображение

с областью определения Xk × U[k] и множеством значений в X[k],
которое (имеется в виду отображение) произвольной паре (xk, u[k]) ∈
Xk×U[k] ставит в соответствие усечённую траекторию x̃(k, ku

2 [k](u[k])+

1), определяемую с помощью соотношений

x̃k = xk,

x̃l+1 = Fl(x̃l, ul), l = k, ku
2 [k](u[k]).

Отображение F [0] будем обозначать символом F .
Для каждой пары (i, k) ∈ I× (K◦ \k′

◦) заданным является отобра-
жение F ◦

k (i) : Xk ×Uk → R, а для каждой пары (i, k) ∈ I × (K◦ \ 0) –
отображение Φk(i) : Xk → R, последнее (имеется в виду отображение
Φk(i)) принято называть терминальной функцией i-го игрока, соот-
ветствующей k-му моменту времени (или (другой вариант) моменту
с номером k).

Символом Ju[k](i), где i ∈ I, а k ∈ K◦ \ k′
◦, будем обозначать

отображение с областью определения Xk×U[k] и множеством значе-
ний в R, которое (имеется в виду отображение) произвольной паре
(xk, u[k]) ∈ Xk ×U[k] ставит в соответствие значение суммы

k2∑
l=k

F ◦
l (i)(x̃l, ul) + Φk2+1(i)(x̃k2+1),

здесь k2 = ku
2 [k](u[k]), а (x̃k, . . . , x̃k2+1) = F [k](xk, u[k]). Отображение

Ju[0](i) будем обозначать символом Ju(i).
Заданным является множество X0 ∈ M1(X0), называемое началь-

ным множеством. Элемент этого множества будем называть началь-
ной позицией и обозначать символом xη

0.
Для каждого k ∈ K◦ заданным является множество X ′

k ∈ M(Xk),
называемое терминальным множеством, соответствующим k-му мо-
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менту времени (или (другой вариант) моменту с номером k), при
этом X ′

◦ = ∅, а X ′
k′◦

= Xk′◦ .
Для каждого набора

(i, k, xk) ∈ ∪ ({̃i} × {k̃} ×Xk̃)

(̃i, k̃) ∈ I × (K◦ \ k′
◦)

заданным является множество Uk(i)(xk) ∈ M+(Uk(i)), называемое
множеством управляющих воздействий i-го игрока на шаге k + 1,
соответствующих позиции xk. Положим, k ∈ K◦ \ k′

◦, а xk ∈ Xk. Для
обозначения декартова произведения Uk(1)(xk)×. . .×Uk(n)(xk) будем
использовать символ Uk(xk).

Символами Xk, k ∈ K◦ \ 0, будем обозначать множества, опреде-
ляемые с помощью следующих соотношений

Xk+1 = {xk+1 ∈ Xk+1 | ∃xk ∈ Xk,

((xk ∈ Xk \X ′
k) ∧ (∃uk ∈ Uk(xk), xk+1 = Fk(xk, uk)))},

k ∈ K◦ \ k′
◦.

Множество Xk, k ∈ K◦\0, принято называть множеством достижимо-
сти, соответствующим k-му моменту времени (или (другой вариант)
моменту с номером k).

Очевидно, множество Xk′◦ \X ′
k′◦

пусто. Символом k′ будем обозна-
чать значение min{k ∈ K◦ | Xk \ X ′

k = ∅}. Легко установить, что
1 ⩽ k′ ⩽ k′

◦. Множество {0, 1, . . . , k′} будем обозначать символом K.
Нетрудно убедиться в справедливости следующих условий

1) (∀k ∈ K \ k′, Xk \X ′
k ̸= ∅) ∧ (∀k ∈ {k′, . . . , k′

◦}, Xk \X ′
k = ∅) и

2) (∀k ∈ K,Xk ̸= ∅) ∧ (∀k ∈ K◦, ((k > k′) ⇒ (Xk = ∅))).

Символом Vk(i), где i ∈ I, а k ∈ K \ k′, будем обозначать множе-
ство всевозможных отображений γ : Xk \ X ′

k → Uk(i), для каждого
из которых справедливо следующее

∀xk ∈ Xk \X ′
k, γ(xk) ∈ Uk(i)(xk).

Для обозначения декартова произведения Vk(i)× . . .× Vk′−1(i) будем
использовать символ V [k](i). Элементы множеств Vk(i) и V [k](i) со-
ответственно будем обозначать символами vk(i) и v[k](i). В определя-
емой игре множество стратегий i-го игрока совпадает с множеством
V [0](i).
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Символом Vk, где k ∈ K \ k′, будем обозначать множество Vk(1)×
. . .×Vk(n), а символом V [k] – множество V [k](1)× . . .×V [k](n). Эле-
менты множеств Vk и V [k] соответственно будем обозначать симво-
лами vk и v[k]. Нетрудно убедиться в том, что V = V [0].

Символом U [k]{xk}, где k ∈ K \ k′, а xk ∈ Xk \X ′
k, будем обозна-

чать множество всевозможных элементов u[k] ∈ U[k], для каждого
из которых справедливо следующее: набор x̃(k, k3) из X(k, k3) (здесь
k3 – это значение суммы ku

2 [k](u[k]) + 1), равный F [k](xk, u[k]), удо-
влетворяет условию

(∀l ∈ {k, . . . , k3 − 1}, (ul ∈ Ul(x̃l)) ∧ (x̃l /∈ X ′
l)) ∧ (x̃k3 ∈ X ′

k3
).

Для обозначения множества U [0]{x0}, где x0 – это элемент множества
X0, будем использовать символ U{x0}.

Символом Πk, где k ∈ K \ k′, будем обозначать отображение с
областью определения (Xk \X ′

k) × Vk и множеством значений в Uk,
которое (имеется в виду отображение) произвольной паре (xk, vk) ∈
(Xk \X ′

k)× Vk ставит в соответствие элемент uk ∈ Uk(xk), определя-
емый следующим образом

uk(i) = vk(i)(xk), i = 1, n.

Символом Π[k] будем обозначать отображение с областью определе-
ния (Xk \X ′

k)×V [k] и множеством значений в U[k], которое (имеется
в виду отображение) произвольной паре (xk, v[k]) ∈ (Xk \X ′

k)× V [k]

ставит в соответствие такой элемент u[k] ∈ U [k]{xk}, который вме-
сте с набором x̃(k, k3) из X(k, k3) (здесь k3 – это значение суммы
ku
2 [k](u[k]) + 1), равным F [k](xk, u[k]), удовлетворяет следующему

∀l ∈ {k, . . . , k3 − 1}, ul ∈ Πl(x̃l, vl);

нетрудно показать, что для данной пары (xk, v[k]) указанный эле-
мент u[k] существует и единственен. Символом Π будем обозначать
отображение Π[0].

Символом J [k, xk](i), где i ∈ I, k ∈ K \ k′, а xk ∈ Xk \X ′
k, будем

обозначать отображение с областью определения V [k] и множеством
значений в R, которое (имеется в виду отображение) произвольному
v[k] ∈ V [k] ставит в соответствие значение Ju[k](i)(xk,Π[k](xk, v[k])).
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В определяемой игре функция выигрыша i-го игрока совпадает с
функцией J [0, xη

0](i).
Функцию выигрыша i-го игрока, i ∈ I, принято называть терми-

нальной функцией выигрыша, если выполнено следующее условие

∀k ∈ K◦ \ k′
◦,∀xk ∈ Xk, ∀uk ∈ Uk, F

◦
k (i)(xk, uk) = 0.

Описанную многошаговую позиционную игру будем также назы-
вать k′-шаговой позиционной игрой и, в частности, если k′ = 2, –
двухшаговой позиционной игрой.

5. Вспомогательные утверждения

В данном пункте для произвольной бескоалиционной игры n лиц,
n ⩾ 2, а также для многошаговой позиционной игры n лиц со страте-
гиями-синтезами и конечными множествами управляющих воздей-
ствий игроков представлен ряд утверждений, необходимых для до-
казательства утверждений, сформулированных в следующем пункте.

Предположим, рассматривается произвольная бескоалиционная
игра n лиц, n ⩾ 2.

Утверждение 5.1. Допустим, X – некоторое непустое множе-
ство, а f и g – действительные функции с областью определения
X. Пусть при этом выполнено условие

∀x ∈ X, f(x) ⩽ g(x).

Тогда справедливо следующее

inf
x∈X

f(x) ⩽ inf
x∈X

g(x).

Доказательство. Доказательство основано на использовании опре-
деления inf.

Утверждение 5.2. Допустим, i ∈ I, а v′(i) и v′′(i) – произволь-
ные стратегии i-го игрока. Пусть при этом v′(i) ⪯ (i)v′′(i). Тогда
справедливо следующее

G(i)(v′(i)) ⩽ G(i)(v′′(i)).
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Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждения 5.1 и определений 3.2 и 3.4.

Утверждение 5.3. Допустим, i ∈ I, v◦(i) ∈ V ◦(i), v̄(i) ∈ V (i), и
пусть при этом v◦(i) ⪯ (i)v̄(i). Тогда справедливо следующее

v̄(i) ∈ V ◦(i).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждения 5.2 и определения 3.3.

Предположим теперь, что рассматривается произвольная много-
шаговая позиционная игра n лиц со стратегиями-синтезами, n ⩾ 2,
и конечными множествами Uk(i)(xk), i ∈ I, k ∈ K◦ \ k′

◦, xk ∈ Xk.
Символом V [k](i), где i ∈ I, а k ∈ {k′}, будем обозначать множе-

ство {0}. Для обозначения элемента этого множества будем исполь-
зовать символ v[k](i).

Введём множества V [k](J), J ∈ {I \ i | i ∈ I}, k ∈ K \ k′.

V [k](I \ i) =


V [k](i+ 1)× . . .× V [k](n), если i = 1,

V [k](1)× . . .× V [k](i− 1)× V [k](i+ 1)× . . .× V [k](n),

если (i ̸= 1) ∧ (i ̸= n),

V [k](1)× . . .× V [k](i− 1), если i = n,

i ∈ I, k ∈ K \ k′.

Для обозначения элемента множества V [k](J), J ∈ {I \ i | i ∈ I},
k ∈ K \ k′, будем использовать символ v[k](J). Очевидно, что при
любом i ∈ I V [0](I \ i) = V (I \ i).

Допустим, k ∈ K \ k′, v[k] ∈ V [k], а i ∈ I. В качестве обозначения
элемента v[k], в том числе, будем использовать такую запись

v[k](i); v[k](I \ i) .

Нетрудно убедиться в том, что множества V [k](I \ i), i ∈ I, k ∈
K \ k′, являются непустыми и конечными.

Символом G[k, xk](i), где i ∈ I, k ∈ K, а xk ∈ Xk, будем обозначать
отображение с областью определения V [k](i) и множеством значений
в R, которое (имеется в виду отображение) произвольному элементу
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v[k](i) ∈ V [k](i) ставит в соответствие значение Φk(i)(xk), если k ∈
K \ 0, а xk ∈ Xk ∩X ′

k, и значение

min J [k, xk](i)(v[k](i); v[k](I \ i)),
v[k](I \ i) ∈ V [k](I \ i)

если k ∈ K \ k′, а xk ∈ Xk \ X ′
k. Нетрудно убедиться в том, что при

любом i ∈ I G[0, xη
0](i) = G(i).

Введём множества Uk(J)(xk), J ∈ {I \ i | i ∈ I}, k ∈ K◦ \ k′
◦,

xk ∈ Xk.

Uk(I \ i)(xk) =


Uk(i+ 1)(xk)× . . .× Uk(n)(xk), если i = 1,

Uk(1)(xk)× . . .× Uk(i− 1)(xk)× Uk(i+ 1)(xk)× . . .×
×Uk(n)(xk), если (i ̸= 1) ∧ (i ̸= n),

Uk(1)(xk)× . . .× Uk(i− 1)(xk), если i = n,

i ∈ I, k ∈ K◦ \ k′
◦, xk ∈ Xk.

Для обозначения элемента множества Uk(J)(xk), J ∈ {I \ i | i ∈ I},
k ∈ K◦ \ k′

◦, xk ∈ Xk, будем использовать символ uk(J).

Допустим, k ∈ K◦ \ k′
◦, xk ∈ Xk, uk ∈ Uk(xk), а i ∈ I. В качестве

обозначения элемента uk будем, в том числе, использовать такую
запись

uk(i);uk(I \ i) .

Нетрудно показать, что множества Uk(I \ i)(xk), i ∈ I, k ∈ K \ k′,
xk ∈ Xk, являются непустыми и конечными.

Пусть i – произвольный элемент множества I. Введём отображе-
ния

Gk(i) :Xk → R, k ∈ K, и

Gu
k(i) : ∪ ({x̃k} × Uk(i)(x̃k)) → R, k ∈ K \ k′.

x̃k ∈ Xk \X ′
k
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Gk(i)(xk) = Φk(i)(xk), k ∈ {l ∈ K \ 0 | Xl ∩X ′
l ̸= ∅}, xk ∈ Xk ∩X ′

k,

Gu
k(i)(xk, uk(i)) =

= min(F ◦
k (i)(xk, uk(i);uk(I \ i)) +Gk+1(i)(Fk(xk, uk(i);uk(I \ i)))),

uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk)

xk ∈ Xk \X ′
k, uk(i) ∈ Uk(i)(xk),

Gk(i)(xk) = maxGu
k(i)(xk, uk(i)),

uk(i) ∈ Uk(i)(xk)

xk ∈ Xk \X ′
k,

k = k′ − 1, . . . , 0.

Символом V g[k](i), где i ∈ I, а k ∈ K, будем обозначать множе-
ство {0}, если k = k′, и множество

{v[k](i) ∈ V [k](i) | ∀l ∈ {k, . . . , k′ − 1},∀xl ∈ Xl \X ′
l ,

Gu
l (i)(xl, vl(i)(xl)) = maxGu

l (i)(xl, ul(i))},
ul(i) ∈ Ul(i)(xl)

если k ∈ K \k′. Для обозначения V g[0](i) будем использовать символ
V g(i).

Утверждение 5.4. [6]

∀i ∈ I, ∀k ∈ K \ k′, ∀xk ∈ Xk \X ′
k, ∀v[k](i) ∈ V [k](i),

G[k, xk](i)(v[k](i)) = min(F ◦
k (i)(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))+

uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk)

+G[k + 1, Fk(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))](i)(v[k + 1](i))).

Утверждение 5.5. [6]

∀i ∈ I,

((V g(i) ̸= ∅)∧
∧ (V g(i) ⊂ V ◦(i))∧
∧ (G∗(i) = G0(i)(x

η
0))).

Символом I ′ будем обозначать множество

{i ∈ I | ∀k ∈ K◦ \ k′
◦,∀xk ∈ Xk, ∀uk ∈ Uk, F

◦
k (i)(xk, uk) = 0}.
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Положим, I ′ ̸= ∅.
Допустим, i ∈ I ′, k ∈ K◦ \ k′

◦, а γ – это произвольное отображе-
ние с областью Z определения, являющейся элементом множества
M+(Xk), и множеством значений в Uk(i), удовлетворяющее такому
условию

∀z ∈ Z, γ(z) ∈ Uk(i)(z).

Определим множества Uk(i)(xk){γ}, xk ∈ Xk.

Uk(i)(xk){γ} =

{
{γ(xk)}, если xk ∈ Z,

Uk(i)(xk), если xk ∈ Xk \ Z.

Допустим, i ∈ I ′, а v(i) ∈ V (i). Определим множества Xk{i, v(i)},
k ∈ K.

X0{i, v(i)} = X0,

Xk+1{i, v(i)} = {xk+1 ∈ Xk+1 | ∃xk ∈ Xk, ((xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′
k)∧

∧ (∃uk(i) ∈ Uk(i)(xk){vk(i)},∃uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk),

xk+1 = Fk(xk, uk(i);uk(I \ i))))},
k = 0, . . . , k′ − 1.

Очевидно, что Xk′{i, v(i)} \X ′
k′ = ∅. Символом k′{i, v(i)} будем обо-

значать значение min{k ∈ K | Xk{i, v(i)} \X ′
k = ∅}.

Утверждение 5.6. [7]

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),

((X0{i, v(i)} = X0)∧
∧ (∀k ∈ K \ 0, Xk{i, v(i)} ⊂ Xk)).

Утверждение 5.7. [7]

∀i ∈ I ′,∀v(i) ∈ V (i),

((X0{i, v(i)} \X ′
0 = X0 \X ′

0)∧
∧ (∀k ∈ K \ 0, Xk{i, v(i)} \X ′

k ⊂ Xk \X ′
k)).

Утверждение 5.8. [7]

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),

k′{i, v(i)} ∈ K \ 0.
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Утверждение 5.9. [7]

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),

((∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1}, Xk{i, v(i)} \X ′
k ̸= ∅)∧

∧ (∀k ∈ {k′{i, v(i)}, . . . , k′}, Xk{i, v(i)} \X ′
k = ∅)).

Утверждение 5.10. [7]

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),

((∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)}}, Xk{i, v(i)} ̸= ∅)∧
∧ (∀k ∈ K, ((k > k′{i, v(i)}) ⇒ (Xk{i, v(i)} = ∅)))).

Утверждение 5.11. [7]

∀i ∈ I ′,∀v(i) ∈ V (i), ∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
Xk+1{i, v(i)} = {xk+1 ∈ Xk+1 | ∃xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k,

∃uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk), xk+1 = Fk(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))}.

Утверждение 5.12. [7]

∀i ∈ I ′,∀v(i) ∈ V (i),

((v(i) ∈ V ◦(i)) ⇔
⇔ ((G0(i)(x

η
0) = Gu

0(i)(x
η
0, v0(i)(x

η
0)))∧

∧ (∀k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
((1 ⩽ k) ⇒ (∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G0(i)(x
η
0) ⩽ Gu

k(i)(xk, vk(i)(xk))))))).

6. Полученные результаты

В данном пункте для двухшаговой позиционной игры n лиц со
стратегиями-синтезами, n ⩾ 2, и конечными множествами управля-
ющих воздействий игроков получено достаточное условие для недо-
минируемой максиминной стратегии произвольного игрока, функция
выигрыша которого является терминальной.

Пусть далее рассматривается произвольная многошаговая пози-
ционная игра n лиц со стратегиями-синтезами, n ⩾ 2, и конечными
множествами Uk(i)(xk), i ∈ I, k ∈ K◦ \ k′

◦, xk ∈ Xk, удовлетворяющая
условию: множество I ′ – непусто.
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Утверждение 6.1. Допустим, i ∈ I ′. Справедливо следующее

V ◦(i) = {v(i) ∈ V (i) | (Gu
0(i)(x

η
0, v0(i)(x

η
0)) = G0(i)(x

η
0))∧

∧ (∀k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
((1 ⩽ k) ⇒ (∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G
u
k(i)(xk, vk(i)(xk)) ⩾ G0(i)(x

η
0))))}.

Доказательство. Утверждение 6.1 является очевидным следствием
утверждения 5.12.

Допустим, i – произвольный элемент множества I ′. Символом
V (◦)(i) будем обозначать множество

{v(i) ∈ V (i) | (Gu
0(i)(x

η
0, v0(i)(x

η
0)) = G0(i)(x

η
0))∧

∧ (∀k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
((1 ⩽ k) ⇒ (∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G
u
k(i)(xk, vk(i)(xk)) = Gk(i)(xk))))}.

Утверждение 6.2. Допустим, i ∈ I ′. Справедливо следующее

1) V (◦)(i) ⊂ V ◦(i),

2) V (◦)(i) ̸= ∅.

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 5.4 - 5.11, определения 3.3 и определений множеств V g(i),
i ∈ I ′, и V (◦)(i), i ∈ I ′.

Допустим, i – произвольный элемент множества I ′. Символом
V (◦)n(i) будем обозначать множество

{v(i) ∈ V (i) | (v(i) ∈ V (◦)(i))∧
∧ (∀ṽ(i) ∈ V (i),

(((ṽ(i) ∈ V (◦)(i)) ∧ (ṽ(i) ̸= v(i))) ⇒ ¬(v(i) ⪯ (i)ṽ(i))))}.

Утверждение 6.3. Допустим, i ∈ I ′. Справедливо следующее

1) V (◦)n(i) ⊂ V (◦)(i),

2) V (◦)n(i) ⊂ V ◦(i).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждения 6.2 и определений множеств V (◦)n(i), i ∈ I ′.
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Утверждение 6.4. Допустим, i ∈ I ′. Справедливо следующее

V ◦(i) \ V (◦)(i) = {v(i) ∈ V (i) | (Gu
0(i)(x

η
0, v0(i)(x

η
0)) = G0(i)(x

η
0))∧

∧ (∀k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
((1 ⩽ k) ⇒ (∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G
u
k(i)(xk, vk(i)(xk)) ⩾ G0(i)(x

η
0))))∧

∧ (∃k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
((1 ⩽ k) ∧ (∃xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G
u
k(i)(xk, vk(i)(xk)) < Gk(i)(xk))))}.

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждения 6.1, определений множеств V (◦)(i), i ∈ I ′, и функций Gk(i),
i ∈ I ′, k ∈ K \ k′.

Утверждение 6.5. Допустим, i ∈ I ′, v′(i) ∈ V (◦)n(i). Справедливо
следующее

(v′(i) /∈ V ◦(i) ∩N(i)) ⇒ (∃v′′(i) ∈ V (i), v′(i) ⪯ (i)v′′(i)).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждения 6.3 и определения 3.5.

Утверждение 6.6. Допустим, i ∈ I ′, v′(i) ∈ V (◦)n(i), v′′(i) ∈ V (i).
Справедливо следующее

(v′(i) ⪯ (i)v′′(i)) ⇒ (v′′(i) ∈ V ◦(i) \ V (◦)(i)).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 5.3 и 6.3, определения 3.4 и определений множеств V (◦)n(i),
i ∈ I ′.

Допустим, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i), k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1}. Симво-
лом Xk{i, v(i)} будем обозначать множество

{xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′
k | Gu

k(i)(xk, vk(i)(xk)) < Gk(i)(xk)}.

Утверждение 6.7. Допустим, i ∈ I ′, k′ = 2, v′(i) ∈ V (◦)n(i), v′′(i) ∈
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V (i). Тогда справедливо следующее

(v′(i) ⪯ (i)v′′(i)) ⇒
⇒ ((k′{i, v′′(i)} = 2)∧
∧ (X1{i, v′′(i)} \X ′

1 ̸= ∅)∧
∧ (X1 \X ′

1 ̸= ∅)∧
∧ (X1{i, v′′(i)} ̸= ∅)∧
∧ (∃u0(I \ i) ∈ U0(I \ i)(xη

0), F0(x
η
0, v

′′
0(i)(x

η
0);u0(I \ i)) ∈ X1{i, v′′(i)})).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 5.7 - 5.9, 5.11, 6.4 и 6.6, а также на использовании опреде-
ления величины xη

0 и определений множеств K и Xk{i, v(i)}, i ∈ I ′,
v(i) ∈ V (i), k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1}.

Утверждение 6.8. Допустим, i ∈ I ′, k′ = 2, v′(i) ∈ V (◦)n(i), v′′(i) ∈
V (i), v′′′(i) ∈ V (i). Тогда справедливо следующее

((v′(i) ⪯ (i)v′′(i))∧
∧ (v′′′0 (i)(x

η
0) = v′′0(i)(x

η
0))∧

∧ (∀x1 ∈ X1 \X ′
1,

(((x1 /∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (v′′′1 (i)(x1) = v′′1(i)(x1)))∧
∧ ((x1 ∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (Gu

1(i)(x1, v
′′′
1 (i)(x1)) = G1(i)(x1)))))) ⇒

⇒ (v′′′(i) ∈ V (◦)(i)).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 5.7, 5.11, 6.1, 6.6 и 6.7, а также на использовании определений
множеств Xk{i, v(i)}, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i), k ∈ {0, 1, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
и V (◦)(i), i ∈ I ′, и функций Gk(i), i ∈ I ′, k ∈ K.

Утверждение 6.9. Допустим, i ∈ I ′, k′ = 2, v′(i) ∈ V (◦)n(i), v′′(i) ∈
V (i), v′′′(i) ∈ V (i), u0(I \ i) ∈ U0(I \ i)(xη

0), v(I \ i) ∈ V (I \ i), и пусть
при этом выполнено условие

∀j ∈ I \ i, v0(j)(xη
0) = u0(j);

пусть также x′′
1 – это значение

F0(x
η
0, v

′′
0(i)(x

η
0);u0(I \ i)).
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Тогда справедливо следующее

((v′(i) ⪯ (i)v′′(i))∧
∧ (v′′′0 (i)(x

η
0) = v′′0(i)(x

η
0))∧

∧ (∀x1 ∈ X1 \X ′
1,

(((x1 /∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (v′′′1 (i)(x1) = v′′1(i)(x1)))∧
∧ ((x1 ∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (Gu

1(i)(x1, v
′′′
1 (i)(x1)) = G1(i)(x1)))))) ⇒

⇒ (((x′′
1 /∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (J(i)(v′(i); v(I \ i)) ⩽ J(i)(v′′′(i); v(I \ i))))∧

∧ ((x′′
1 ∈ X1{i, v′′(i)}) ⇒ (J(i)(v′(i); v(I \ i)) < J(i)(v′′′(i); v(I \ i))))).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 5.7, 5.11, 6.3 и 6.7, а также на использовании определения
3.4 и определений множеств I ′, Xk{i, v(i)}, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i), k ∈
{0, 1, . . . , k′{i, v(i)}−1}, и V (◦)(i), i ∈ I ′, и функций J(i), i ∈ I ′, Gu

k(i),
i ∈ I ′, k ∈ K \ k′, и Gk(i), i ∈ I ′, k ∈ K.

Утверждение 6.10. Допустим, i ∈ I ′, k′ = 2. Тогда справедливо
следующее

V (◦)n(i) ⊂ V ◦(i) ∩N(i).

Доказательство. Доказательство основано на использовании утвер-
ждений 6.5, 6.7, 6.8 и 6.9, а также на использовании определения 3.4
и определений множеств V (◦)n(i), i ∈ I ′.

Утверждение 6.11. Допустим, i ∈ I ′, k′ = 2 и v(i) ∈ V (i). Тогда
справедливо следующее

(v(i) ∈ V (◦)n(i)) ⇒ (v(i) ∈ V ◦(i) ∩N(i)).

Доказательство. Утверждение 6.11 является очевидным следстви-
ем утверждения 6.10.

7. Заключение

Итак, нахождение недоминируемой максиминной стратегии i-го
игрока, i ∈ I ′, в исследуемой двухшаговой позиционной игре может
быть, в частности, сведено к отысканию такой стратегии из мно-
жества V (◦)(i), которая не доминируется никакой другой стратегией
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из этого множества. Очевидно, что при таком варианте поиска нет
необходимости в нахождении и рассмотрении максиминных страте-
гий i-го игрока, принадлежащих разности V ◦(i) \ V (◦)(i).
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SUFFICIENT CONDITION FOR NONDOMINATED
MAXIMIN STRATEGY OF ARBITRARY PLAYER WITH
TERMINAL PAYOFF FUNCTION IN TWO-STEP
POSITIONAL GAME OF N PERSONS WITH
STRATEGIES-SYNTHESES AND FINITE SETS OF
CONTROLLING ACTIONS OF PLAYERS

Vyacheslav V. Sushkin, Tver State University, Department of
Mathematics, Cand.Sc., docent (vsushkin@mail.ru).

Abstract : Two-step positional game of n persons with strategies-
syntheses, n ⩾ 2, and finite sets of controlling actions of players is
investigated. Sufficient condition for nondominated maximin strategy of
arbitrary player, whose payoff function is terminal, has been obtained.

Keywords : noncooperative game, maximin strategy, nondominated strategy,
multi-step positional game, strategy-synthesis, terminal payoff function.


