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Для нелинейного вольтеррова функционально-операторно-
го уравнения, управляемого двумя игроками с помощью ко-
нечномерных программных управлений по интегральным кри-
териям качества, доказывается существование равновесия по
Штакельбергу (в стиле М.С. Никольского). При этом исполь-
зуются результаты о непрерывной зависимости состояния и
функционалов от конечномерных управлений, доказанные ав-
тором ранее, в совокупности с классической теоремой Вейер-
штрасса. Одноточечность множества минимизаторов первого
игрока при заданном управлении второго игрока доказывается
по схеме М.С. Никольского, применявшейся ранее для линей-
ного обыкновенного дифференциального уравнения.
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1. Введение

На данный момент уже достаточно хорошо развита теория диф-
ференциальных игр, связанных с сосредоточенными управляемыми
системами, как линейными, так и нелинейными. Для распределен-
ных управляемых систем соответствующие игровые задачи (даже в
линейном случае) изучены, на наш взгляд, пока еще недостаточно.
При этом значительное число исследований было посвящено играм
сближения-уклонения (преследования-убегания) с динамикой, опи-
сываемой линейными эволюционными уравнениями – см., например,
[5, 6, 9, 30]. Среди известных результатов, касающихся дифференци-
альных игр, связанных с теми или иными уравнениями в частных
производных, укажем также работы [32, 28, 4, 31, 10]. В [33] про-
изводилось построение седловой точки в форме обратной связи для
антагонистической игры, связанной с нелинейным автономным эво-
люционным уравнением в гильбертовом пространстве. В [16] получе-
ны достаточные условия существования ε-равновесия в антагонисти-
ческой игре, связанной с нелинейным неавтономным эволюционным
уравнением в банаховом пространстве.

Отметим, наконец, что в ряде работ автора были установлены
достаточные условия существования ε-равновесия по Нэшу в диф-
ференциальных играх, связанных с эллиптическими уравнениями в
частных производных, а также в вольтерровых функционально-опе-
раторных играх. Вольтерровы функционально-операторные игры ин-
тересны тем, что к ним естественным образом сводятся дифферен-
циальные игры, связанные с широким классом уравнений в част-
ных производных, см., например, [17, 18, 19]. Под функционально-
операторной игрой мы понимаем игры, динамика в которых описы-
вается управляемым функционально-операторным уравнением типа
Гаммерштейна, см. (2.1) далее. Такое уравнение называется воль-
терровым, если оператор правой части вольтерров; соответствую-
щую игру тоже естественно называть вольтерровой. Многочислен-
ные содержательные примеры представления различных управляе-
мых распределенных систем управляемым вольтерровым функцио-



О равновесии по Штакельбергу 101

нально-операторным уравнением вида (2.1) можно найти в [17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25], см. также пример в разделе 8. Такая широта
охвата мотивирует нас на изучение игр с динамикой (2.1). Для удоб-
ства читателя приведем простейший классический пример — пред-
ставление уравнением вида (2.1) управляемой задачи Гурса-Дарбу:

x′′t1t2(t) = f
(
t, x(t), u(t)

)
, t = (t1, t2) ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

x(t1, 0) = ω1(t1), t1 ∈ [0, T1];

x(0, t2) = ω2(t2), t2 ∈ [0, T2];

ω1(0) = ω2(0).

(1.1)

Считаем, что функции ω1 и ω2 абсолютно-непрерывны, а суперпози-
ция f

(
t, x(t), u(t)

)
суммируема со степенью p ≥ 1 для всех x ∈ Lq(Π),

u ∈ Lr(Π), при p < q, r ∈ [1,∞]. Решение задачи (1.1), трактуемое в
смысле п.в., естественно искать среди функций из Lq(Π), имеющих
смешанную производную в классе Lp(Π) и понимать его как решение
уравнения

x(t1, t2) = ω1(t1) + ω2(t2)− ω1(0) +

t1∫
0

dξ1

t2∫
0

f
(
ξ, x(ξ), u(ξ)

)
dξ2.

Это уравнение равносильно следующему:

x(t) = θ(t) + A
[
f(., x, u)

]
(t), t = (t1, t2) ∈ Π, x ∈ Lq(Π),

где θ(t1, t2) = ω1(t1) + ω2(t2) − ω1(0), θ ∈ Lq(Π), A : Lp(Π) → Lq(Π) –
оператор, определяемый формулой:

A[z](t1, t2) =

t1∫
0

ds1

t2∫
0

z(s1, s2) ds2.

Заметим, что для всякого прямоугольника Πτ = [0; τ1] × [0; τ2] ⊂ Π

значения A[z](t) при t ∈ Πτ зависят лишь от значений z(s) при s ∈ Πτ

и не зависят от значений z(s) при s ∈ Π\Πτ . Этот факт означает, что
множество Πτ является так называемым вольтерровым множеством
для оператора A. Всякое объединение вольтерровых множеств тоже
является вольтерровым. В частности, множество {t ∈ Π : t1+ t2 ≤ σ}
при любом σ ∈ [0;T1 + T2] тоже является вольтерровым множеством



102 А.В. Чернов

оператора A. Стало быть, оператор A обладает достаточно богатой
системой вольтерровых множеств и, соответственно, тоже называет-
ся вольтерровым. Как в этом примере, так и далее мы понимаем Π

как множество независимых переменных, а t ∈ Π как набор незави-
симых переменных.

Разумеется, и задачу Коши для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения:

dx

dt
= f

(
t, x(t), u(t)

)
, t ∈ [0;T ]; x(0) = a,

тоже можно переписать в функционально-операторной форме:

x(t) = θ + A
[
f(., x, u)

]
(t), t ∈ Π = [0;T ], x ∈ Lq(Π),

при θ = a, A[z](t) =
t∫
0

z(s) ds, A : Lp(Π) → Lq(Π), при условии,

что суперпозиция f
(
t, x(t), u(t)

)
суммируема со степенью p ≥ 1 для

всех x ∈ Lq(Π), u ∈ Lr(Π), при p < q, r ∈ [1,∞]. В этом примере
вольтерровыми множествами оператора A являются всевозможные
отрезки [0; τ ], τ ∈ [0;T ].

Данная статья написана под впечатлением от работы [8], где были
получены условия равновесия по Штакельбергу в смысле программ-
ных измеримых управлений в бескоалиционной игре, связанной с ли-
нейным обыкновенным автономным дифференциальным уравнением
(в пространстве Rn) и функционалами проигрышей, линейными по
управлению второго игрока.

Здесь мы для нелинейного вольтеррова функционально-оператор-
ного уравнения, управляемого двумя игроками с помощью конечно-
мерных программных управлений по интегральным критериям ка-
чества, доказываем существование равновесия по Штакельбергу в
стиле [8]. При этом используются результаты о непрерывной зависи-
мости состояния и функционалов от конечномерных управлений, до-
казанные нами ранее, в совокупности с классической теоремой Вейер-
штрасса. Одноточечность множества минимизаторов первого игрока
при заданном управлении второго игрока доказывается по схеме [8].
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2. Предварительные построения и соглашения

Пусть n,m, ℓ, ξ, η ∈ N – заданные числа, Π ⊂ Rn – измеримое
(здесь и везде далее в смысле Лебега) ограниченное множество, U =

L∞(Π), X = X (Π) – некоторое лебегово пространство с индексом сум-
мируемости из [1; +∞], а Z = Z(Π) – лебегово пространство с индек-
сом суммируемости из [1; +∞). Пусть, кроме того, U ⊂ U ξ, V ⊂ Uη —
заданные ограниченные множества допустимых управлений первого
и второго игроков, соответственно; A : Zm → X ℓ – заданный ли-
нейный ограниченный оператор (ЛОО). Далее для вектор-функции
x ∈ X ℓ, являющейся образом вектор-функции z ∈ Zm при отображе-
нии, осуществляемом оператором A, будем в зависимости от ситуа-
ции использовать равносильные обозначения: x = A[z]; x(t) = A[z](t),

t ∈ Π; x(.) = A[z](.); x = A [z(.)]. Рассмотрим управляемое (игроками
1 и 2) функционально-операторное уравнение

x(t) = θ(t) + A
[
f
(
., x(.), u(.), v(.)

)]
(t), t ∈ Π, x ∈ X ℓ, (2.1)

где u ∈ U – управление игрока 1, v ∈ V – управление игрока 2,
θ ∈ X ℓ, f(t, x, u, v) : Π × Rℓ × Rξ × Rη → Rm – заданная функция,
измеримая по t ∈ Π, непрерывная по {x, u, v} ∈ Rℓ×Rξ ×Rη и такая,
что:

F1) для всех x ∈ X ℓ, u ∈ U ξ, v ∈ Uη имеем: f
(
., x(.), u(.), v(.)

)
∈ Zm.

F2) Существует неубывающая функция N : R+ → R+ такая, что∥∥∥f(., y(.), u(.), v(.))−f(., z(.), u(.), v(.))∥∥∥
Zm

≤ N (M)
{
∥y−z∥X ℓ

}
для всех y, z ∈ X ℓ, u ∈ U ξ, v ∈ Uη, ∥y∥, ∥z∥ ≤M .

Измеримое подмножество H ⊂ Π будем, следуя [11, 12], называть
вольтерровым множеством оператора A, если PHAPH = PHA, где
PH – это оператор умножения на характеристическую функцию мно-
жества H. Заметим, что система B(A) всех вольтерровых множеств
оператора A непуста, так как во всяком случае содержит ∅ и Π. Ес-
ли B(A) состоит только из этих двух множеств, будем называть ее
тривиальной. Далее мы считаем, что система B(A) нетривиальна.

Определение 1.1. Пусть B(A) - система вольтерровых множеств
оператора A : Zm → X ℓ; δ > 0 — заданное число. Тогда подсистему
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T =
{
∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π

}
системы B(A) будем, следуя

[13, 14], называть вольтерровой δ-цепочкой оператора A, если для
всех h = Hi \Hi−1, i = 1, k, выполняется неравенство

∥∥∥PhAPh

∥∥∥ < δ.
В дополнение к сформулированным выше будем считать выпол-

ненным следующее предположение.

A1) ЛОО A обладает для любого δ > 0 вольтерровой δ-цепочкой.

Замечание 2.1. Условие A1) часто выполняется в приложениях. При-
меры его успешной проверки см. в [20, 21, 22, 23, 24, 25, 15, 26].

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия F1), F2), A1). Тогда, како-
вы бы ни были управления u ∈ U ξ, v ∈ Uη, уравнение (2.1) не может
иметь более одного решения.

Доказательство вытекает непосредственно из [23, теорема 2].
Сформулируем признак тотального (по всем допустимым управ-

лениям) сохранения глобальной разрешимости уравнения (2.1). По-
требуем дополнительно выполнения следующих условий.

F3) Для всех u ∈ Rξ, v ∈ Rη и п.в. t ∈ Π имеем: f(t, x, u, v) ≤
f(t, y, u, v) при x, y ∈ Rℓ, x ≤ y (векторные неравенства пони-
маются покомпонентно).

F4) Для всех u ∈ U , v ∈ V , x ∈ Rℓ и п.в. t ∈ Π имеем:

0 ≤ f
(
t, x, u(t), v(t)

)
≤ g(t, x),

где функция g(t, x) удовлетворяет условиям вида F1), F2), при-
чем мажорантное уравнение

x = θ + A
[
g(., x)

]
имеет решение x = x̂ ∈ X ℓ, x̂ ≥ θ.

A2) ЛОО A является изотонным, то есть A[y] ≤ A[z] для всех y, z ∈
Zm, y ≤ z.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия F1), F3), F4), A2). Тогда,
каковы бы ни были управления u ∈ U , v ∈ V , уравнение (2.1) заведо-
мо имеет решение x ∈ X ℓ, удовлетворяющее оценке: θ ≤ x ≤ x̂.
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Доказательство см. в разделе 5.

Замечание 2.2. Вообще говоря, мы могли бы просто потребовать су-
ществования единственного решения уравнения (2.1) для всех допу-
стимых управлений. Однако при исследовании игровой задачи нам
все равно потребуется обеспечивать выпуклый характер зависимости
решения этого уравнения от управления игрока 1, а на этом пути при-
ходится использовать условия F1) – F3), A1), A2). В свою очередь,
мажорантное условие F4) – аналог мажорантного условия классиче-
ской теоремы Уинтнера, которая часто используется при обоснова-
нии глобальной разрешимости задачи Коши для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.

Далее будем считать, что выполнены условия F1) – F4), A1), A2).
Тогда, в силу теорем 2.1, 2.2, уравнение (2.1) имеет единственное
решение x = x[u, v] ∈ X ℓ для каждой пары u ∈ U , v ∈ V . Тем самым,
однозначно определены функционалы проигрышей игроков 1 и 2:

I[u, v] =

∫
Π

F
(
t, x[u, v](t), u(t), v(t)

)
dt,

J [u, v] =

∫
Π

G
(
t, x[u, v](t), u(t), v(t)

)
dt, u ∈ U, v ∈ V.

Здесь мы предполагаем, что интегранты функционалов удовлетво-
ряют следующему естественному условию:

Φ1) для всех x ∈ X ℓ, u ∈ U ξ, v ∈ Uη имеем: F
(
., x(.), u(.), v(.)

)
,

G
(
., x(.), u(.), v(.)

)
∈ L1(Π).

Игрок 1 стремится к минимизации функционала I[u, v] с помо-
щью выбора своего допустимого управления u ∈ U , а игрок 2 — к
минимизации функционала J [u, v] с помощью выбора своего допу-
стимого управления v ∈ V . Существуют различные определения оп-
тимальности пары допустимых программных управлений u, v. Здесь
мы, следуя [8], будем использовать следующую модификацию поня-
тия равновесия по Штакельбергу (по поводу понятия равновесия по
Штакельбергу и сходных понятий см. соответствующую библиогра-
фию в [8]). Так же, как и в [8], ведущим будем предполагать игрока 2:
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он сообщает о своем выборе управления v ∈ V игроку 1. Зная v, игрок
1 минимизирует свой функционал I[u, v] по допустимым управлени-
ям u ∈ U . Множество соответствующих минимизаторов обозначим
через U∗[v]. Предположим, что U∗[v] ̸= ∅ и состоит из одного эле-
мента для каждого v ∈ V . Рассмотрим далее задачу на минимум

J
[
U∗[v], v

]
→ min

v∈V
.

Допустим, что множество минимизаторов в этой задаче не пусто и
содержит элемент v. Тогда пару

(
v, U∗[v]

)
будем называть равнове-

сием по Штакельбергу в исследуемой игре. Наша цель — получить
достаточные условия, гарантирующие существование хотя бы одного
равновесия по Штакельбергу в классе кусочно постоянных управле-
ний (при фиксированном разбиении множества Π).

3. Достаточные условия существования равновесия по Шта-
кельбергу в случае кусочно постоянных управлений

Далее будем считать, что ν = κ ξ, где κ ∈ N. Соответственно, бу-
дем предполагать, что множество Π представлено в виде дизъюнкт-

ного объединения Π =
κ⊔

j=1

Πj и на каждом j-м элементе данного раз-

биения i-я компонента управления u должна принимать некоторое
постоянное значение из заданного отрезка [rij;Rij]. Иными словами,
множество допустимых управлений имеет специальный вид

U =
{
u ∈ Lξ

∞(Π) : ui(t) ≡ αij ∈ [rij;Rij], t ∈ Πj, i = 1, ξ, j = 1,κ
}

и тем самым взаимно однозначным образом отождествляется с ко-
нечномерным множеством U0 ⊂ Rν , где

U0 =
{
α =

{
α11, . . . , αξκ

}
: αij ∈ [rij;Rij], i = 1, ξ, j = 1,κ

}
.

В этом смысле будем обозначать u{α} – управление u ∈ U , отве-
чающее вектору α ∈ U0. В аналогичном смысле понимаем обозна-
чения v{β}, где v ∈ V , β ∈ V0. И соответственно, x = x{α, β} =

x
[
u{α}, v{β}

]
, I{α, β} = I

[
u{α}, v{β}

]
, J{α, β} = J

[
u{α}, v{β}

]
.

Как показано в [22, теоремы 2.1, 3.1], при выполнении предположе-
ний F1) – F4), A1), A2), Φ1) отображения x = x{α, β}, I = I{α, β},
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J = J{α, β} непрерывны по совокупности переменных α ∈ U0, β ∈ V0.
Тем самым, при заданном β ∈ V0 существование минимума

min
α∈U0

I{α, β} = min
u∈U

I[u, v = v{β}]

следует непосредственно из классической теоремы Вейерштрасса. Та-
ким образом, для всех v ∈ V множество минимизаторов U∗[v] ̸= ∅.
Для того, чтобы обеспечить одноточечность этого множества, потре-
буем дополнительно выполнения следующих условий.

F5) Для всех v ∈ Rξ и п.в. t ∈ Π функция f(t, x, u, v) выпукла по
совокупности (x, u) ∈ Rℓ × Rξ, причем f(t, x, u(t), v(t)) ≥ 0 при
всех x ≥ θ(t), u ∈ U , v ∈ V и п.в. t ∈ Π.

Φ2) Для всех v ∈ Rξ и п.в. t ∈ Π функция F (t, x, u, v) не убывает по
x ∈ Rℓ и выпукла по (x, u) ∈ Rℓ × Rξ, причем при u′ ̸= u′′, u′,
u′′ ∈ Rξ, x′, x′′ ∈ Rℓ выполняется строгое неравенство:

F

(
t,
1

2
(x′ + x′′),

1

2
(u′ + u′′), v

)
<

1

2

(
F (t, x′, u′, v)+F (t, x′′, u′′, v)

)
.

Теорема 3.1. Пусть выполнены предположения F1) – F5), A1), A2),
Φ1), Φ2). Тогда для каждого v ∈ V множество минимизаторов U∗[v]

состоит в точности из одного элемента.

Доказательство см. в разделе 7.
В соответствии с теоремой 3.1, для каждого β ∈ V0 множество

Arg min
α∈U0

I{α, β} = arg min
α∈U0

I{α, β}

также состоит в точности из одного элемента. Тогда по теореме Дан-
скина-Демьянова функции

Φ(β) = min
α∈U0

I{α, β}, φ(β) = arg min
α∈U0

I{α, β}

непрерывны по β ∈ V0. Стало быть, функция

ψ(β) = J
{
φ(β), β

}
= J

[
U∗[v{β}], v{β}

]
тоже непрерывна по β ∈ V0 как суперпозиция непрерывных функ-
ций. По теореме Вейерштрасса, отсюда следует существование точ-
ки минимума β ∈ V0. Полагая v = v{β}, получаем, что существует
равновесие по Штакельбергу

(
v, U∗[v]

)
. Тем самым, справедлива
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Теорема 3.2. Пусть выполнены предположения F1) – F5), A1), A2),
Φ1), Φ2). Тогда в исследуемой игре существует равновесие по Шта-
кельбергу.

Примеры сведения управляемых распределенных систем к урав-
нению вида (2.1) с оператором A, удовлетворяющим условиям A1),
A2), см. в [20, 21, 22, 24, 25], а включая соответствующие игровые по-
становки — в работах [17, 18, 19]; см. также пример в разделе 8. Как
уже было отмечено во Введении, задача Коши для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений, в том числе, разумеется, и
линейная система, рассмотренная в [8], тоже может быть сведена к
уравнению вида (2.1).

Замечание 3.1. Из анализа доказательств видно, что в случае θ ≥ 0,
f ≥ 0 в условиях F3) – F5), Φ2) пространство Rℓ можно заменить на
Rℓ

+ =
{
x ∈ Rℓ : x ≥ 0

}
.

4. Обобщение на случай отказа от условий F5), Φ2)

Отказ от условий F5), Φ2) приводит к тому, что справедливость
утверждения теоремы 3.1 уже будет не гарантирована. Таким обра-
зом, утрачивается гарантия одноточечности множества минимизато-
ров U∗[v]. Этот факт требует переопределения понятия равновесия
по Штакельбергу, которое было дано в разделе 2. Действительно,
в этом случае функционал J

[
U∗[v], v

]
перестает быть однозначным,

следовательно, задача его минимизации теряет смысл. Поэтому вме-
сто нее нужно ставить задачу минимизации как-то иначе, но при-
том так, чтобы можно было доказать ее разрешимость, откуда уже
и будет вытекать понятие равновесия. Итак, вместо функционала
J
[
U∗[v], v

]
(который перестает теперь быть однозначным) определим

однозначный функционал

Ψ[v] = min
u∈U∗[v]

J [u, v]

(предполагая, что этот минимум существует). Соответственно, если
задача минимизации

Ψ[v] → min
v∈V



О равновесии по Штакельбергу 109

имеет решение v ∈ V , то для всякого

u ∈ Arg min
u∈U∗[v]

J [u, v]

пару (u, v) будем называть равновесием по Штакельбергу в обобщен-
ном смысле в исследуемой задаче.

Замечание 4.1. В практическом плане, такое определение понятия
равновесия имеет смысл, только если первый игрок относится мак-
симально благожелательно ко второму игроку. Действительно, пред-
полагается, что при любом фиксированном v ∈ V он выбирает не
произвольную стратегию, обеспечивающую минимум его проигры-
ша, а лишь такую среди них, которая наносит по возможности наи-
меньший урон второму игроку. В случае одноточечности множества
минимизаторов U∗[v] никакой подобной благосклонности первого иг-
рока ко второму не требовалось.

Далее будем считать выполненными предположения предыдуще-
го раздела о структуре множеств U и V . Стало быть, вновь имеет
место непрерывность функций

I{α, β} = I
[
u{α}, v{β}

]
, J{α, β} = J

[
u{α}, v{β}

]
на компакте U0×V0. Это позволит нам установить корректность вве-
денного понятия равновесия и доказать его существование без тре-
бований F5), Φ2).

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 4.1. Пусть X, Y - топологические пространства, K(Y ) —
совокупность всех непустых, компактных подмножеств простран-
ства Y ; Φ : X → K(Y ) — непрерывное мультиотображение, f :

X × Y → R — непрерывная функция. Тогда функция φ : X → R,
φ(x) = max

y∈Φ(x)
f(x, y) непрерывна, а мультиотображение

F (x) = {y ∈ Φ(x) : f(x, y) = φ(x)}

имеет компактные значения и полунепрерывно сверху.

Доказательство — см. [2, п.1.3.3, теорема 1.3.29] (это так назы-
ваемая теорема максимума).
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Замечание 4.2. Ясно, что утверждение леммы 4.1 останется справед-
ливым и в том случае, если в определении функции φ заменить max

на min (сводится к предыдущей ситуации, если f заменить на −f).

Лемма 4.2. Пусть мультиотображение Φ : X → K(Y ) полунепре-
рывно сверху, f : X×Y → R — полунепрерывная сверху (в однознач-
ном смысле) функция. Тогда функция φ : X → R, φ(x) = max

y∈Φ(x)
f(x, y)

полунепрерывна сверху.

Доказательство — см. [2, п.1.3.3, лемма 1.3.32].
Как видно из [3, §1.3, определение 2], если однозначная функ-

ция J(u) полунепрерывна сверху, то функция −J(u) полунепрерывна
снизу, и наоборот.

Лемма 4.3. Пусть U — компактное множество из метрическо-
го пространства M , а функция J(u) определена, конечна и полу-
непрерывна снизу на U . Тогда J∗ = inf

u∈U
J(u) > −∞, множество

U∗ = {u ∈ U : J(u) = J∗} непусто, компактно и любая минимизиру-
ющая последовательность {uk} сходится к множеству U∗.

Доказательство — см. [3, §1.3, теорема 1] (это обобщенная тео-
рема Вейерштрасса).

В силу леммы 4.1 и замечания 4.2 множество

Arg min
α∈U0

I{α, β} ≡ U∗
0{β}

(с учетом компактности множества U0 и непрерывности функции
I{α, β}) имеет компактные значения и, понимаемое как мультиотоб-
ражение, непрерывно сверху. Определим функцию

ψ(β) = min
α∈U∗

0 {β}
J{α, β}, β ∈ V0.

Ясно, что
−ψ(β) = max

α∈U∗
0 {β}

(
−J{α, β}

)
, β ∈ V0.

Согласно лемме 4.2, функция −ψ(β) полунепрерывна сверху. Сле-
довательно, функция ψ(β) полунепрерывна снизу. Наконец, по лем-
ме 4.3, получаем: ψ∗ = inf

β∈V0

ψ(β) > −∞, множество V ∗
0 = {β ∈ V0 :
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ψ(β) = ψ∗} непусто, компактно и любая минимизирующая последо-
вательность {βk} сходится к множеству V ∗

0 . Остается заметить, что

min
α∈U∗

0 {β}
J{α, β} = min

u∈U∗[v{β}]
J
[
u, v{β}

]
,

так как
U∗
0{β} =

{
α ∈ U0 : u{α} ∈ U∗[v{β}]},

min
α∈U0

J
[
u{α}, v{β}

]
= min

u∈U
J
[
u, v{β}

]
.

Соответственно,
ψ∗ = inf

v∈V
min

u∈U∗[v]
J [u, v].

Таким образом, справедлива

Теорема 4.1. Пусть выполнены предположения F1) – F4), A1), A2),
Φ1). Тогда в исследуемой игре существует равновесие по Штакель-
бергу в обобщенном смысле.

5. Доказательство тотального сохранения
глобальной разрешимости

Здесь мы адаптируем схему рассуждений из [27].
Для доказательства теоремы 2.2 воспользуемся некоторыми све-

дениями из теории решеток (см., например, [1]). Напомним [1], что
решеткой называется частично упорядоченное множество L такое,
что ∀x, y ∈ L существуют inf {x, y} и sup {x, y} в L. Решетка L на-
зывается полной, если для любого ее подмножества X существуют
infX, supX в L. Если P,Q – некоторые упорядоченные множества,
то оператор g : P → Q называется изотонным, если из x ≤ y следует
g[x] ≤ g[y].

Следующее утверждение известно как теорема А.Тарского (см.,
например, [1, теорема V.3.11]).

Лемма 5.1. Пусть L – полная решетка, а g : L → L – изотонный
оператор. Тогда существует x∗ ∈ L: x∗ = g[x∗].

Лемма 5.2. Пусть N – непустое и ограниченное (сверху и снизу)
подмножество в множестве S(Π) всех измеримых на Π функций.
Тогда существуют x0 = inf N , x1 = supN ∈ S(Π).
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Доказательство — см. [7, теорема I.6.17].
Доказательство теоремы 2.2. Параметры θ ∈ X ℓ, u ∈ U , v ∈

V считаем произвольно фиксированными. Рассмотрим пространство
X ℓ и его непустое подмножество N =

{
x ∈ X ℓ : θ ≤ x ≤ x̂

}
=

N1 × . . .×Nℓ, где Nk =
{
x ∈ X : θk ≤ x ≤ x̂k

}
, k = 1, ℓ. Согласно [1,

§V.1] прямое произведение полных решеток снова является полной
решеткой. При этом непосредственно из леммы 5.2 получаем, что
каждое из множеств Nk, k = 1, ℓ, а следовательно, и множество N

является полной решеткой. Пользуясь условиями A2) и F3), находим,
что оператор F : X ℓ → X ℓ, определяемый формулой

F [y] = θ + A
[
f(., y, u, v)

]
, y ∈ X ℓ,

является изотонным. Покажем, что F : N → N . Возьмем любое
x ∈ N и, пользуясь условиями A2), F3), F4) оценим

F [x] ≤ θ + A
[
f(., x̂, u, v)

]
≤ θ + A

[
g(., x̂)

]
= x̂.

И очевидно, что
F [x] ≥ θ + A[0] = θ.

Стало быть, F [x] ∈ N . Остается воспользоваться теоремой А. Тар-
ского. Теорема 2.2 доказана.

6. Доказательство выпуклости состояния
по управлению первого игрока

Теорема 6.1. Пусть выполнены условия F1) – F3), F5) A1), A2).
Предположим, что управлениям u′, u′′ ∈ U , v ∈ V отвечают реше-
ния x′, x′′ ≥ θ уравнения (2.1); ũ = λu′ + (1− λ)u′′, при произвольно
заданном λ ∈ (0; 1). Тогда управлениям ũ, v отвечает решение x̃

уравнения (2.1), удовлетворяющее неравенству

θ ≤ x̃ ≤ λx′ + (1− λ)x′′.

Доказательство теоремы 6.1. Рассмотрим пространство X ℓ и его
непустое подмножество

N =
{
x ∈ X ℓ : θ ≤ x ≤ λx′ + (1− λ)x′′

}
= N1 × . . .×Nℓ,
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где Nk =
{
x ∈ X : θk ≤ x ≤ λx′k + (1 − λ)x′′k

}
, k = 1, ℓ. Согласно [1,

§V.1] прямое произведение полных решеток снова является полной
решеткой. При этом непосредственно из леммы 5.2 получаем, что
каждое из множеств Nk, k = 1, ℓ, а следовательно, и множество N

является полной решеткой. Пользуясь условиями A2) и F3), находим,
что оператор F : X ℓ → X ℓ, определяемый формулой

F [y] = θ + A
[
f(., y, ũ, v)

]
, y ∈ X ℓ,

является изотонным. Покажем, что F : N → N . Возьмем любое
x ∈ N и, пользуясь условиями A2), F3), F5) оценим

F [x] ≤ θ + A
[
f(., λx′ + (1− λ)x′′, λu′ + (1− λ)u′′, v)

]
≤

≤ θ + λA
[
f(., x′, u′, v)

]
+ (1− λ)A

[
f(., x′′, u′′, v)

]
= λx′ + (1− λ)x′′.

И очевидно, что
F [x] ≥ θ + A[0] = θ.

Стало быть, F [x] ∈ N . С учетом теоремы 2.1, остается воспользо-
ваться теоремой А. Тарского. Теорема доказана.

7. Доказательство одноточечности
множества минимизаторов первого игрока

Доказательство теоремы 3.1. Допустим, что нашлись два управ-
ления u′, u′′ ∈ U∗[v] такие, что множество

E =
{
t ∈ Π : u′(t) ̸= u′′(t)

}
имеет положительную меру. Обозначим x′ = x[u′, v], x′′ = x[u′′, v].
Рассмотрим при t ∈ Π допустимое управление

ũ(t) =
1

2

(
u′(t) + u′′(t)

)
,

и обозначим x̃ = x[ũ, v]. В силу теоремы 6.1,

x̃ ≤ 1

2
(x′ + x′′).

Согласно условию Φ2),

F (t, x̃, ũ, v) ≤ F

(
t,
1

2
x′ +

1

2
x′′,

1

2
u′ +

1

2
u′′, v

)
≤
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≤ 1

2
F (t, x′, u′, v) +

1

2
F (t, x′′, u′′, v),

где для краткости принято x′ = x′(t) и т.д., причем при t ∈ E нера-
венство является строгим. Так как по предположению, mesE > 0,
то

I[ũ, v] =

∫
Π

F
(
t, x̃(t), ũ(t), v(t)

)
dt <

1

2

(
I[u′, v] + I[u′′, v]

)
.

Отсюда получаем противоречие, так как на u′, u′′ достигается мини-
мум min

u∈U
I[u, v]. Теорема 3.1 доказана.

8. Пример игровой задачи

Пусть D ⊂ R3 — ограниченная область с кусочно гладкой и лип-
шицевой в целом границей ∂D; Ω ⊂ R3 — единичная сфера с центром
в нуле; g(ω · ω′, α) = α/

[
1 + α(ω · ω′ − 1)

]
; запись ω · ω′ означает ска-

лярное произведение векторов ω, ω′ ∈ R3. Следуя [29], рассмотрим
уравнение переноса излучения с комптоновской индикатрисой рассе-
яния:

ω · ∇rx(r, ω, α) + µ(r, α)x(r, ω, α) =

=
1

4π

∫
Ωω,α

K(r, ω · ω′, α)x
(
r, ω′, g(ω · ω′)

)
dω′ + z(r, ω, α). (8.1)

Здесь x(r, ω, α) — плотность потока излучения в точке r ∈ D, распро-
страняющегося в направлении ω ∈ Ω и имеющего энергию α ∈ [α;α];
µ(r, α) — коэффициент полного взаимодействия излучения со средой
в точке r ∈ D при энергии α ∈ [α;α]; z(r, ω, α) — плотность внутрен-
них источников излучения;

Ωω,α =
{
ω′ ∈ Ω : ω · ω′ ≥ 1− 1

α
+

1

α

}
; α ≤ g(ω · ω′, α) ≤ α.

Ядро K(r, ω · ω′, α) называется индикатрисой рассеяния. Для r ∈ D,
ω ∈ Ω обозначим Lr,ω =

{
r + ζω : ζ ∈ [0; +∞)

}
— луч, исходя-

щий из точки r в направлении ω; d(r,−ω) = mes1
(
Lr,−ω ∩ D

)
(ин-

декс 1 указывает на то, что это мера одномерного множества); γ−ω

— подмножество границы ∂D, состоящее из точек ξ ∈ ∂D таких, что{
ξ + ζω : 0 < ζ < d(ξ, ω)

}
⊂ D; Γ− — множество троек (ξ, ω, α),
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где ω ∈ Ω, (ξ, α) ∈ γ−ω × [α;α]. К уравнению (8.1) присоединяется
граничное условие вида

x(ξ, ω, α) = y(ξ, ω, α), (ξ, ω, α) ∈ Γ−. (8.2)

Функция y(ξ, ω, α) интерпретируется как плотность потока частиц
от внешних источников, проникающих в среду (в область D) через
граничную точку ξ в направлении ω и имеющих энергию α.

Пусть Π = D × Ω × [α;α], t = (r, ω, α) ∈ Π; C0,1(Π) — множество
функций φ(r, ω, α), непрерывно дифференцируемых по r ∈ D для
всех (ω, α) ∈ Ω × [α;α] и имеющих непрерывную на Π производную

по направлению ω · ∇rφ =
∂φ(r + ζω, ω, α)

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=0

.

Следуя [29], обозначим H1
2 (Π) — класс всех x ∈ L2(Π), имеющих

обобщенную производную ω · ∇rx ∈ L2(Π), понимаемую в смысле
интегрального тождества∫

Π

x(t)
[
ω · ∇rφ

]
(t) dt = −

∫
Π

[
ω · ∇rx

]
(t)φ(t) dt

для всех φ ∈ C0,1(Π), финитных в области D для всех (ω, α) ∈ Ω ×
[α;α].

Дифференциальное выражение в левой части уравнения (8.1) по-
нимается в указанном выше обобщенном смысле. Граничное условие
(8.2) понимается в смысле следов — подробнее см. в [29]. Соответ-
ственно, решение задачи (8.1), (8.2) ищется в классе H1

2 (Π).
При этом предполагается, что входные параметры задачи удо-

влетворяют следующим условиям: K, z, y ≥ 0, µ ∈ L∞
(
D × [α;α]

)
,

µ ≥ µ0 > 0, K ∈ L∞
(
D × [−1; 1]× [α;α]

)
, z ∈ L2(Π), y ∈ L2(Γ

−).
В [29] доказана разрешимость задачи (8.1), (8.2). При этом ос-

новой доказательства является сведение этой задачи к линейному
операторному уравнению Вольтерра второго рода. Поскольку далее
мы будем существенным образом опираться на указанное вольтерро-
во уравнение, поясним кратко, как это было сделано. Итак, примем
обозначения:

e1(r, ω, α, ζ) =

ζ∫
0

µ(r− ζ ′ω, α) dζ ′, e2(r, ω, α) =

d(r,−ω)∫
0

µ(r− ζ ′ω, α) dζ ′;
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B[x](r, ω, α) =

d(r,−ω)∫
0

exp
{
−e1(r, ω, α, ζ)

}
x(r − ζω, ω, α) dζ,

S[x](r, ω, α) =
1

4π

∫
Ωω,α

K(r, ω · ω′, α) x
(
r, ω′, g(ω · ω′, α)

)
dω′.

В [29] доказано, что B : L2(Π) → H1
2 (Π), S : L2(Π) → L2(Π) как

линейные ограниченные операторы, причем задача (8.1), (8.2) рав-
носильна операторному уравнению:

x = w + (BS)[x] + B[z], x ∈ H1
2 (Π), (8.3)

где принято обозначение w = y
(
r−d(r,−ω)ω, ω, α

)
exp

{
−e2(r, ω, α)

}
,

причем w ∈ H1
2 (Π).

Рассмотрим теперь управляемый полулинейный аналог уравне-
ния (8.1):

ω · ∇rx(r, ω, α) + µ(r, α)x(r, ω, α) =

=
1

4π

∫
Ωω,α

K(r, ω · ω′, α)x
(
r, ω′, g(ω · ω′)

)
dω′ + f(r, ω, α, x, u, v), (8.4)

где функция f(t, x, u, v) неотрицательна и удовлетворяет условиям
F1) – F2) при ℓ = m = 1, n = 3 + 3 + 1 = 7, X = L2(Π), Z = L2(Π).
С физической точки зрения, здесь имеется в виду, что плотность
внутренних источников излучения f зависит от плотности потока из-
лучения и от некоторых управляющих воздействий u, v. Поскольку
H1

2 (Π) ⊂ L2(Π), ясно, что задача (8.2) для уравнения (8.4) равно-
сильна расширенному функционально-операторному уравнению ти-
па Гаммерштейна

x = w + T [x] +B
[
f(., x, u)

]
, x ∈ L2(Π), (8.5)

где T = BS. Здесь мы учитываем, что операторы T и B действуют
из L2(Π) в H1

2 (Π), w ∈ H1
2 (Π). Поэтому всякое решение x ∈ L2(Π)

уравнения (8.5) является одновременно и решением в пространстве
H1

2 (Π).
В [26, доказательство теоремы 1, а также §3] уже было показа-

но, что уравнение (8.5) сводится к уравнению (2.1) при θ = R[w],
A = RB, с линейным ограниченным оператором R = (I − T )−1 :
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X ℓ → X ℓ, а также то, что оператор A удовлетворяет условиям A1),
A2). Для применимости результатов данной статьи будем считать
дополнительно, что функция f удовлетворяет также условиям F3) –
F5).

Перейдем теперь непосредственно к описанию игровой задачи.
Можно считать, что v характеризует влияние некоторых нежелатель-
ных (паразитных) источников излучения, которые требуется нейтра-
лизовать. Предположим, из наблюдений известно, что при слабом
противодействии паразитные источники излучения «стремятся» при-
вести плотность потока излучения к известному шаблону x(t). Есте-
ственно считать, что x ∈ L2(Π). Абстрагируясь, будем рассматривать
влияние паразитных источников излучения как действия игрока 2,
стремящегося минимизировать интеграл

J [u, v] =

∫
Π

(
x[u, v](t)− x(t)

)2
dt.

Будем предполагать, что игрок 1 стремится минимизировать полный
поток, распределенный по заданному профилю в виде:

I[u, v] =

∫
Π

F
(
t, x[u, v](t), u(t), v(t)

)
dt,

где функция F (t, x, u, v) удовлетворяет условиям Φ1), Φ2). И очевид-
но, что функция G(t, x) = (x− x(t))2 удовлетворяет условию Φ1). Из
физических соображений ясно, что w ≥ 0 (следовательно, θ ≥ 0),
f ≥ 0, x(t) ≥ 0, Φ(t) ≥ 0. При этом x ∈ H1

2 (Π) ⊂ L2(Π). Поэто-
му можно использовать замечание 3.1. Простейший пример выбора
функции F (с очевидной физической подоплекой):

F = Φ(t)x+ γu2, Φ(t) ≥ 0, Φ ∈ L2(Π), γ > 0.

Покажем, что функция F удовлетворяет условиям Φ1), Φ2) (напом-
ним, что в данном примере ℓ = 1). Условие Φ1) выполняется триви-
ально, поскольку Φ ∈ L2(Π), X = L2(Π). Очевидно, что функция F

не убывает по x ∈ R и выпукла по (x, u) ∈ R×R как сумма линейной
и выпуклой функции. При u′ ̸= u′′, u′, u′′ ∈ R, x′, x′′ ∈ R оценим

F

(
t,
1

2
(x′ + x′′),

1

2
(u′ + u′′)

)
=

1

2
Φ(t)(x′ + x′′) + γq

(
1

2
u′ +

1

2
u′′
)
<
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< Φ(t)
x′ + x′′

2
+γ

(
1

2
q(u′) +

1

2
q(u′′)

)
=

1

2

(
F (t, x′, u′, v)+F (t, x′′, u′′, v)

)
,

где мы использовали строгую выпуклость функции q(u) = u2. Таким
образом, условие Φ2) выполняется.
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ON STACKELBERG EQUILIBRIUM IN THE SENSE OF
PROGRAM STRATEGIES IN VOLTERRA FUNCTIONAL
OPERATOR GAMES

Andrey V. Chernov, Nizhnii Novgorod State University, Nizhnii
Novgorod State Technical University, Cand.Sc., associate professor
(chavnn@mail.ru).

Abstract : For a nonlinear Volterra functional operator equation controlled
by two players with the help of finite dimensional program controls with
integral objective functionals we prove existence of Stackelberg equilib-
rium (in the style of M.S.Nikol’skiy). On this way we use our formerly
proved results on continuous dependence of the state and functionals on
finite dimensional controls and also classical Weierstrass theorem. The
property of being singleton for the minimizer set of the first player is
proved by the scheme of M.S. Nikol’skiy applied earlier for a linear ordi-
nary differential equation.

Keywords : nonlinear Volterra functional operator equation, existence of
Stackelberg equilibrium.


