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1. Введение

В современной экономике особое внимание уделено исследова-
нию двусторонних рынков с участием платформ. Платформы яв-
ляются фирмами-посредниками, обеспечивающими взаимодействие
агентов двух различных групп. Основным отличием платформы на
двустороннем рынке от фирмы состоит в том, что практически все
платформы не являются производителями продукции и получают
доход от организации взаимодействия двух различных групп, свя-
занных между собой перекрестными сетевыми экстерналиями. Су-
ществование сетевых экстерналий означает, что полезность агентов
одной группы зависит от количества агентов другой группы, участ-
вующих во взаимодействии на платформе. Примерами платформ на
двусторонних рынках являются супермаркеты, приложения по вы-
зову такси или доставки еды, информационные площадки Amazon,
Booking или Domofond.ru. Заметим, что некоторые технологические
компании также можно рассматривать как платформы, например,
Apple, Microsoft и Google.

Фундаментальной проблемой на двусторонних рынках является
привлечение на платформы достаточного количества агентов раз-
личных групп, которая решается путем установления для агентов
стоимости пользования сервисом платформы. Поэтому большинство
исследований в этой области направлено на изучение конкуренции
и стратегий ценообразования платформ при наличии сетевых экс-
терналий [2, 3, 4, 5, 11, 12, 13]. Ряд исследований посвящено ценовой
дискриминации на двусторонних рынков. Например, в работе [8] осу-
ществлен анализ стратегии ценообразования с дискриминацией и без
нее при условии, что конкурирующие платформы могут иметь доступ
к информации о местоположении пользователей. Авторы пришли к
выводу, что ценовая дискриминации на двусторонних рынках смяг-
чает конкуренцию между платформами в отличие от односторонних
рынков. Анализ различных схем ценообразования на двусторонних
рынках представлен также в работах [7, 14], в которых показано, что
стратегии ценовой дискриминации приводят к увеличению прибыли
платформ.

При исследовании двусторонних рынков основным предположе-
нием является линейность рынка. В данной работе будет рассмотрена
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модель дуополии на двустороннем рынке с участием платформ при
предположении, что рынок находится на плоскости. В рамках пред-
ложенной модели найдены оптимальные стратегии ценообразования
при условии ограниченности размера рынка, гетерогенности агентов
и эндогенности спроса. Также была решена задача оптимального рас-
положения платформ на плоскости квадрата и показано, что при
отсутствии у платформ предпочтений к местоположению оптималь-
ным расположением для обеих платформ является центр квадрата.
Заметим, что задача оптимального расположения на двустороннем
рынке является новой, хотя исследованию оптимального расположе-
ния фирм для одностороннего рынка посвящено много работ, в том
числе [6,1, 10]. В отличие от аналогичной задачи, рассмотренной в
работе [9], при исследовании была использована метрика Манхетте-
на.

Статья организована следующим образом: во втором разделе опи-
сана основная модель; анализ оптимальных ценовых стратегий пред-
ставлен в третьем разделе; исследованию задачи оптимального рас-
положения платформ на плоскости посвящен четвертый раздел. В
заключении представлены общие выводы по исследованию модели.

2. Постановка модели

Рассмотрим двусторонний рынок, на котором множество агентов
разделено на две непересекающихся группы, например, продавцов
(группа 1) и покупателей (группа 2). Наличие сетевых экстерналий
между группами предполагает, что каждый покупатель имеет одина-
ковое влияние на продавца и наоборот. Агенты обеих групп не могут
взаимодействовать друг с другом напрямую, поэтому им необходимо
присоединиться к определенной платформе. Платформа обеспечива-
ет взаимодействие продавцов и покупателей, взимая фиксированную
плату с каждого агента для поддержания и развития ее инфраструк-
туры.

На рынке размеры обеих групп агентов нормализованы до 1. Пред-
полагается, что агенты обеих групп равномерно распределены на еди-
ничном квадрате S и агент i-той группы находится в произвольной
точке Ai (xi, yi), где xi, yi ∈ [0, 1], i = 1, 2. Далее будем рассматривать
рынок дуополии. Допустим, что платформы I и II расположены в
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точках (a1, b1) и (a2, b2) квадрата S. Без ограничения общности бу-
дем считать, что a1 ≤ a2 и b1 ≤ b2. При наличии двух платформ на
двустороннем рынке агенты обеих групп осуществляют выбор сре-
ди них, руководствуясь значением полезности от посещения соот-
ветствующих платформ. Функции полезности агентов обеих групп
определяются с помощью спецификации Хотеллинга и учитывают
наличие сетевых экстерналий между группами. При вычислении по-
лезности агентов используется метрика Манхеттена. Таким образом,
функции полезности агентов групп 1 и 2 при посещении платформы
I, расположенной в точке (a1, b1), имеют вид

u
(I)
1 = α · n(I)

2 − p
(I)
1 − (|x1 − a1|+ |y1 − b1|) · t1, (2.1)

u
(I)
2 = β · n(I)

1 − p
(I)
2 − (|x2 − a1|+ |y2 − b1|) · t2, (2.2)

а при посещении платформы II, расположенной в точке (a2, b2), –

u
(II)
1 = α · n(II)

2 − p(II)1 − (|x1 − a2|+ |y1 − b2|) · t1, (2.3)

u
(II)
2 = β · n(II)

1 − p(II)2 − (|x2 − a2|+ |y2 − b2|) · t2. (2.4)

В формулах (2.1) – (2.4) используются следующие обозначения: n(j)
i –

размер группы i на платформе j, p(j)i – стоимость посещения агентом
i-той группы платформы j (i = 1, 2, j = I, II), α и β – степени вли-
яния на выигрыш первой (второй) группы количества агентов вто-
рой (первой) группы, находящихся на платформе, ti – степень вли-
яния транспортных издержек при посещении обеих платформ аген-
тами i-той группы (i = 1, 2). Таким образом, в функциях полезности
(2.1) – (2.4) агентов обеих групп первое слагаемое выражает значение
сетевого эффекта для одной группы от взаимодействия с предста-
вителями другой группы, а второе и третье слагаемые представля-
ют собой общие затраты агентов на посещение платформ. Заметим,
что в предложенной модели не рассматривается случай отрицатель-
ных сетевых экстерналий между группами различных агентов, по-
этому значения α и β неотрицательны. Далее будем предполагать,
что обе платформы не имеют проблемы с оттоком пользователей и
все агенты присоединяются к одной из платформ. Последнее означа-
ет, что агенты обеих групп являются single-homing и n(I)

i + n
(II)
i = 1

для i = 1, 2. Исключая тривиальный случай, когда полезности аген-
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Рисунок 1. Квадрат S с расположением платформ и пользователей
групп i (i = 1, 2)

тов обеих групп одновременно удовлетворяют условиям u
(I)
i < u

(II)
i

или u(I)i > u
(II)
i , поскольку это означает, что одна из платформ уйдет

с рынка, границы рынка для обеих групп агентов определяются из
уравнения u(I)i = u

(II)
i (i = 1, 2), которое после упрощения для обеих

групп имеет вид:

si = (|xi − a1|+ |yi − b1|)− (|xi − a2|+ |yi − b2|) , (2.5)

где

s1 =
α
(
2n

(I)
2 − 1

)
− p(I)1 + p

(II)
1

t1
, (2.6)

и

s2 =
β
(
2n

(I)
1 − 1

)
− p(I)2 + p

(II)
2

2t2
. (2.7)

Таким образом, приходим к игре ценообразования на двусторон-
нем рынке с участием платформ I и II, обслуживающих соответ-
ственно n(I)

1 +n
(I)
2 и n(II)

1 +n
(II)
2 пользователей обеих групп. Платфор-

мы устанавливают стоимость посещения, стремясь максимизировать
свои функции выигрыша:

H(I)
(
p
(I)
1 , p

(I)
2

)
= n

(I)
1

(
p
(I)
1 − g1

)
+ n

(I)
2

(
p
(I)
2 − g2

)
, (2.8)
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H(II)
(
p
(II)
1 , p

(II)
2

)
= n

(II)
1

(
p
(II)
1 − g1

)
+ n

(II)
2

(
p
(II)
2 − g2

)
, (2.9)

где g1 и g2 – затраты платформы на обслуживание пользователей
соответствующих групп, причем p

(I,II)
i > gi, (i = 1, 2). При анали-

зе равновесия в игре ценообразования будет рассмотрено несколько
случаев расположения платформ I и II на плоскости квадрата, удо-
влетворяющих условиям: 1) a2 − a1 < b2 − b1; 2) a2 − a1 > b2 − b1;
3) a2 − a1 = b2 − b1. Первые два варианта отнесем к несимметрично-
му случаю расположения платформ, а последний – симметричному
случаю.

3. Анализ равновесия в игре ценообразования

3.1. Несимметричный случай

Граница рынка (2.5) зависит от расположения обеих платформ на
плоскости квадрата S. В этом разделе рассмотрен случай располо-
жения обеих платформ, удовлетворяющего условию a2−a1 < b2− b1.
Заметим, что существует несколько возможных областей расположе-
ния агентов обеих групп на плоскости квадрата S и, в силу условия
a2 − a1 < b2 − b1, границы раздела рынка для пользователей обеих
групп проходят через области G4, G5, G6, а их уравнения имеют вид:

yi =


si +

−a1+a2+b1+b2
2

, 0 ≤ xi ≤ a1,

−xi + si +
a1+a2+b1+b2

2
, a1 ≤ xi ≤ a2,

si +
a1−a2+b1+b2

2
, a2 ≤ xi ≤ 1,

(3.1)

где b1 ≤ yi ≤ b2 и si определяются по формулам (2.6) – (2.7) для
i = 1, 2. Пример расположения границы рынка для первого группа
агентов изображен на Рис. 2.

Учитывая условие n(I)
1 + n

(II)
1 = 1 и формулу (3.1), численность

покупателей и продавцов, посещающих обе платформы I и II, вы-
числяется по формулам

n
(I)
i =

1

2

(
a1 − a2 − a21 + a22 + b1 + b2

)
+ si, (3.2)

и
n
(II)
i = 1− n(I)

i , (3.3)

где i = 1, 2.
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Рисунок 2. Граница рынка для агентов группы 1, a2 − a1 < b2 − b1

Для нахождения равновесных цен в игре ценообразования плат-
форм на квадрате S достаточно рассмотреть условия первого рода
для функций выигрыша платформ I и II. Так, для функции выиг-
рыша платформы I эти условия имеют вид

∂H(I)

∂p
(I)
1

=
∂n

(I)
1

∂p
(I)
1

(
p
(I)
1 − g1

)
+ n

(I)
1 +

∂n
(I)
2

∂p
(I)
1

(
p
(I)
2 − g2

)
= 0,

∂H(I)

∂p
(I)
2

=
∂n

(I)
1

∂p
(I)
2

(
p
(I)
1 − g1

)
+
∂n

(I)
2

∂p
(I)
2

(
p
(I)
2 − g2

)
+ n

(I)
2 = 0.

(3.4)

При нахождении производных
∂n

(I)
1

∂p
(I)
1

и
∂n

(I)
2

∂p
(I)
1

получаем следующие

равенства

∂n
(I)
1

∂p
(I)
1

=
∂n

(I)
1

∂s1
· ∂s1
∂p

(I)
1

=
α

t1
·∂n

(I)
2

∂p
(I)
1

− 1

2t1
и

∂n
(I)
2

∂p
(I)
1

=
∂n

(I)
2

∂s2
· ∂s2
∂p

(I)
1

=
β

t2
·∂n

(I)
1

∂p
(I)
1

,

откуда формулы для вычисления соответствующих производных име-
ют вид

∂n
(I)
1

∂p
(I)
1

= − 1

2t1
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

, (3.5)

∂n
(I)
2

∂p
(I)
1

= − β

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

. (3.6)
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Аналогично находятся формулы для вычисления производных
∂n

(I)
1

∂p
(I)
2

и
∂n

(I)
2

∂p
(I)
2

, которые имеют вид

∂n
(I)
1

∂p
(I)
2

= − α

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

, (3.7)

∂n
(I)
2

∂p
(I)
2

= − 1

2t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

. (3.8)

Учитывая формулы (3.5) – (3.8), система уравнений (3.4) может
быть приведена к системе вида
− 1

2t1
·
(
1− αβ

t1t2

)−1 (
p
(I)
1 − g1

)
+ n

(I)
1 −

β

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1 (
p
(I)
2 − g2

)
= 0,

− α

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1 (
p
(I)
1 − g1

)
− 1

2t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1 (
p
(I)
2 − g2

)
+ n

(I)
2 = 0,

решая которую, получаем формулы для вычисления оптимальной
стоимости посещения платформы I для обеих групп пользователей:p

(I)
1 = g1 − 2

(
βn

(I)
2 − t1n

(I)
1

)
,

p
(I)
2 = g2 − 2

(
αn

(I)
1 − t2n

(I)
2

)
.

(3.9)

Аналогичные рассуждения применяются для поиска оптималь-
ных цен p

(II)
1 и p

(II)
2 , устанавливаемых платформой II для агентов

обеих групп. Учитывая условие n(I)
i + n

(II)
i = 1 (i = 1, 2), функция

выигрыша (2.9) платформы II может быть записана в следующем
виде:

H(II)
(
p
(II)
1 , p

(II)
2

)
=
(
1− n(I)

1

)(
p
(II)
1 − g1

)
+
(
1− n(I)

2

)(
p
(II)
2 − g2

)
,

а условия первого рода для H(II) –
− ∂n

(I)
1

∂p
(II)
1

(
p
(II)
1 − g1

)
+
(
1− n(I)

1

)
− ∂n

(I)
2

∂p
(II)
1

(
p
(II)
2 − g2

)
= 0,

− ∂n
(I)
1

∂p
(II)
2

(
p
(II)
1 − g1

)
− ∂n

(I)
2

∂p
(II)
2

(
p
(II)
2 − g2

)
+
(
1− n(I)

2

)
= 0,

(3.10)
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где соответствующие производные вычисляются по формулам:

∂n
(I)
1

∂p
(II)
1

=
1

2t1
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

,
∂n

(I)
2

∂p
(II)
1

=
β

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

,

∂n
(I)
1

∂p
(II)
2

=
α

2t1t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

,
∂n

(I)
2

∂p
(II)
2

=
1

2t2
·
(
1− αβ

t1t2

)−1

.

Из условий (3.10) получаем формулы для вычисления оптимальной
стоимости, устанавливаемой на платформах II для агентов обеих
групп, имеющие видp

(II)
1 = g1 − 2

(
β
(
1− n(I)

2

)
− t1

(
1− n(I)

1

))
,

p
(II)
2 = g2 − 2

(
α
(
1− n(I)

1

)
− t2

(
1− n(I)

2

))
.

(3.11)

или p
(II)
1 = g1 − 2

(
βn

(II)
2 − t1n(II)

1

)
,

p
(II)
2 = g2 − 2

(
αn

(II)
1 − t2n(II)

2

)
.

Проверим достаточные условия существования максимума функ-
ции H(I)

(
p
(I)
1 , p

(II)
2

)
. Для этого вычислим следующие выражения:

A =
∂2H(I)

∂2p
(I)
1

=
∂2n

(I)
1

∂2p
(I)
1

(p1 − g) +
∂2n

(I)
2

∂2p
(I)
1

(p2 − g) + 2
∂n

(I)
1

∂p
(I)
1

,

B =
∂2H(I)

∂p
(I)
1 ∂p

(I)
2

=
∂2n

(I)
1

∂p
(I)
1 ∂p

(I)
2

(p1− g)+
∂2n

(I)
2

∂p
(I)
1 ∂p

(I)
2

(p2− g)+
∂n

(I)
1

∂p
(I)
2

+
∂n

(I)
2

∂p
(I)
1

,

C =
∂2H(I)

∂2p
(I)
2

=
∂2n

(I)
1

∂2p
(I)
2

(p1 − g) +
∂2n

(I)
2

∂2p
(I)
2

(p2 − g) + 2
∂n

(I)
2

∂p
(I)
2

.

Поскольку
∂2n

(I)
1

∂2p
(I)
1

= 0,
∂2H(I)

∂2p
(I)
2

= 0 и
∂2n

(I)
1

∂p
(I)
1 ∂p

(I)
2

=
∂2n

(I)
2

∂p
(I)
1 ∂p

(I)
2

= 0,

получаем

A = 2 · ∂n
(I)
1

∂p
(I)
1

= − 1

t1

(
1− αβ

t1t2

)−1

,

B =
∂n

(I)
1

∂p
(I)
2

+
∂n

(I)
2

∂p
(I)
1

= −α + β

t1t2

(
1− αβ

t1t2

)−1

,
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C = 2 · ∂n
(I)
2

∂p
(I)
2

= − 1

t2

(
1− αβ

t1t2

)−1

и

AC −B2 =
1

t1t2

(
1− αβ

t1t2

)−2(
1− (α + β)2

t1t2

)
.

Заметим, что для существования экстремума функции необходи-

мо, чтобы 1− (α + β)2

t1t2
> 0 или (α+ β)2 < t1t2, а максимум функции

возможен при условии A < 0 или 1 − αβ

t1t2
> 0, откуда

αβ

t1t2
< 1. Для

функции H(II) рассуждения аналогичны.
Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 3.1. В модели Хотеллинга с несимметричным располо-
жением платформ на двустороннем дуополистическом рынке с па-
раметрами горизонтальной дифференциации t1, t2 и параметрами
межсетевых экстерналий α, β цены на обслуживание в равновесии
удовлетворяют уравнениям (3.9) и (3.11).

Анализ полученных формул для вычисления равновесных цен по-
казывает, что цены, устанавливаемые платформами зависят от чис-
ленности, посещающих их агентов обеих групп. В свою очередь, чис-
ленность агентов групп зависит от параметров s1 и s2. Заметим, что
из формул (2.6) – (2.7) и (3.9) – (3.11) можно получить следующие
равенства

−p(I)1 + p
(II)
1 = 2t1s1 − α

(
2n

(I)
2 − 1

)
,

−p(I)2 + p
(II)
2 = 2t2s2 − β

(
2n

(I)
1 − 1

)
,

−p(I)1 + p
(II)
1 = 2β

(
2n

(I)
2 − 1

)
+ 2t1

(
1− 2n

(I)
1

)
,

−p(I)2 + p
(II)
2 = 2α

(
2n

(I)
1 − 1

)
+ 2t2

(
1− 2n

(I)
2

)
,

связывающие стоимость посещения платформ с численность агентов,
обслуживающихся на платформах, и параметрами s1 и s2. Приравни-
вая соответствующие равенства, получаем систему двух уравнений
для переменных s1 и s2:2t1s1 − α

(
2n

(I)
2 − 1

)
= 2β

(
2n

(I)
2 − 1

)
+ 2t1

(
1− 2n

(I)
1

)
,

2t2s2 − β
(
2n

(I)
1 − 1

)
= 2α

(
2n

(I)
1 − 1

)
+ 2t2

(
1− 2n

(I)
2

)
,
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которая после упрощения и подстановки формул (3.2) – (3.3) имеет
вид:{

6t1s1 = 2 (2β + α) s2 +
((
a1 − a2 − a21 + a22 + b1 + b2

)
− 1
)
(2β + α− 2t1) ,

6t2s2 = 2 (2α+ β) s1 +
((
a1 − a2 − a21 + a22 + b1 + b2

)
− 1
)
(2α+ β − 2t2) .

(3.12)

Таким образом, из системы уравнений (3.12) находятся значения па-
раметров s1 и s2, затем по формулам (3.2) –(3.3) находятся числен-
ность первой и второй групп на платформах, а по формулам (3.9)
и (3.11) определяются значения оптимальных цен, устанавливаемых
платформами для различных групп.

Пример 3.1. Рассмотрим выигрыши платформ при различном их рас-
положении c учетом, что затрат на обслуживания агентов обеих групп
равны и транспортные расходы агентов обеих групп также совпада-
ют, т. е. g1 = g2 = 0, t1 = t2 = 1. Рассмотрим два случая распо-
ложения платформ. В первом случае предположим, что платформа
I находится в точке (0, 0), а платформа II перемещается по прямой
y = 1 влево. Во втором случае платформы меняются ролями, т. е.
платформа I перемещается вправо по прямой y = 0, а платформа II

остается в точке (1, 1). Результаты численного моделирования при-
ведены в таблицах 1 и 2 для α = 0.9, β = 0.5.

Таблица 1. Случай, когда платформа I расположена в точке (0, 0), а
платформа – II в точке (a2, 1), a2 ∈ [0, 1]

a2 n
(I)
1 n

(I)
2 p

(I)
1 p

(I)
2 p

(II)
1 p

(II)
2 H(I) H(II)

1 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

0.9 0.452 0.448 0.46 0.08 0.54 0.12 0.24 0.36

0.8 0.415 0.408 0.42 0.07 0.58 0.13 0.20 0.42

0.7 0.389 0.380 0.40 0.06 0.60 0.14 0.18 0.46

Таким образом, при перемещении платформы II влево по прямой
y = 1 численность обеих групп, посещающих платформу I уменьша-
ется, как и размер оплаты за посещение, что приводит к уменьше-
нию прибыли платформы I. В тоже время наблюдается рост прибыли
платформы II за счет увеличения численности агентов обеих групп,
посещающих данную платформу.
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Таблица 2. Случай, когда платформа II расположена в точке (1, 1), а
платформа I – в точке (a1, 0), a1 ∈ [0, 1]

a1 n
(I)
1 n

(I)
2 p

(I)
1 p

(I)
2 p

(II)
1 p

(II)
2 H(I) H(II)

0 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

0.1 0.548 0.552 0.54 0.18 0.46 0.08 0.36 0.24

0.2 0.585 0.592 0.58 0.13 0.42 0.07 0.42 0.20

0.3 0.611 0.620 0.60 0.14 0.40 0.06 0.46 0.18

Во втором случае наблюдается противоположная картина – рост
прибыли на платформе I за счет увеличения численности пользова-
телей с одновременным уменьшением прибыли платформы II.

Пример 3.2. При тех же условиях, рассмотрим наилучшие ответы
платформы II на перемещение платформы I по прямой y = 0. Пред-
положим, что платформа II перемещается по прямой y = 1. Началь-
ной положение платформ I и II в точках (0, 0) и (1, 1), соответствен-
но.

Таблица 3. Наилучшие ответы платформы II на перемещение платформы I

(a1, b1 ) (a2, b2) n
(I)
1 n

(I)
2 p

(I)
1 p

(I)
2 p

(II)
1 p

(II)
2 H(I) H(II)

(0, 0) (1, 1) 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

(0.1, 0) (1, 1) 0.548 0.548 0.548 0.110 0.452 0.090 0.359 0.246

(0.1, 0) (0.9, 1) 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

(0.2, 0) (0.9, 1) 0.537 0.540 0.534 0.113 0.466 0.087 0.348 0.256

(0.2, 0) (0.8, 1) 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

(0.3, 0) (0.9, 1) 0.526 0.528 0.524 0.110 0.476 0.090 0.334 0.268

(0.3, 0) (0.7, 1) 0.5 0.5 0.5 0.1 0.5 0.1 0.3 0.3

Таким образом, обе платформы I и II могут увеличить свою при-
быль, сместив положение платформы в одностороннем порядке. При
этом прибыль второй платформы уменьшается, поэтому для ее уве-
личения платформе необходимо изменить свое местоположение бли-
же к центру квадрата. Результаты численного моделирования по-
казывают, что равновесие в игре ценообразования достигается, ко-
гда платформы расположены в точках c координатами (a1, b1) и (1−
a1, 1− b1). Поэтому справедливо следующее замечание.
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Рисунок 3. Граница рынка для агентов группы 1, a2 − a1 > b2 − b1

Замечание 3.1. В случае, когда платформы находятся в точках (a1, b1)
и (1−a1, 1− b1), равновесные цены на обеих платформах имеют оди-
наковый вид: {

p
(I,II)
1 = g1 + t1 − β,
p
(I,II)
2 = g2 + t2 − α,

что совпадает с утверждением 1 в работе Амстронга [2].

Вторым вариантом несимметричного расположения платформ яв-
ляется случай, когда размещение обеих платформ удовлетворяют
условию a2 − a1 > b2 − b1. В этом случае анализ уравнения (2.5) по-
казывает, что границы рынка для обеих групп агентов расположены
в областях G2, G5, G8 и имеют вид

xi =


si +

a1+a2−b1+b2
2

, 0 ≤ yi ≤ b1,

−yi + si +
a1+a2+b1+b2

2
, b1 ≤ yi ≤ b2,

si +
a1+a2+b1−b2

2
, b2 ≤ yi ≤ 1,

i = 1, 2,

где a1 ≤ xi ≤ a2 (i = 1, 2,) и si вычисляется по формулам (2.6) –(2.7).
Пример расположения границы рынка изображен на рисунке 3. При
поиске равновесия в игре ценообразования платформ используются
аналогичные рассуждения, представленные выше, поэтому подроб-
ный анализ этого случая опущен.
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3.2. Симметричный случай

Наконец, рассмотрим последний случай расположения платформ,
удовлетворяющих условию a2 − a1 = b2 − b1. Заметим, что данный
случай наиболее простой и границы раздела рынка между обеими
платформами для агентов групп 1 и 2 имеют вид

yi = −xi + si +
a1 + a2 + b1 + b2

2
, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2.

В связи с этим, численность агентов, посещающих обе платформы,
вычисляются по формулам:

n
(I)
i =

1

2
·
(
si +

a1 + a2 + b1 + b2
2

)2

, (3.13)

n
(II)
i = 1− n(I)

i , i = 1, 2. (3.14)

Для удобства вычислений обозначим ri = si +
a1 + a2 + b1 + b2

2
.

Рисунок 4. Граница рынка для агентов группы 1, a2 − a1 = b2 − b1

Для нахождения равновесных цен в игре ценообразования иссле-
дуются условия первого рода (3.4) и (3.10) для функций выигрыша
платформ, в которых соответствующие производные вычисляются
по формулам:

∂n
(I)
1

∂p
(I)
1

= − ∂n
(I)
1

∂p
(II)
1

= − r1
2t1
·
(
1− αβr1r2

t1t2

)−1

,
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∂n
(I)
2

∂p
(I)
1

= − ∂n
(I)
2

∂p
(II)
1

= −r1r2β
2t1t2

·
(
1− αβr1r2

t1t2

)−1

,

∂n
(I)
1

∂p
(I)
2

= − ∂n
(I)
1

∂p
(II)
2

= −r1r2α
2t1t2

·
(
1− αβr1r2

t1t2

)−1

,

∂n
(I)
2

∂p
(I)
2

= − ∂n
(I)
2

∂p
(II)
2

= − r2
2t2
·
(
1− αβr1r2

t1t2

)−1

.

Результатом решения систем уравнений (3.4) и (3.10) являются фор-
мулы нахождения равновесных цен, устанавливаемых платформами
I и II для агентов обеих групп:

p
(I)
1 = g1 −

2
(
βr1n

(I)
2 − t1n

(I)
1

)
r1

,

p
(I)
2 = g2 −

2
(
αr2n

(I)
1 − t2n

(I)
2

)
r2

.

(3.15)


p
(II)
1 = g1 −

2
(
βr1

(
1− n(I)

2

)
− t1

(
1− n(I)

1

))
r1

,

p
(II)
2 = g2 −

2
(
αr2

(
1− n(I)

1

)
− t2

(
1− n(I)

2

))
r2

.

(3.16)

Таким образом, в случае симметричного расположения платформ
справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. В модели Хотеллинга с симметричным расположе-
нием платформ на двустороннем дуополистическом рынке с па-
раметрами горизонтальной дифференциации t1, t2 и параметрами
межсетевых экстерналий α, β цены на обслуживание в равновесии
удовлетворяют уравнениям (3.15) и (3.16).

Заметим, что оптимальные цены, как и численность агентов обеих
групп, посещающие платформы I и II, зависят от параметров s1 и s2,
которые в симметричном случае можно найти из следующей системы
уравнений:2t1s1r1 = (2β + αr1)

(
2n

(I)
2 − 1

)
+ 2t1

(
1− 2n

(I)
1

)
,

2t2s2r2 = (2α + βr2)
(
2n

(I)
1 − 1

)
+ 2t2

(
1− 2n

(I)
2

)
.
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Результаты численного моделирования для симметричного случая
представлены в таблице 3 для различного расположения платформ.

Таблица 4. Симметричный случай, α = 0.9, β = 0.5, g1 = g2 = 0, t1 = t2 = 1.

(a1, b1 ) (a2, b2) n
(I)
1 n

(I)
2 p

(I)
1 p

(I)
2 p

(II)
1 p

(II)
2 H(I) H(II)

(0.1, 0.6) (0.3, 0.8) 0.394 0.375 0.512 0.158 0.742 0.350 0.26 0.67

(0.3, 0.3) (0.5, 0.5) 0.315 0.280 0.513 0.183 1.008 0.688 0.54 2.32

(0.6, 0.1) (0.8, 0.3) 0.394 0.375 0.512 0.158 0.742 0.350 0.26 0.67

4. Задача оптимального размещения платформ

Из приведенных выше формул и результатов численного модели-
рования следует, что функции выигрыша обеих платформ зависят
от их расположения на единичном квадрате S, поэтому функции вы-
игрыша можно представить как H(j)(a1, b1; a2, b2), j = I, II. При ра-
циональном поведении агентов обеих групп существуют равновесные
цены, устанавливаемые платформами I и II, зависящие от располо-
жения платформ на квадрате S. Поэтому и возникает задача опти-
мального расположения платформ, в которой стратегиями являются
выбор координат, а не установление цен как в игре ценообразования.

Предположим, что платформам I и II важно размещаться на пря-
мых y = b1 и y = b2, соответственно. Без потери общности, рассмот-
рим случай b1 = 0 и b2 = 1. Заметим, что оптимальное расположение
платформ будет зависеть от значений a1 и a2, при изменении которых
каждый раз находятся равновесные цены p

(I)
i и p(II)i (i = 1, 2), удовле-

творяющие условиям (3.4) и (3.10). Равновесное положение платформ
(a∗1, a

∗
2) находится из условия, что

H(I) (a1, a
∗
2) ≤ H(I) (a∗1, a

∗
2) , H(II) (a∗1, a2) ≤ H(II) (a∗1, a

∗
2) .

В силу симметрии задачи для нахождения равновесного положения
платформ достаточно зафиксировать положение одной из платформ,
например, платформы I в точке a1, и менять положении второй плат-
формы с нахождением равновесных цен p

(I)
i и p

(II)
i (i = 1, 2), кото-

рые будут зависеть только от значения a2. Поэтому функции выиг-
рыша обеих платформ будут иметь вид: H(I)

(
a2, p

(I)
1 (a2) , p

(I)
2 (a2)

)
и

H(II)
(
a2, p

(II)
1 (a2) , p

(II)
2 (a2)

)
. Если максимальный выигрыш платфор-

мы II будет достигать в некоторой точке a2, то этого будет достаточно
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для того, чтобы точка (a1, a2) являлась равновесие по Нэшу в задаче
размещения.

Максимальный выигрыш платформы II достигается в точке, в

которой выполняется условие, что
∂H(II)

∂a2
= 0, т.е

∂n
(II)
1

∂a2
·
(
p
(II)
1 − g1

)
+n

(II)
1 · ∂p

(II)
1

∂a2
+
∂n

(II)
2

∂a2
·
(
p
(II)
2 − g1

)
+n

(II)
2 · ∂p

(II)
2

∂a2
= 0.

Учитывая решение задачи ценообразования для случая a2 − a1 <

b2 − b1, имеем
∂n

(II)
1

∂a2
=
∂n

(II)
2

∂a2
=

1

2
· (2a2 − 1) ,

∂p
(II)
1

∂a2
= (2a2 − 1) · (t1 − α) ,

∂p
(II)
2

∂a2
= (2a2 − 1) · (t2 − β) ,

поэтому условие максимума функции H(II) примет вид:

(2a2 − 1) ·
(
1

2

(
p
(II)
1 − g1

)
+ n

(II)
1 · (t1 − α) +

1

2

(
p
(II)
2 − g2

)
+ n

(II)
2 · (t2 − β)

)
= 0.

Таким образом, равновесное положение платформы II находит-
ся в точке a∗2 = 0.5. Аналогично находится равновесное положение
платформы I при условии, что платформа II размещается в точке
(0.5, 1). Таким образом, платформы I и II стремятся расположиться
в точках (0.5, 0) и (0.5, 1) соответственно. Заметим, что при отсут-
ствии предпочтений к определенному местоположению на квадрате
S обе платформы стремятся расположиться в центре квадрата, т.е.
a∗1 = a∗2 = b∗1 = b∗2 = 0.5.

5. Заключение

В статье исследованы оптимальные стратегии ценообразования
на двустороннем рынке сетевых платформ с перекрестными внеш-
ними эффектами между агентами различных групп. Исследование
проводилось при предположении, что рынок находится на плоскости.
При построении модели предполагалось, что агенты обеих групп об-
ладают свойством single-homing, т. е. агенты обеих групп имеют воз-
можность присоединиться только к одной из платформы. При реше-
нии теоретико-игровой игры ценообразования на двустороннем рын-
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ке с участием платформ были найдены оптимальные стратегии це-
нообразования при симметричном и несимметричном расположении
платформ на плоскости. Также была рассмотрена задача оптималь-
ного расположения платформ на плоскости.
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Abstract : The paper presents a study of equilibrium in a two-sided market
for network platforms with cross externalities between buyers and sellers.
The proposed model is a generalization of Armstrong’s (2006) monopoly
model for the case of a duopoly in a two-sided market for network
platforms located on a plane. The paper solves the problem of optimal
pricing and investigates the question of the optimal location of platforms
in the market, provided that the heterogeneous utility of agents of both
groups (buyers and sellers) is formed taking into account the Hotelling
specification with the Manhattan metric.
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