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В работе рассматривается модель динамики мнений в соци-
альной сети, представляющей собой мультиагентную систему
с конечным числом агентов. Предполагается, что существует
центр влияния на мнение агентов, который управляет уровнем
влияния в каждый момент времени. Затраты центра представ-
лены линейно-квадратичной функцией переменной состояния
(мнения агентов) и управлений. Центр влияния стремится вы-
брать конечное число моментов проверок мнений агентов для
их сравнения с целевым мнением. В работе предлагается реше-
ние этой динамической задачи на конечном промежутке вре-
мени, представлен алгоритм его реализации. С помощью чис-
ленного моделирования показано, как найти оптимальные мо-
менты проверок и соответствующие траектории оптимального
управления и состояния системы.
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1. Введение

В работе изучается математическая модель социальной сети,
представленной в виде мультиагентной системы. Cо временем меня-
ются индивидуальные мнения участников социальных сетей. Извест-
но множество математических моделей динамики мнений, разрабо-
танных для описания процесса обмена мнениями в реальном мире.
Изменения мнений могут привести к некоторым негативным послед-
ствиям для лиц принимающих решения. Поэтому чтобы уменьшить
издержки, которые влекут такие изменения, нужны эффективные
методы управления мнениями участников сети. В статье [13] разра-
батывается новая структура управления мнениями на основе методов
глубокого обучения с подкреплением (OMFDRL). В работе [12] две
компании или маркетолога, находящиеся в конкурентных отноше-
ниях, рассматриваются как игроки, минимизирующие разницу меж-
ду средним и желаемым мнением в социальной сети при заданном
маркетинговом бюджете. В [2] авторы исследуют стратегии вирусно-
го маркетинга в социальных сетях, направленные на максимизацию
дохода за счет продажи продукта. В этой модели на решение по-
купателя приобрести товар влияют друзья, владеющие товаром, и
цена, по которой он предлагается. Существует множество моделей
динамики мнений, в которых решаются задачи оптимального управ-
ления, направленные на достижение консенсуса в сети. В статье [1]
предлагается модель динамики мнений на развивающейся во времени
сети с безмасштабным асимптотическим распределением. Разработа-
на стратегия управления, основанная на степени связности каждого
агента.

Для описания социальных сетей используются различные под-
ходы к построению математических моделей динамических систем.
Так, проблема социальной оптимальности в линейно-квадратичных
системах среднего поля изучается в [9]. Стратегия агента находится
с помощью приближения среднего поля. В статье [4] основное внима-
ние уделяется различию мнений в конце конечного промежутка вре-
мени. Теоретические результаты в [4] получены при решении задачи
минимизации затрат на сближение с целевыми мнениями агентов со-
циальных сетей. В работе [5] предложена модель динамики мнений,
которая рассматривает динамику при фиксированном числе наблю-
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дений k и учитывает разницу между мнением агента и общественно
желаемым мнением. Теоретические результаты в [7] помогают найти
оптимальную стратегию. Динамические модели мнений исследованы
в [10] и [11], причем в последней работе для определения равновесия
в игре нескольких лиц используется кооперативный подход.

В нашей работе рассматривается упрощенная версия социальной
сети, состоящей из двух агентов и центра влияния, называемого игро-
ком. Игрок может влиять только на одного агента. Предполагается,
что у игрока есть конечное число моментов времени на заданном вре-
менном промежутке, в которые он может проводить проверку мнений
агентов и сравнивать их с целевым мнением. В процессе управления
игрок учитывает следующие издержки: 1) квадрат разницы между
мнением агента и целевым мнением, 2) квадратичные издержки на
влияние. Игрок стремится минимизировать линейно-квадратичную
функцию при заданной динамике мнений, выбирая уровень или си-
лу влияния.

В работе изучается оптимальное поведение игрока, который же-
лает воздействовать на участников социальной сети для достижения
цели (определенного мнения по некоторой проблеме) с минималь-
ными затратами. В статье предлагается решение проблемы: игрок
воздействует на определенного члена общества (агента) и осуществ-
ляет мониторинг мнений агентов фиксированное количество раз за
весь период времени. В работе рассчитываются и сравниваются за-
траты для разных сценариев, чтобы найти набор моментов проверок
с наименьшими затратами.

Оставшаяся часть статьи организована следующим образом. Мо-
дель динамики мнений описывается в разделе 2. Метод уравнений
Эйлера кратко описан в разделе 3. В разделе 4 приводится алгоритм
решения поставленной задачи минимизации. Результаты численно-
го моделирования описаны в разделе 5, и краткие выводы о работе
сделаны в разделе 6.

2. Модель
Рассмотрим модель социальной сети с двумя агентами1. Мнение

1Модель легко обобщается на случай с любым конечным числом агентов. В
работе демонстрируются результаты на двухагентной модели для упрощения ин-
терпретации результатов.
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агента 1 (агента 2) обозначается через x1 (x2). Агенты могут вли-
ять на мнения друг друга посредством взаимодействия, поэтому их
мнения со временем меняются. Предполагаем, что время дискрет-
но и конечно. Определим мнение агента 1 в момент времени t как
x1 (t) ∈ R, t = 0, . . . , T и мнение агента 2 в момент времени t как
x2 (t) ∈ R, t = 0, . . . , T . Вектор (x1 (t) , x2 (t)) представляет перемен-
ную состояния в момент времени t.

Предположим также, что в социальной сети есть игрок, который
может влиять на одного агента сети, скажем, на агента 1. Обозначим
его влияние на агента 1 в момент времени t = 0, . . . , T − 1 через
u(t) ∈ U ⊂ R. Игрок не влияет на мнение агента 1 в конечный момент
времени T .

Динамика мнения агента зависит от текущего состояния и управ-
ления игрока. Мнение агента 1 в следующий момент времени зависит
от текущего мнения агента 1, среднего социального мнения и уров-
ня влияния или управления игрока. Мнение агента 2 в следующий
момент времени зависит от текущего мнения агента 2 и среднего
общественного мнения. Динамика мнений агентов определяется сле-
дующими уравнениями:

x1 (t+ 1) = x1 (t) + a1

(
x1 (t) + x2 (t)

2
− x1 (t)

)
+ u (t) , (2.1)

x2 (t+ 1) = x2 (t) + a2

(
x1 (t) + x2 (t)

2
− x2 (t)

)
(2.2)

с начальными условиями:

x1 (0) = x0
1, x2 (0) = x0

2. (2.3)

В уравнениях (2.1) и (2.2) константы a1 > 0, a2 > 0 обозначают убеж-
дения или чувствительность агентов к среднему общественному мне-
нию.

Предполагаем, что игрок может проверять мнения агентов на
траектории состояний только в некоторые моменты времени. Число
таких проверок равно k, и это число является фиксированным. Пусть
1 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ T −1, где k < T , обозначают моменты наблю-
дения, которые неизвестны. Целевое мнение игрока есть s ∈ R. Игрок
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стремится выбрать моменты проверки мнений агентов и управления
на каждом шаге таким образом, чтобы минимизировать свои затра-
ты, которые задаются формулой

J (u) =
T−1∑
t=0

δt
(
cu2(t)

)
+

k∑
j=1

δtj
(
(x1 (tj)− s)2 + (x2 (tj)− s)2

)
+ δT

(
(x1(T )− s)2 + (x2(T )− s)2

)
,

(2.4)

где δ ∈ (0, 1] – дисконт-фактор и c > 0 – удельные издержки игрока
на влияние.

Сначала сформулируем необходимые условия оптимальной стра-
тегии игрока в задаче при заданных моментах проверки мнений
t1 < t2 < · · · < tk. Далее предложим алгоритм решения задачи при
неизвестных t1 < t2 < · · · < tk.

3. Метод Эйлера

В этом разделе представлено краткое описание метода уравнений
Эйлера. Пусть X ⊂ Rn и U ⊂ Rm – пространство состояний и множе-
ство управлений соответственно. При заданном начальном состоянии
x0 ∈ X состояние системы меняется в соответствии с уравнением ди-
намики:

x(t+ 1) = ft(x(t), u(t)), t = 0, 1, . . . , T − 1. (3.1)

Задача оптимального управления состоит в том, чтобы найти управ-
ление u(t) ∈ U , максимизирующее функционал

T∑
t=0

δtrt(x(t), u(t)) (3.2)

относительно уравнений динамики состояния (3.1) и заданного на-
чального условия x(0) = x0, где rt(x(t), u(t)) есть функция выигрыша
или затрат игрока.

Можем переформулировать эту задачу относительно траектории
состояния x(t). Предположим, что можно выразить u(t) из уравнения
(3.1) как функцию x(t) и x(t + 1), скажем, u(t) = q(x(t), x(t + 1)).

Следовательно, мы можем переписать функционал (3.2) в виде:

T∑
t=0

δtgt(x(t), x(t+ 1)), (3.3)



8 Ц. Гао, Е.М. Парилина

где gt(x(t), x(t + 1)) = rt(x(t), q(x(t), x(t + 1))), t = 0, 1, . . . , T − 1.

Подход с использованием уравнений Эйлера дает необходимые усло-
вия (см., например, [3,6,7]) оптимальной траектории x∗(t), которые2

имеют вид:

∂gt−1 (x
∗(t− 1), x∗(t))

∂y
+ δ

∂gt (x
∗(t), x∗(t+ 1))

∂x
= 0,

t = 1, . . . , T − 1.

(3.4)

где x – первая переменная в gt, а y – вторая переменная в gt−1.
Можно заметить, что рассматриваемая в статье задача относится

к классу задач линейно-квадратичной оптимизации. Применим ме-
тод уравнений Эйлера для нахождения оптимальной стратегии иг-
рока в задаче с заданной динамикой мнений, ориентированной на
среднее мнение (см. [8]). Тот же метод применялся в [4] и [5] для на-
хождения оптимального управления в задаче управления мнениями.

Следующая теорема дает необходимые условия оптимальной
стратегии игрока, найденной с использованием метода уравнений Эй-
лера.

4. Теоретические результаты

Теорема 4.1. Пусть {u∗(t) : t = 0, . . . , T − 1} – оптимальная стра-
тегия, минимизирующая функционал (2.4) при начальных услови-
ях (2.3) и уравнении динамики состояний (2.1) и (2.2), а также
{(x∗

1(t), x
∗
2(t)) : t = 0, . . . , T} – соответствующая траектория состо-

яния. Моменты 1 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ T − 1 заданы. Тогда опти-
мальная стратегия u∗(t), t = 0, . . . , T − 1, определяемая как

u∗(t) = z∗(t+ 1)− Az∗(t)

и соответствующая оптимальная траектория состояний
(x∗

1(t), x
∗
2(t)) , t = 1, . . . , T удовлетворяют системе уравнений:

2Мы предполагаем, что условия теоремы 2.1 в [6] удовлетворены.
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

Acδz(t+ 1) +Bz(t− 1)− Cz(t)

−Ac
δ
z(t− 2) = 0, t = 2, . . . , T − 1,

Dz (t)− Ez (t− 1)− Aδcz (t+ 1) + Ac
δ
z (t− 2)

= (a2 − 1) δ (x2 (t)− s) + x2 (t− 1)− s,

t = tj, j = 2, · · · , k,
c (z (t)− Az (t− 1)) + δ (z (t) + x2 (t)− s) = 0, t = T,(
c
δ
+ A2c

)
z (T − 1)− Ac

δ
z (T − 2)−

(
Ac− a2δ

2

)
z (T )

= a2 (x2 (T )− s) ,

x2 (t+ 1) = x2 (t) +
a2
2
z (t) , t = 1, . . . , T − 1,

(4.1)

где z∗(t) = x∗
1(t) − x∗

2(t), A = 1 − a1+a2
2

, B = Ac + c
δ
+ A2c, C =

Ac− c− A2δc, D = c+ A2δc+ δ + Ac− a2δ
2

и E = Ac+ c
δ
+ A2c+ 1.

Доказательство. Введем новую переменную z (t):

z (t) = x1 (t)− x2 (t) , t = 0, . . . , T.

Из уравнений динамики состояний (2.1), (2.2), принимая во внимание
выражение z (t), получаем новые уравнения динамики состояний:

z (t+ 1) = Az (t) + u (t) , (4.2)

x2 (t+ 1) = x2 (t) +
a2
2
z (t) (4.3)

с начальными условиями:

z (0) = x0
1 − x0

2, x2 (0) = x0
2,

где A = 1− a1+a2
2

.

Найдем выражение для u (t) из уравнения (4.2) и получим

u (t) = z (t+ 1)− Az (t) , (4.4)

а также

u (0) = z (1)− Az (0) .
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Подставляя эти выражения в
T∑
t=0

δtgt(x(t), x(t+1)), можно переписать

функционал в следующем виде:

J (z, x2) =c (z (1)− Az (0))2 +
T−1∑
t=0

δt
[
c (z (t+ 1)− Az (t))2

]
+

k∑
j=1

δtj
[
(z (tj) + x2 (tj)− s)2 + (x2 (tj)− s)2

]
+ δT

[
(z (T ) + x2 (T )− s)2 + (x2 (T )− s)2

]
.

Чтобы минимизировать J (z, x2) при заданных уравнениях (4.3) и
(4.4), запишем функцию Лагранжа:

L (z, x2, k) = J (z, x2) +
T−1∑
t=1

kt

(
x2 (t+ 1)− x2 (t)−

a2
2
z (t)

)
.

Условия оптимальности первого порядка: ∂L(z,x2,k)
∂z(t)

= 0, t = 1, . . . , T и
∂L(z,x2,k)

∂x2(t)
= 0, t = 1, . . . , T.

Сначала находим производные и записываем полученные уравне-
ния:

∂J (z, x2)

∂z (t)
= δt−12c (z (t)− Az (t− 1))− δt2Ac (z (t+ 1)− Az (t)) ,

t = 1, . . . , T − 1, t ̸= tj,

∂J (z, x2)

∂z (t)
= δt−12c (z (t)− Az (t− 1))− δt2Ac (z (t+ 1)− Az (t))

+ δt2 (z (t) + x2 (t)− s) , t = tj, j = 1, . . . , k,

∂J (z, x2)

∂x2 (t)
= 0, t = 1, . . . , T − 1, t ̸= tj,

∂J (z, x2)

∂x2 (t)
= δt [2 (z (t) + x2 (t)− s) + 2 (x2 (t)− s)] ,

t = tj, j = 1, . . . , k,
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Далее запишем систему условий первого порядка:

c
δ
(z (t)− Az (t− 1))− Ac (z (t+ 1)− Az (t)) = a2

4
ktδ

−t,

t = 1, . . . , T − 1, t ̸= tj,
c
δ
(z (t)− Az (t− 1))− Ac (z (t+ 1)− Az (t))

+ (z (t) + x2 (t)− s) = a2
4
ktδ

−t, t = tj, j = 1, · · · , k,
c (z (t)− Az (t− 1)) + δ (z (t) + x2 (t)− s) = 0, t = T,

kt−1 − kt = 0, t = 1, . . . , T − 1, t ̸= tj,

δt [2z (t) + 4 (x2 (t)− s)]− kt + kt−1 = 0, t = tj, j = 2, . . . , k,

δt [2z (t) + 4 (x2 (t)− s)] + kt−1 = 0, t = T,

(4.5)

с начальными условиями z (0) = x0
1 − x0

2, x2 (0) = x0
2.

Исключая kt из системы (4.5), получаем систему уравнений:

Acδz(t+ 1) +Bz(t− 1)− Cz(t)− Ac
δ
z(t− 2) = 0, t = 2, . . . , T − 1,

Dz (t)− Ez (t− 1)− Aδcz (t+ 1) + Ac
δ
z (t− 2)

= (a2 − 1) δ (x2 (t)− s) + x2 (t− 1)− s, t = tj, j = 2, · · · , k,
c (z (t)− Az (t− 1)) + δ (z (t) + x2 (t)− s) = 0, t = T,(
c
δ
+ A2c

)
z (T − 1)− Ac

δ
z (T − 2)−

(
Ac− a2δ

2

)
z (T ) = a2 (x2 (T )− s) ,

где B = Ac+ c
δ
+A2c, C = Ac− c−A2δc, D = c+A2δc+ δ +Ac− a2δ

2

и E = Ac+ c
δ
+ A2c+ 1.

Теорема доказана.

Замечание 4.1. Теорема 4.1 дает необходимые условия опти-
мального управления, когда игрок максимизирует (2.4) с за-
данными моментами проверки мнений. Так как рассматривае-
мая проблема задана в дискретном времени и имеет конеч-
ный горизонт планирования, то всегда можно найти моменты
t1, t2, . . . , tk для заданного k, минимизирующие J (u) на множе-
стве {(t1, . . . , tk) : 1 ≤ t1 < t2 < . . . < tk ≤ T − 1}. Алгоритм нахожде-
ния этого решения и численное моделирование представлены в сле-
дующем разделе.

5. Численное моделирование

5.1. Описание эксперимента

Опишем 6 наборов параметров для численного моделирования.
Начальные параметры следующие: a1 = 0, 2; a2 = 0, 8; δ = 1; c =
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0, 1;x1 (0) = 0, 9;x2 (0) = 0, 1;T = 10. Эти параметры одинаковы во
всех экспериментах (см. табл. 1). В экспериментах 1–3 при одинако-
вых целевых мнениях, мы изменяем только количество k, в которых
происходят проверки мнений агентов. Изучается влияние k на траек-
тории состояний и оптимальных управлений. Затем в экспериментах
4–6 мы сохраняем количество проверок из экспериментов 1–3 соот-
ветственно, но меняем целевое мнение для каждого эксперимента.
Здесь мы также сравниваем влияние целевого мнения на траекто-
рию состояний и оптимальных управлений.

Таблица 1. Параметры экспериментов

s \ k 3 4 5
0.4 Эксперимент 1 Эксперимент 2 Эксперимент 3

84 случая 126 случаев 126 случаев
0.5 Эксперимент 4 Эксперимент 5 Эксперимент 6

84 случая 126 случаев 126 случаев

5.2. Блок-схема эксперимента

Последовательность шагов для проведения эксперимента изобра-
жена на рис. 1. Приведем описание этих шагов:

1. Задание параметров: например, a1 = 0, 2; a2 = 0, 8; δ = 1; c =

0, 1;x1 (0) = 0, 9;x2 (0) = 0, 1;T = 10.

2. Задание целевых мнений: s = 0, 4 (для экспериментов 1, 2, 3)
или s = 0, 5 (для экспериментов 4, 5, 6).

3. Определение моментов проверок : k = 3 (для экспериментов 1
и 4), 4 (для экспериментов 2 и 5) и 5 (для экспериментов 3 и 6).

4. Генерация множества моментов проверок : для экспериментов
1 и 4, три момента времени выбираются из множества {1, . . . , 9}
для формирования множества {t1, t2, t3}. Например, {1, 2, 3},
{2, 3, 4} и т.д. Всего задается 84 таких множества. Для экспе-
риментов 2 и 5, из моментов 1, . . . , 9, выбираются четыре эле-
мента для формирования множества {t1, t2, t3, t4}, например,
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{1, 2, 3, 4}. Всего формируется 126 таких множеств. Для экс-
периментов 3 и 6 из моментов 1, . . . , 9, выбирается пять эле-
ментов и формируется множество {t1, t2, t3, t4, t5}, например,
{1, 2, 3, 4, 5}. Всего определяется 126 таких множеств.

5. Построение системы уравнений: используем (4.1) из теоремы
4.1 и записываем систему уравнений.

6. Последовательное введение множества моментов проверок :
подставить выбранные наборы моментов проверок в систему
(4.1).

7. Вычислить состояния и управления для всех моментов про-
верок, решая систему (4.1).

Рисунок 1. Блок-схема эксперимента.
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8. Вычислить оптимальное значение функции издержек : подста-
вить оптимальные значения управлений и состояний, вычислен-
ные на предыдущем этапе в функцию затрат (2.4).

9. Сравнить значения функций затрат для всех множеств мо-
ментов проверок : в каждом эксперименте сравнить значения
функции затрат для каждого множества моментов проверок.

10. Вывод минимального значения функции затрат.

11. Вывод соответствующих траекторий оптимальных состоя-
ний и управлений: по множеству моментов проверок, соответ-
ствующему минимальному значению издержек, вывести траек-
тории состояний агентов и управления игрока.

12. Вывод оптимального множества моментов проверок : вывести
множество моментов проверок, соответствующее минимально-
му значению функции стоимости.

5.3. Результаты численного моделирования

В этом разделе описаны траектории оптимальных состояний аген-
тов и управлений игрока, а также его затраты, соответствующие
каждому эксперименту. Опишем результаты численных эксперимен-
тов, объединяя их по количеству моментов наблюдения. Примеры
5.1–5.6 показывают результаты экспериментов 1-6 соответственно.

Пример 5.1. Пусть k = 3. Решаем задачу минимизации (2.4) отно-
сительно моментов 1 ≤ t1 < t2 < t3 ≤ 9. Целевое мнение игрока
s = 0, 4. Оптимальное решение состоит в том, что игрок проводит
проверки мнений агентов в периоды 2, 3, 4. Оптимальные состояния и
управления представлены в табл. 2, где жирным шрифтом выделены
оптимальные моменты проверок. Затраты игрока при оптимальном
поведении равны 0,016417.



Динамика мнений в мультиагентных системах 15

Таблица 2. Траектории мнений агентов и оптимальных управлений
в эксперименте 1

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.4252 0.3977 0.4001 0.4045 0.4061
x2(t) 0.1000 0.4200 0.4221 0.4123 0.4075 0.4063
z(t) 0.8000 0.0052 -0.0244 -0.0122 -0.0029 -0.0002
u(t) -0.3948 -0.0270 0.0000 0.0032 0.0013 -0.0016
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.4045 0.4056 0.4112 0.3974 0.3999
x2(t) 0.4062 0.4055 0.4056 0.4078 0.4036
z(t) -0.0017 0.0001 0.0056 -0.0105 -0.0038
u(t) 0.0010 0.0055 -0.0133 0.0014

В этом эксперименте траектории оптимальных состояний агентов
и управлений игрока, полученные при выборе моментов проверок 2,
3, 4 за общее время T = 10, представлены на рис. 2.

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 2. Эксперимент 1

Пример 5.2. Теперь k = 4 и целевое мнение s = 0, 4. Оптимальным
решением задачи является выбор моментов проверок мнений агентов
в периоды 2, 3, 4, 5. Оптимальные состояния и управления представ-
лены в табл. 3. Оптимальные затраты для игрока 0,016413. Отметим,
что затраты для k = 3 немного больше, чем для k = 4.
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Таблица 3. Траектории мнений агентов и оптимальных управлений
в эксперименте 2

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.4246 0.3965 0.3979 0.4002 0.4026
x2(t) 0.1000 0.4200 0.4219 0.4117 0.4062 0.4038
z(t) 0.8000 0.0046 -0.0253 -0.0139 -0.0059 -0.0012
u(t) -0.3954 -0.0276 -0.0012 0.0010 0.0018 -0.0005
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.4022 0.4028 0.4057 0.3987 0.3999
x2(t) 0.4033 0.4029 0.4029 0.4040 0.4019
z(t) -0.0011 -0.0000 0.0028 -0.0053 -0.0019
u(t) 0.0006 0.0028 -0.0067 0.0007

Заметим также, что при добавлении еще одного момента проверки в
оптимальном решении задачи при k = 3 к множеству {2, 3, 4} добав-
ляется новый дополнительный момент проверки t = 5. Оптимальное
состояние и траектории управления представлены на рис. 3.

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 3. Эксперимент 2

Пример 5.3. Теперь k = 5 и целевое мнение игрока s = 0, 4. Опти-
мальным решением задачи является выбор моментов проверок в пе-
риодах 2, 3, 4, 5, 9, т.е. игроку необходимо добавить дополнительную
проверку мнений в t = 9 к множеству {2, 3, 4, 5}, которое является
оптимальным в предыдущем примере с k = 4. Оптимальные состо-
яния и управления представлены в табл. 4. Оптимальные затраты
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игрока составляют 0,016405. Отметим, что затраты для k = 4 также
немного больше, чем для k = 5.

Таблица 4. Траектории оптимальных состояний и управлений в
эксперименте 3

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.4245 0.3963 0.3974 0.3993 0.4009
x2(t) 0.1000 0.4200 0.4218 0.4116 0.4059 0.4033
z(t) 0.8000 0.0045 -0.0255 -0.0142 -0.0066 -0.0023
u(t) -0.3955 -0.0278 -0.0015 0.0005 0.0010 0.0006
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.4018 0.4045 0.399 0.3987 0.3999
x2(t) 0.4023 0.4021 0.4031 0.4015 0.4004
z(t) -0.0005 0.0024 -0.0040 -0.0027 -0.0005
u(t) 0.0026 -0.0052 -0.0007 0.0009

Траектории мнений агентов и оптимального управления представле-
ны на рис. 4.

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 4. Эксперимент 3

В примерах 5.1–5.3, когда целевое мнение равно s = 0, 4, оба аген-
та быстро приходят к консенсусу под влиянием игрока. Управление
игрока стабилизируется после периода 2. Также отметим, что нет су-
щественного изменения влияния на мнение агентов после каждого
увеличения на одну точку проверки мнений. Оптимальное значение
издержек уменьшается с увеличением количества проверок.
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Пример 5.4. Пусть k = 3 и s = 0, 5. Игроку при оптимальном по-
ведении необходимо проводить проверки в периоды 3, 4, 5. Траек-
тория оптимального управления и соответствующие мнения агентов
представлены в табл. 5. Оптимальные затраты игрока составляют
0,004486. Оптимальные траектории мнений агентов и управления иг-
рока представлены на рис. 5.

Таблица 5. Траектории оптимальных состояний и управлений в
эксперименте 4

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.6556 0.5061 0.4986 0.5003 0.5026
x2(t) 0.1000 0.4200 0.5142 0.5110 0.5060 0.5037
z(t) 0.8000 0.2356 -0.0082 -0.0124 -0.0057 -0.0012
u(t) -0.1644 -0.1260 -0.0083 0.0005 0.0017 -0.0005
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.5021 0.5028 0.5056 0.4987 0.4999
x2(t) 0.5033 0.5028 0.5028 0.5039 0.5018
z(t) -0.0011 -0.0000 0.0028 -0.0053 -0.0019
u(t) 0.0006 0.0028 -0.0067 0.0007

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 5. Эксперимент 4

Пример 5.5. Пусть k = 4 и s = 0, 5. Оптимальным решением яв-
ляется проведение проверок в периоды 3, 4, 5, 6. Соответствующие
мнения агентов и оптимальные управления игрока представлены в
табл. 6. Оптимальные затраты игрока составляют 0,004472, которые
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меньше, чем при k = 3. Легко заметить, что при k = 4 новый момент
проверки t = 6 добавляется к множеству {3, 4, 5}, оптимальному при
k = 3. Соответствующие мнения агентов и оптимальные управления
изображены на рис. 6.

Таблица 6. Траектории оптимальных состояний и управлений в
эксперименте 5

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.6561 0.5057 0.4978 0.4987 0.4997
x2(t) 0.1000 0.4200 0.5144 0.5109 0.5057 0.5029
z(t) 0.8000 0.2361 -0.0088 -0.0132 -0.0070 -0.0032
u(t) -0.1639 -0.1268 -0.0088 -0.0004 0.0003 0.0005
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.5005 0.5010 0.5021 0.4995 0.5000
x2(t) 0.5016 0.5011 0.5011 0.5015 0.5007
z(t) -0.0011 -0.0002 0.0010 -0.0020 -0.0007
u(t) 0.0004 0.0011 -0.0025 0.0003

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 6. Эксперимент 5

Пример 5.6. Пусть k = 5 и s = 0, 5. Игрок при оптимальном пове-
дении проводит проверки в периоды 3, 4, 5, 6, 7. Мнения игроков и
управления игрока представлены в табл. 7. Оптимальные издержки
игрока равны 0,004474. В этом эксперименте состояния и управления
представлены на рис. 7.
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Таблица 7. Траектории оптимальных состояний и управлений в
эксперименте 6

t 0 1 2 3 4 5
x1(t) 0.9000 0.6561 0.5056 0.4977 0.4986 0.4994
x2(t) 0.1000 0.4200 0.5145 0.5109 0.5056 0.5028
z(t) 0.8000 0.2361 -0.0088 -0.0132 -0.0071 -0.0034
u(t) -0.1639 -0.1269 -0.0088 -0.0005 0.0001 0.0002
t 6 7 8 9 10

x1(t) 0.5000 0.5006 0.5014 0.4996 0.5000
x2(t) 0.5015 0.5009 0.5008 0.5010 0.5005
z(t) -0.0015 -0.0003 0.0006 -0.0014 -0.0005
u(t) 0.0004 0.0008 -0.0017 0.0002

(a) Оптимальные состояния агентов
(голубой – x1(t), красный – x2(t))

(b) Оптимальное управление u(t)

Рисунок 7. Эксперимент 6

В примерах 5.4–5.6 мы изменили целевое мнение с s = 0, 4 на
s = 0, 5 по сравнению с примерами 5.1–5.3 при неизменных остальных
параметрах модели. Как мы видим, мнения агентов достигли консен-
суса. Управление игрока становится близким к нулю после периода 3.
Хотя в последних трех экспериментах целевое мнение s = 0, 5 немно-
го больше целевого мнения в экспериментах 1–3 (s = 0, 4), но можно
заметить, что изменение целевого мнения позволяет агентам быстрее
достигать консенсуса. При этом оптимальные издержки в последних
трех экспериментах меньше, чем в экспериментах 5.1–5.3.

Замечание 5.1. Применение метода поиска оптимальных моментов
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проверок мнений агентов затруднительно для задач с большим чис-
лом шагов. Но численные эксперименты подтверждают, что мне-
ния агентов сходятся к консенсусу достаточно быстро, если граф
связный, поэтому рассмотрение небольшого количества шагов мо-
жет быть оправдано, а применение предложенного метода несложно
с вычислительной точки зрения.

6. Заключение

В работе предложена модель динамики мнений в мультиагентной
системе, на которую влияет игрок, т.е. отслеживает мнения агентов.
Предложен алгоритм нахождения оптимальных моментов проверок
мнений агентов и оптимальных воздействий (управлений) на опреде-
ленного агента сети. При численном моделировании найдены опти-
мальные множества моментов проверок для различных целевых мне-
ний. Получилось, что при увеличении количества проверок затраты
игрока уменьшаются. Также отмечено, что если увеличить количе-
ство моментов проверок, сохраняя остальные параметры на прежнем
уровне, оптимальное множество таких моментов для меньшего чис-
ла проверок включается во множество проверок, оптимальное при
их большем числе. Предложенная модель может быть адаптирована
и для большего количества агентов и игроков. Когда игроков боль-
ше одного, возникает конкуренция, если у игроков разные целевые
мнения и разные цели в долгосрочной перспективе.
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Abstract : In this paper, we consider a model of opinion dynamics in the
social network, that is a multiagent system with finite number of agents.
There exists a center of influence on agent’s opinion by choosing control,
which is an influence level at every time period. In the model, center’s
costs are represented by a linear-quadratic function of a state variable
and its controls. The center of influence aims to choose a finite number of
opinion verification moments to compare agents’ opinion with the target
one. We provide a solution of this dynamic problem. In the numerical
simulations, we show how to find optimal opinion verification moments,
corresponding optimal state trajectories and controls.

Keywords : opinion dynamics, social network, linear-quadratic costs,
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