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Проведён сравнительный анализ эффективности различ-
ных способов организации экономических агентов с учётом
структуры и регламента их взаимодействия в моделях олиго-
полии Курно. Построены и аналитически исследованы модели
олигополии Курно в форме цепи поставок, с учётом «зелёно-
го» эффекта и заботы о справедливости. Для симметричных
моделей олигополии Курно при различных способах органи-
зации экономических агентов аналитически получены совпа-
дающие структуры общественных и индивидуальных предпо-
чтений. Проведено численное исследование моделей олигопо-
лии Курно в различных формах с несимметричными агентами,
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1. Введение

1.1. Проблема неэффективности равновесий

Проблема неэффективности равновесий играет важную роль в
теоретико-игровом моделировании социально-экономических систем.
Детальный анализ данной проблемы дан в работах [1,6, 15,22, 28]. Ис-
ход рационального поведения независимых эгоистичных экономиче-
ских агентов может оказаться для общества хуже исхода, полученно-
го при централизованном управлении или добровольной кооперации.
Возникает важный вопрос: насколько именно хуже? Для ответа на
этот вопрос вводится специальная функция выигрыша, определённая
на множестве исходов игры, которая численно выражает «обществен-
ное благо» некоторого исхода. Две основные такие функции – ути-
литаристская и эгалитаристская, определяемые соответственно как
сумма и минимум выигрышей всех игроков. Введение такой функ-
ции выигрыша позволяет количественно измерить неэффективность
равновесий и, в частности, считать некоторые исходы оптимальны-
ми или приближённо оптимальными. Все подобные меры определя-
ются как отношение между значением функции выигрыша в неко-
тором равновесии и при оптимальном исходе. Предполагается, что
все функции выигрыша неотрицательны, поэтому данное отношение
также неотрицательно.

Цена анархии, наиболее популярная мера неэффективности рав-
новесий, решает проблему неединственности равновесий на основе
гарантированного подхода. Цена анархии игры определяется как от-
ношение наихудшего из равновесных значений выбранной функции
выигрыша к её значению на оптимальном исходе [27]. Если цена анар-
хии близка к единице, то все равновесия дают хорошее приближение
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к оптимальному исходу, и выгода от введения жёсткого централизо-
ванного управления (которое может оказаться затратным или вооб-
ще нереализуемым) невелика.

Однако, проблему неэффективности равновесий целесообразно фор-
мулировать в более общем виде. Во-первых, сравнению подлежат вы-
игрыши не только при базовых способах организации экономических
агентов (независимое поведение, иерархия, кооперация), но и с учё-
том различных дополнительных эффектов (структура и регламент
взаимодействия агентов). Во-вторых, сравнение следует проводить
с точки зрения не только общественного благосостояния, но и от-
дельных экономических агентов. Исход игры при некотором способе
организации, более выгодный для общества в целом, не обязатель-
но окажется таким же для каждого из агентов. Например, выигрыш
ведущего игрока в иерархической игре может превышать долю при
симметричном распределении выигрыша от кооперации.

1.2. Способы организации экономических агентов и допол-
нительные эффекты их взаимодействия

Базовые способы организации взаимодействия экономических аген-
тов – это их независимое поведение, иерархия и кооперация. При
независимом поведении агенты выбирают свои действия одновремен-
но, а решением возникающей игры в нормальной форме считается
равновесие Нэша. При иерархической организации взаимодействия
возможны два основных варианта. При первом ведущий игрок выби-
рает и сообщает одному или нескольким остальным игрокам своё дей-
ствие, а они оптимально реагируют на него. Тогда возникает иерархи-
ческая игра Штакельберга, решением которой считается равновесие
Штакельберга. Во втором варианте ведущий выбирает и сообщает ве-
домым свою стратегию как функцию от их ожидаемых действий, а
они оптимально реагируют на эту стратегию. Тогда возникает обрат-
ная игра Штакельберга, решение которой ищется на основе принци-
па гарантированного результата. Наконец, при кооперации все игро-
ки объединяются и совместно максимизируют суммарную функцию
выигрыша по всем управляющим переменным. Тогда исходная иг-
ра сводится к задаче оптимизации, кооперативное решение которой
оптимально по Парето [3,10, 24, 26].

При учёте структуры взаимодействия экономических агентов вид-
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ное место занимает концепция управления цепями поставок (supply
chain management) [14]. Под цепью поставок понимается упорядочен-
ная совокупность экономических агентов, обеспечивающих производ-
ство товара и его движение от производителя к потребителю. Взаи-
модействие агентов в канале поставок естественно моделировать как
иерархическую игру [5]. В простейшем случае такая игра включает
производителя и продавца, в более общем – ещё ряд посредников, до-
бавляющих стоимость. Функционирование и оценка эффективности
цепей поставок описаны в [7]. В маркетинговом контексте подобные
модели рассмотрены в [16]. Ivanov and Dolgui в [13] предлагают кон-
цепцию интегрированных сетей поставок (intertwined supply chains).
В этой модели учитываются связи (в том числе обратные) между
несколькими цепями поставок. Авторы уделяют основное внимание
вопросам устойчивости и живучести сетей поставок.

Очень интересное направление исследований последних лет в дан-
ной области - «зелёные» цепи поставок (green supply chain) [35-36,23,2,
11, 17, 33]. Здесь речь идёт об усилиях, которые участники цепи по-
ставок предпринимают для снижения негативного воздействия про-
изводства и логистики на окружающую среду. Предполагается, что
такая деятельность приведёт к увеличению спроса на «зелёную» про-
дукцию со стороны экологически ответственных потребителей. Обзо-
ры соответствующих моделей представлены в [4, 32, 29, 8, 12]. Отме-
тим, что участники цепей поставок могут тратить дополнительные
ресурсы на увеличение не только экологичности, но и, например, ин-
новационности или социальной полезности производимой продукции,
что также ведёт к повышению спроса на неё.

В развитие данного подхода рассматривается так называемая за-
бота о справедливости (fairness concern) [9, 31]. Хорошо известно, что
хотя теория игр базируется на постулате экономической рациональ-
ности, этот постулат не описывает все реальные мотивы поведения.
Поэтому предпринимаются попытки учесть в теоретико-игровых мо-
делях дополнительные эффекты. В частности, забота о справедли-
вости связана с тем, что если агент считает распределение дохода
несправедливым, то он может отказаться от деловых отношений [25].
Поэтому в иерархической игре в функцию выигрыша ведущего вклю-
чается штраф за существенную разницу доходов ведущего и ведо-
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мого. Исследования показывают, что забота о справедливости суще-
ственно влияет на стратегии игроков [18-19].

Sharma and Jain в [30] исследуют теоретико-игровые модели це-
пей поставок с учётом «зелёного» эффекта, заботы о справедливости
и контрактов разделения затрат. Они изучают две возможные по-
становки иерархической игры, когда заботящимся о справедливости
ведущим является производитель либо продавец. В обоих случаях
учитывается «зелёный» эффект.

1.3. Концепция, вклад и структура статьи

Замысел настоящей работы состоит в сравнительном анализе эф-
фективности различных способов организации экономических аген-
тов (независимое поведение, иерархия, кооперация) с учётом допол-
нительных особенностей структуры и регламента взаимодействия аген-
тов. В качестве таких особенностей рассматриваются цепи поставок,
«зелёный» эффект и забота о справедливости. Сравнение эффектив-
ности проводится как в смысле общественного благосостояния, так и
с точки зрения отдельных агентов. Для количественной оценки срав-
нительной эффективности вычисляются отношения суммарных или
индивидуальных функций выигрыша при различных способах орга-
низации. В симметричных моделях, допускающих аналитическое ис-
следование, эти показатели эквивалентны. Для моделей с разными
характеристиками агентов проводится численное исследование обоих
случаев по отдельности. Результатом сравнения выступают (совпа-
дающие или несовпадающие) структуры общественных и индивиду-
альных предпочтений.

Удобной моделью для указанного сравнительного анализа пред-
ставляется олигополия Курно [20], описывающая конкуренцию про-
изводителей по объёмам выпуска однородного товара. Общая теория
олигополии изложена в [34]. Теоретико-игровой анализ олигополии
Курно представлен в [21]. В настоящей статье рассматриваются мо-
дели олигополии Курно с постоянными затратами и затратами, за-
висящими от масштаба производства.

Вклад настоящей статьи состоит в следующем:

• построены и аналитически исследованы модели олигополии Кур-
но в форме цепи поставок, с учётом «зелёного» эффекта и за-
боты о справедливости;
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• для симметричных моделей олигополии Курно при различных
способах организации экономических агентов аналитически по-
лучены совпадающие структуры общественных и индивидуаль-
ных предпочтений;

• проведено численное исследование моделей олигополии Курно
в различных формах с несимметричными агентами, получены
соответствующие структуры общественных и индивидуальных
предпочтений.

Оставшаяся часть статьи организована следующим образом. Раз-
дел 2 посвящён построению и аналитическому исследованию сим-
метричных моделей олигополии Курно в различных формах с дву-
мя типами затрат. В разделе 3 проводится аналитическое сравнение
эффективности способов организации экономических агентов в ука-
занных моделях. В разделе 4 представлены результаты численной
имитации для несимметричных моделей и получены соответствую-
щие структуры общественных и индивидуальных предпочтений. За-
ключительные замечания приведены в разделе 5.

2. Модели и их аналитическое исследование

2.1. Базовая модель олигополии Курно

2.1.1. Независимое поведение экономических агентов

В этом случае модель олигополии Курно описывает конкуренцию
n экономических агентов (производителей, фирм и т.д.), производя-
щих однородный товар. Обозначим xi – объём выпуска продукции i-м

агентом, x = (x1, . . . , xn), x =
n∑
i=1

xi. При построении модели исполь-

зуются два основных элемента: обратная функция спроса и функция
затрат.

Обратная функция спроса Q(x) общая для всех агентов и берётся
в виде Q(x) = a − x, где a – максимально возможный объём сум-
марного выпуска продукции. Величина Q(x) показывает цену едини-
цы продукции. Функцию затрат Ci(xi) будем рассматривать в двух
видах. При постоянных затратах Ci(xi) = cixi параметр ci показы-
вает затраты на производство единицы продукции. При затратах,
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зависящих от масштаба производства, Ci(xi) = cixi − dix
2
i , тогда с

увеличением выпуска продукции затраты на производство единицы
продукта уменьшаются, что отражает параметр di. В целом, выиг-
рыш (прибыль) i-го агента есть ui(x) = Q(x)xi − Ci(xi). Тогда при
постоянных затратах получаем модель

ui(x) = (a− ci − x)xi → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.1)

а при зависящих от масштаба производства затратах

udi (x) = (a− ci − x)xi − dix2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.2)

Каждая из моделей (2.1) и (2.2) определяет игру n агентов в нор-
мальной форме, решением которой считается равновесие Нэша. Для
аналитического исследования моделей олигополии Курно здесь и да-
лее будем принимать

Предложение 2.1. ci = c, di = d, i = 1, . . . , n.

Это предположение порождает симметричные игры

ui(x) = (a− c− x)xi → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (2.3)

udi (x) = (a− c− x)xi − dx2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (2.4)

решения которых могут быть найдены аналитически. Будем считать
для удобства, что a > c > 0. Решая систему уравнений ∂ui

∂xi
= 0,

i = 1, . . . , n, получаем для модели (2.3)

xNEi = xNE =
a− c
n+ 1

, i = 1, . . . , n. (2.5)

Поскольку ∂2ui
∂x2i

= −2 < 0, |H| =
∣∣∣∣ −2 −1−1 −2

∣∣∣∣ = 3 > 0, то формула (2.5)

действительно определяет равновесие Нэша в игре (2.3). Выигрыш
каждого агента при этом равен

uNE =
(a− c)2

(n+ 1)2
, i = 1, . . . , n. (2.6)

Для модели (2.4) аналогично получаем

xNEd =
a− c

n+ 1 + 2d
, uNEd =

(1 + d)(a− c)2

(n+ 1 + 2d)2
.
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2.1.2. Кооперативное поведение экономических агентов

В этом случае экономические агенты олигополии объединяют-
ся (например, образуют картель) и совместно максимизируют сум-
марный выигрыш (утилитаристскую функцию общественного бла-

госостояния) u(x) =
n∑
i=1

ui(x) по всем управляющим переменным xi,

i = 1, . . . , n. Тогда модель (2.3) принимает вид

u(x) = (a− c− x)x→ max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (2.7)

а модель (2.4) – вид

ud(x) = (a− c− x)x− d
n∑
j=1

x2j → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (2.8)

Симметричное кооперативное решение модели (2.7) имеет вид

xC =
a− c
2n

; xC =
a− c
2

,

при этом

uC =
(a− c)2

4n
; uC =

(a− c)2

4
.

Для модели (2.8) аналогично получаем

xCd =
a− c

2(n+ d)
; xCd =

n(a− c)
2(n+ d)

; uCd =
(a− c)2

4(n+ d)
; uCd =

n(a− c)2

4(n+ d)
.

2.1.3. Наличие фирмы-лидера

Пусть агент 1 – лидер. Он выбирает и сообщает остальным аген-
там свой объём выпуска x1. Зная x1, остальные агенты находят рав-
новесие Нэша в своей игре в нормальной форме. Это равновесие счи-
тается оптимальной реакцией на стратегию x1. Тогда на самом деле
фирма 1 выбирает значение x1 так, чтобы максимизировать свой вы-
игрыш на множестве равновесий Нэша в игре остальных агентов.
Полученные исходы образуют множество равновесий Штакельберга
ST1 в олигополии Курно с первой фирмой-лидером. Решение систе-
мы ∂ui

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n даёт

2xi +
n∑

j=2(j 6=i)

xj = a− c− x1, i = 2, . . . , n,
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откуда получаем

xi = x, i = 2, . . . , n,

2x+ (n− 2)x = a− c− x1,

xNE(x1) =
a− c− x1

n
;

u1(x1, x
NE
−1 (x1)) =

1

n
(a− c− x1)x1;

∂u1
∂x1

=
1

n
(a− c− 2x1) = 0;

xST11 =
a− c
2

;xST1i =
a− c
2n

, i = 2, . . . , n;xST1 =
(2n− 1)(a− c)

2n
;

uST11 =
(a− c)2

4n
;uST1i =

(a− c)2

4n2
, i = 2, . . . , n;uST1 =

(2n− 1)(a− c)2

4n2
;

Для модели с зависящими от масштаба затратами аналогично полу-
чаем

xST11d =
a− c

2(1 + d)
; xST1id =

(1 + 2d)(a− c)
2(1 + d)(2d+ n)

, i = 2, . . . , n;

xST1d =
(2n− 1 + d(1 + n))(a− c)

2(1 + d)(2d+ n)
;

uST11d =
(a− c)2(2d2+4d−dn+1))

4(1 + d)2(2d+ n))
;uST1id =

(a−c)2(2d+1)2

4(1+d)(2d+n)2
, i = 2, . . . , n;

uST1d =
(a− c)2(4d3n+ 8d2 + 8d2n− dn2 + 9dn+ 6d+ 2n+ 1)

4(1 + d)2(2d+ n)2
.

2.2. Олигополия Курно с учётом «зелёного» эффекта

2.2.1. Независимое поведение экономических агентов

Под «зелёным» эффектом в модели олигополии Курно будем по-
нимать выделение агентами дополнительных ресурсов на повышение
экологичности выпускаемой продукции (или, например, её инноваци-
онности). Обозначим соответствующие «зелёные» усилия i-го агента

через gi, g = (g1, . . . , gn), g =
n∑
i=1

gi. Пусть α – коэффициент повы-

шения спроса за счёт «зелёного» эффекта, βi – коэффициент затрат
i-го агента на «зелёные» усилия. Тогда модель (2.1) принимает вид

uGi (x, g) = (a− ci − x+ αg)xi − βig2i → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Для исследования олигополии Курно с «зелёным» эффектом рас-
смотрим симметричную модель, принимая наряду с Предположени-
ем 1 также
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Предложение 2.2. α = βi = 1, i = 1, . . . , n.

Тогда

uGi (x, g) = (a−c−x+g)xi−g2i → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.9)

Теорема 2.1. В модели (2.9) равновесные по Нэшу стратегии аген-
тов имеют вид

xGNE =
2(a− c)
n+ 2

, gGNE =
a− c
n+ 2

,

а выигрыш каждого агента равен

uGNE =
3(a− c)2

(n+ 2)2
.

Доказательство Утверждения 2.1 приведено в Приложении 1.

Теорема 2.2. В модели олигополии Курно с зависящими от мас-
штаба производства затратами и «зелёным» эффектом

uGid(x, g) = (a−c−x+g)xi−dx2i −g2i → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

равновесные по Нэшу стратегии и соответствующие выигрыши
агентов имеют вид

xGNEd =
2(a− c)
n+ 2 + 4d

, gGNEd =
a− c

n+ 2 + 4d
, uGNEd =

(3 + 4d)(a− c)2

(n+ 2 + 4d)2
.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству
Утверждения 2.1.

2.2.2. Кооперативное поведение экономических агентов

В случае кооперации агентов при «зелёном» эффекте получаем
при постоянных затратах модель

uGCi (x, g) = (a− c−x+ g)xi−
n∑
j=1

g2j → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(2.10)
а при зависящих от масштаба затратах – модель

uGCid (x, g) = (a− c− x+ g)xi − d
n∑
j=1

x2j −
n∑
j=1

g2j → max, (2.11)

xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.
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Теорема 2.3. В модели (2.10) оптимальные кооперативные стра-
тегии агентов и их суммарный выигрыш равны соответственно

xGC=

{
2(a−c)
n(4−n) , n < 4,

0, иначе;
gGC=

{
a−c
4−n , n < 4,

0, иначе;
uGC=

{
(a−c)2
n(4−n) , n < 4,

0, иначе.

Теорема 2.4. В модели (2.11) оптимальные кооперативные стра-
тегии агентов и их суммарный выигрыш равны

xGCd =
2(a− c)n)

n(4− n) + 4d)
, gGCd =

(a− c)n
n(4− n) + 4d

,

uGCd =
(a− c)2(4d+ 4n− 4dn− n2)

(n(4− n) + 4d)2

при n ≤ 2 + 2
√
1 + d.

Доказательство Утверждения 2.4 аналогично доказательству Утвер-
ждения 2.3. При n > 4 «зелёное» производство невыгодно.

2.2.3. Наличие фирмы-лидера

Пусть в модели (2.9) агент 1 – лидер. Регламент игры такой же,
как в подразделе 2.1.3, при этом все фирмы одинаково заботятся
о «зелёном» эффекте. Каждый из агентов, кроме лидера, решает
задачу

uk(x, g)=

(
a−c−x1+g1−

n∑
j=2

xj +
n∑
j=2

gj

)
xk − g2k → max, k = 2, . . . , n.

Решение системы ∂uk
∂xk

= ∂uk
∂gk

= 0, k = 2, . . . , n даёт

g =
a− c− x1 + g1

n+ 1
; x =

2(a− c− x1 + g1)

n+ 1
.

Подставляя найденные значения в u1, получаем

u1(x1, g1) =
1

n
(a− c− x1 + g1)x1 − g21.

Решение системы ∂u1
∂x1

= ∂u1
∂g1

= 0 даёт

gST1G1 =
a− c
3

; gST1Gi =
2(a− c)
3(n+ 1)

;

xST1G1 =
2(a− c)

3
; xST1Gi =

4(a− c)
3(n+ 1)

, i = 2, . . . , n.
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Наконец, непосредственной подстановкой получаем

uST1G1 =
8(a− c)2

9(n+ 1)
;uST1Gi =

16(a− c)2

9(n+ 1)2
, i = 2, . . . , n;

uST1G =
8(3n− 1)(a− c)2

9(n+ 1)2
.

Случай зависящих от масштаба затрат опускаем в силу громоздко-
сти.

2.3. Олигополия Курно с учётом «зелёного» эффекта в цепи
поставок

Рассмотрим олигополию Курно в форме цепи поставок (рис. 1).

1→ 2→ . . .→ n→

Рисунок 1. Олигополия Курно в форме цепи поставок

Связь между агентами в линейной структуре цепи поставок осу-
ществляется за счёт «зелёного» эффекта для каждого агента. При
этом действие эффекта одностороннее и тем сильнее, чем ближе рас-
положены соответствующие агенты. Эти соображения приводят к
модели

ui(x, g) =

(
a− ci − x+

n∑
j=2

αi−jgj

)
xi − βig2i → max, (2.12)

xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Как и ранее, для аналитического исследования примем Предположе-
ния 2.1 и 2.2 при произвольном α > 0 и n = 2. Тогда для постоянных
затрат модель (2.12) принимает вид

uSG1 (x, g)=(a− c− x1 − x2 + g1)x1 − g21 → max, x1 ≥ 0, g1 ≥ 0,(2.13)

uSG2 (x, g)=(a− c− x1 − x2 + g2)x2 − g22 → max, x2 ≥ 0, g2 ≥ 0,(2.14)
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а для зависящих от масштаба затрат

uSG1d (x, g) = (a− c− x1 − x2 + g1)x1 − dx21 − g21 → max, (2.15)

x1 ≥ 0, g1 ≥ 0,

uSG2d (x, g) = (a− c− x1 − x2 + αg1 + g2)x2 − dx22 − g22 → max, (2.16)

x2 ≥ 0, g2 ≥ 0.

Теорема 2.5. В модели (2.13)-(2.14) равновесные по Нэшу страте-
гии и выигрыши агентов имеют вид

xSCNE1 =
2(a− c)
5 + 2α

; xSCNE2 =
2(a− c)(1 + α)

5 + 2α
;

gSCNE1 =
(a− c)
5 + 2α

; gSCNE2 =
(a− c)(1 + α)

5 + 2α
;

uSCNE1 =
3(a− c)2

(5 + 2α)2
; uSCNE2 =

3(a− c)2(1 + α)2

(5 + 2α)2
.

Теорема 2.6. В модели (2.15)-(2.16) равновесные по Нэшу страте-
гии и выигрыши агентов имеют вид

xSCNE1d =
2(a− c)(1 + 4d)

16d2 + 24d+ 5 + 2α
; xSCNE2d =

2(a− c)(1 + 4d+ α)

16d2 + 24d+ 5 + 2α
;

gSCNE1d =
(a− c)(1 + 4d)

16d2 + 24d+ 5 + 2α
; gSCNE2d =

(a− c)(1 + 4d+ α)

16d2 + 24d+ 5 + 2α
;

uSCNE1d =
(3 + 16d+ 16d2)(1 + 4d)(a− c)2

(16d2 + 24d+ 5 + 2α)2
;

uSCNE2d =
(3(1 + α) + 4d(4− α + 4d))(a− c)2(1 + 4d+ α)2

(16d2 + 24d+ 5 + 2α)2
.

Доказательства Утверждений 2.5 и 2.6 аналогичны доказатель-
ствам предыдущих утверждений.

2.4. Иерархическое управление олигополией Курно для до-
стижения «зелёного» эффекта

2.4.1. Базовая иерархическая модель

Предположим теперь, что в достижении «зелёного» эффекта за-
интересован внешний по отношению к олигополии Курно агент. На-
зовём этого агента Центром (P – Principal). Для обеспечения «зе-
лёного» эффекта Центр может устанавливать остальным агентам
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обязательные нормативы затрат на повышение экологичности (ин-
новационности) продукции gi, i = 1, . . . , n. Будем считать, что Центр
заинтересован в максимизации суммарного выигрыша агентов (об-
щественного благосостояния). Управляющими переменными агентов
остаются объёмы выпуска xi, i = 1, . . . , n. Отношения между Цен-
тром и агентами показаны на рис. 2. При постоянных затратах мо-

Рисунок 2. Иерархическая система управления «зелёным»
эффектом

дель принимает вид

U(g, x) = u(x, g)→ max, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n; (2.17)

uSTi (g, x) = (a− c− x+ g)xi − g2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.18)

Иерархическая игра (2.17)-(2.18) имеет следующую информацион-
ную структуру. Первый ход делает Центр, выбирая и сообщая осталь-
ным агентам значения нормативов gi, i = 1, . . . , n. Зная эти вели-
чины, агенты одновременно и независимо выбирают значения своих
управляющих переменных xi, i = 1, . . . , n. Оптимальной реакцией
агентов на стратегию Центра считается равновесие Нэша в их игре в
нормальной форме. Поэтому Центр на самом деле выбирает при сво-
ём ходе такую стратегию, которая максимизирует его выигрыш на
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множестве равновесий Нэша. Полученный исход образует равновесие
Штакельберга в игре (2.17)-(2.18).

Теорема 2.7. Равновесные по Штакельбергу стратегии игроков и
соответствующие выигрыши агентов в игре (2.17)-(2.18) имеют
вид

gST =
n(a− c)
2n+ 1

; xST =
(n+ 1)(a− c)

2n+ 1
; uST =

(a− c)2

2n+ 1
.

Доказательство Утверждения 2.7 приводится в Приложении 1. В
случае зависящих от масштаба затрат функция (2.18) принимает вид

uSTid (g, x) = (a−c−x+g)xi−dx2i−g2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.19)

Теорема 2.8. Равновесные по Штакельбергу стратегии игроков и
соответствующие выигрыши агентов в игре (2.17), (2.19) имеют
вид

gSd T =
n(1 + d)(a− c)

2n+1+d(4(d+n+1)−n2)
;xSdT =

(n+ 1 + 2d)(a− c)
2n+1+d(4(d+n+1)−n2)

;

uSdT =
(4d3 + 8d2 + 4dn+ 5d+ 2n+ 1 + 4d2n− dn2 − d2n2)(a− c)2

(2n+ 1 + d(4(d+ n+ 1)− n2))2
.

Доказательство Утверждения 2.8 аналогично доказательству Утвер-
ждения 2.7.

2.4.2. Забота Центра о справедливости

Теперь предположим дополнительно, что в модели (2.17)-(2.18)
Центр заботится о справедливости. Ограничимся случаем n = 2. Ес-
ли u1 ≈ u2, то заботиться о справедливости нет смысла, поэтому без
ограничения общности предположим, что u1 � u2. Тогда функция
выигрыша Центра принимает вид

U(g, x) = u(g, x)− δ(u1(g, x)− u2(g, x)), (2.20)

где δ ∈ (0, 1) - параметр заботы о справедливости.

Теорема 2.9. В модели (2.18), (2.20) при n = 2 и δ <
√

41
81

равнове-
сие по Штакельбергу имеет вид

gSTFC1 =
2(1 + δ)(a− c)

5− 9δ2
; gSTFC2 =

2(1− δ)(a− c)
5− 9δ2

;

x1 = x2 = xSTFC =
3(1− δ)2(a− c)2

(5− 9δ2)2
,
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а соответствующие выигрыши агентов равны

uSTFC1 =
(1 + δ)2(5− 18δ + δ2)(a− c)2

(5− 9δ2)2
;

uSTFC2 =
(1− δ)2(5− 18δ + δ2)(a− c)2

(5− 9δ2)2
.

Если δ ≥
√

41
81
, то оптимальные стратегии Центра g1 = g2 = 0, то-

гда u1 = u2 и забота о справедливости не требуется. Доказательство
Утверждений 2.1, 2.3 и 2.9 приводится в Приложении 1. Посколь-
ку в симметричных моделях u = nu, то показаны только значения
выигрышей агентов u.

3. Сравнительный анализ решений симметричных моделей

Для сравнения эффективности различных способов организации
экономических агентов в симметричных моделях естественно исполь-
зовать показатель

uA

uB
, (3.1)

где uA,uB — выигрыши агентов при способах организации A и B со-
ответственно. Например, A – независимое поведение равноправных
агентов, B – такое же поведение с учётом «зелёного» эффекта. Ес-
ли A – независимое поведение агентов, а B – их кооперация, то по-
казатель (3.1) для симметричных моделей эквивалентен известному
показателю цены анархии.

Значения показателя (3.1) для рассмотренных моделей собраны
в Табл. 1-2. Там, где это возможно, показаны результаты сравнения
величины (3.1) с единицей, в остальных случаях проводилось чис-
ленное исследование в зависимости от параметров.
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Таблица 1. Сравнительный анализ эффективности в симметричных
моделях c постоянными затратами

C G GC ST

NE 4n
(n+1)2 < 1 (n+2)2

3(n+1)2 < 1
n(4−n)
(n+1)2 < 1, n < 4

+∞, иначе;
4n3

(n+1)2(2n−1) > 1

C (n+2)2

12n

< 1, n ≤ 7

> 1, n>7;

4−n
4 < 1, n < 4

+∞, иначе;
n2

2n−1 > 1

G
3n(4−n)
(n+2)2 < 1, n < 4,

+∞, иначе;
4n3

(n+1)2(2n−1) > 1

GC

12n3

(n+2)2(2n−1) > 1,

n < 4,

0, иначе;

Таблица 2. Сравнительный анализ эффективности в симметричных
моделях c затратами, зависящими от масштабов производства

Cd Gd GCd

NEd
4(n+d)(1+d)
(n+1+2d)2 < 1 (n+2+4d)2(1+d)

(3+4d)(n+1+2d)2 < 1
(4n−n2+4d)(1+d)

(n+1+2d)2 , n < 2 + 2
√
1 + d

+∞,иначе;

Cd
(n+2+4d)2

4(3+4d)(n+d) < 1
4n−n2+4d
4(n+d) , n < 2 + 2

√
1 + d

+∞, иначе;

Gd

(4n−n2+4d)(3+4d)
(n+2+4d)2 , n < 2 + 2

√
1 + d,

+∞, иначе;

Непосредственные вычисления на основе приведённых данных при-
водят к следующим основным выводам.

Теорема 3.1. При постоянных затратах таблица предпочтений
следующая при разном количестве участников системы:

n=2,3 n=4,5,6,7 n>7
Равноправные игроки GC � G � C C � G � NE C � NE � ST

� NE � ST � ST � GC � G � GC

Игрок-лидер ST � GC � C ST � C � G ST � C � NE

� G � NE � NE � GC � G � GC

Общество в целом GC � G � C C � G � NE C � NE � ST

� NE � ST � ST � GC � G � GC

а при затратах, зависящих от масштабов производства
n=2,3 n=4,5,6,7 n>7

Равноправ-
ные игроки

G � C � NE � ST C � G � NE � ST C � NE � ST � G

Игрок-
лидер

ST � C � G � NE ST � C � G � NE ST � C � NE � G

Общество
в целом

G � C � NE � ST C � G � NE � ST C � NE � ST � G
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Таким образом, в рамках рассмотренных моделей олигополии Кур-
но с постоянными затратами в случае малого количества агентов
(до четырех) наиболее выгодный способ организации экономических
агентов с точки зрения общества в целом – это их кооперация с уста-
новлением нормативов по достижению «зелёного» эффекта. Далее
следуют кооперация агентов, самостоятельное обеспечение «зелёно-
го» эффекта, независимое поведение агентов и лидерство некоторого
агента.

При n > 4 заботиться о достижении «зелёного» эффекта участ-
никам невыгодно.

При наличии агента-лидера его выигрыш отличается от выигры-
шей ведомых агентов. Для него лучшим вариантом является иерар-
хия.

Теорема 3.2. В моделях с затратами, зависящими от масштаба
производства, при n < 4 и d > 1
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uGCd ≥ uGCd ≥ uGCd ≥ uGCd , или GCd � Cd � Gd � NEd � ST1d.

Таким образом, структура предпочтений не зависит от вида функ-
ции затрат.

Теорема 3.3. C � Cd, то есть кооперация агентов в модели с по-
стоянными затратами выгоднее, чем в модели с зависящими от
масштаба затратами.

4. Модели с несимметричными агентами

Все предыдущие результаты относятся к случаю симметричных
агентов, производящих один и тот же товар, реализуемый по одной
и той же цене, и несущих одни и те же затраты. Это сильное упро-
щение, которое оправдано в некоторых случаях. Но как изменится
система предпочтений агентов и общества, если учесть неоднород-
ность агентов?

4.1. Базовая модель олигополии Курно с несимметричными
агентами

Построение модели описано в п. 2.1.1. Рассмотрим некоторые по-
становки.
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4.1.1. Независимое поведение экономических агентов

При постоянных затратах получаем модель

ui(x) = (a− ci − x)xi → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (4.1)

а при зависящих от масштаба производства затратах

udi (x) = (a− ci − x)xi − dx2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (4.2)

Найдем равновесие по Нэшу в этих играх.
Решая систему уравнений ∂ui

∂xi
= 0, получаем для модели (4.1)

xNEi =

a+
∑
j 6=i

cj − nc

n+ 1
, i = 1, . . . , n. (4.3)

Поскольку ∂2ui
∂x2i

= −2 < 0, |H| =
∣∣∣∣ −2 −1−1 −2

∣∣∣∣ = 3 > 0, то формула (4.3)

действительно определяет равновесие Нэша в игре (4.1). Выигрыш
каждого агента при этом равен

uNEi =

(a+
∑
j 6=i

cj − nc)2

(n+ 1)2
, i = 1, . . . , n.

Для модели (4.2) аналогично получаем

xNEid =

a− ci −

n∑
j=1

a−cj
1+2dj

1+
n∑
j=1

1
1+2dj

1 + 2di
.

Замечание 4.1. Заметим, что даже в относительно простой модели
Курно с несимметричными агентами результат находится аналити-
чески, но он достаточно громоздкий. Дальнейшее его использование
для нахождения ui и u теоретически возможно, но затруднительно.
Поэтому начиная с этого момента и далее результаты аналитического
исследования будут описаны следующим образом.

1. Аналитически находится величина x =
n∑
i=1

xi. Она тоже имеет

достаточно громоздкий, но, тем не менее, обозримый вид.



22 О.И. Горбанева, Г.А. Угольницкий

2. Далее приводится зависимость xi(x). Считается, что если вели-
чина x известна, то с помощью этой зависимости можно вычис-
лить xi.

3. Зная xi и x, можно вычислить ui и u =
n∑
i=1

ui.

Используя пункты 1-3, легко составить вычислительную схему
для нахождения всех нужных величин.

Применим эту последовательность действий к текущей постанов-
ке. Аналитическое исследование позволило найти

xNEd =
n∑
i=1

xNEid =

n∑
j=1

a−cj
1+2dj

1 +
n∑
j=1

1
1+2dj

,

благодаря чему можно найти зависимость

xNEid (xNEd ) =
a− ci − xNEd

1 + 2di
.

4.1.2. Кооперативное поведение экономических агентов с несим-
метричными агентами

В этом случае модель (2.3) принимает вид

u(x) =
n∑
i=1

(a− ci − x)xi =

= a

n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

cixi − (
n∑
i=1

xi)
2 → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (4.4)

а модель (2.4) – вид

ud(x) =
n∑
i=1

(a− ci − x)xi − d
n∑
i=1

x2i =

=a
n∑
i=1

xi−
n∑
i=1

cixi−(
n∑
i=1

xi)
2−d

n∑
i=1

x2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.(4.5)

Кооперативное решение модели (4.4) имеет вид

xC =
a− ck

2
,
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где k – номер агента, чья себестоимость выпуска продукции мини-
мальна. Отсюда можно найти

xCi =

{ a− ck
2

, i = k,

0, i 6= k.

Для модели (4.5) аналогично получаем

xCd =

a
n∑
j=1

1
dj
−

n∑
j=1

cj
dj

2(1 +
n∑
j=1

1
dj
)
,

благодаря чему можно найти зависимость

xCid(x
C
d ) =

a− ci − xCd
2di

.

4.1.3. Наличие фирмы-лидера в модели с несимметричными
агентами

Пусть агент 1 – лидер. Найдем равновесие по Штакельбергу. Ре-
шение системы ∂ui

∂xi
= 0, i = 2, . . . , n, даёт

xSTi =

a− c1n+
n∑
j=2

cj

2
,

n∑
i=2

xSTi =

(n− 1)a−
n∑
j=2

cj − xST1 (n− 1)

n
,

благодаря чему можно найти зависимость

xSTi>2

(
n∑
i=2

xSTi

)
= a− ci − xST1 −

n∑
i=2

xSTi .

Для модели с зависящими от масштаба затратами аналогично полу-
чаем

xST1d =

a− c1 − c1
n∑
j=2

1
1+2dj

+
n∑
j=2

cj
1+2dj

2 + 2d1 + (2d1 − 1)
n∑
j=2

1
1+2dj

,

n∑
j=2

xSTid =

a
n∑
j=2

1
1+2dj

−
n∑
j=2

cj
1+2dj

− xST1d
n∑
j=2

1
1+2dj

1 +
n∑
j=2

1
1+2dj

,
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благодаря чему можно найти зависимость

xSTi>2,d

(
n∑
i=2

xSTi

)
=
a− ci − x1 −

∑n
i=2 x

ST
1d

1 + 2di
.

4.2. Олигополия Курно с учётом «зелёного» эффекта

4.2.1. Независимое поведение экономических агентов с несим-
метричными агентами

Найдем равновесие по Штакельбергу в случае учета «зелёного»
эффекта в модели олигополии Курно с несимметричными агентами.
Пусть α – коэффициент повышения спроса за счёт «зелёного» эф-
фекта, βi – коэффициент затрат i-го агента на «зелёные» усилия.
Тогда модель (2.1) принимает вид

uGi (x, g) = (a− ci − x+ αg)xi − βig2i → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Для начала найдем равновесие по Нэшу. В случае учёта «зелёно-
го» эффекта результаты аналитического исследования будут описа-
ны следующим образом.

1. Аналитически находится величина x =
n∑
i=1

xi или другая вели-

чина, которую можно использовать в качестве базиса для на-
хождения величин из п. 2-4. Она имеет достаточно громоздкий,
но тем не менее обозримый вид.

2. Далее приводится зависимость xi(x). Считается, что если вели-
чина x известна, то с помощью этой зависимости можно вычис-
лить xi.

3. Далее находятся зависимости gi(xi) и, возможно, g =
n∑
i=1

gi.

4. Зная xi и x, gi и g, можно вычислить ui и u =
n∑
i=1

ui.

Теорема 4.1. Вместо величины x находится величина

z =
n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1

)
xGNEi =

n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
)
(a− ci)

1−
n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
) ,
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откуда выявляется зависимость

xGNEi (z) = a− ci + z, gGNEi =
xGNEi

2βi
.

Теорема 4.2. В модели олигополии Курно с зависящими от мас-
штаба производства затратами и «зелёным» эффектом

uGid(x, g) = (a−ci−x+g)xi−dx2i−βig2i → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n

имеем:

z =
n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1

)
xGNEid =

n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
)

a−ci
1+2di

1−
n∑
i=1

(
α2

2βi
−1
)

1+2di

,

откуда выявляется зависимость

xGNEid (z) =
a− ci + z

1 + 2di
, gGNEid =

αxGNEid

2βi
.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству Утвер-
ждения 4.1 и содержится в приложении 4.2.

4.2.2. Кооперативное поведение экономических агентов

В случае кооперации агентов при «зелёном» эффекте получаем
при постоянных затратах модель

uGC(x, g)=a
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

cixi − (
n∑
i=1

xi)
2 + α

n∑
i=1

gi

n∑
i=1

xi −

−
n∑
i=1

βjg
2
j → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n, (4.6)

а при зависящих от масштаба затратах – модель

uGCd (x, g) = a
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

cixi − (
n∑
i=1

xi)
2 + α

n∑
i=1

gi

n∑
i=1

xi −

−
n∑
i=1

βjg
2
j −

n∑
i=1

djx
2
j → max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (4.7)
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Теорема 4.3. В модели (4.6) имеем

xGC =
a− ck

2− α2

2

n∑
j=1

1
βj

,

где k – номер агента, чья себестоимость выпуска продукции мини-
мальна, отсюда

xGCi =


a−ck

2−α2
2

n∑
j=1

1
βj

, i = k,

0, i 6= k,
gGCi =

αxGC

2βi

Теорема 4.4. В модели (4.7) имеем

xGCd =

n∑
j=1

a−cj
dj

2(1 +
n∑
j=1

1
dj
− α2

4

n∑
i=1

1
dj

n∑
i=1

1
βj
)
,

благодаря чему можно найти зависимость

xGid(x
GC
d ) =

a− ci − 2xGCd +
α2xGCd

n∑
j=1

1
βj

2

2di
, gGCid =

αxGCd
2βi

.

Доказательство Утверждения 4.4 аналогично доказательству Утвер-
ждения 4.3.

4.2.3. Олигополия Курно с учётом «зелёного» эффекта в це-
пи поставок

Рассмотрим олигополию Курно в форме цепи поставок

ui(x, g)=(a−ci−x+
∑
j≤i

αi−jgj)xi−βig2i →max, xi ≥ 0, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(4.8)
Для аналитического исследования положим n = 2. Тогда для посто-
янных затрат модель (4.8) принимает вид

uSC1 (x, g)=(a−c1−x1−x2+g1)x1−β1g21 → max, x1 ≥ 0, g1 ≥ 0, (4.9)

uSC2 (x, g) = (a− c2 − x1 − x2 + αg1 + g2)x2 − β2g22 → max, (4.10)

x2 ≥ 0, g2 ≥ 0,
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а для зависящих от масштаба затрат

uSC1d (x, g) = (a−c1−x1−x2+g1)x1−β1g21 − d1x21→max, (4.11)

x1 ≥ 0, g1 ≥ 0,

uSC2d (x, g)=(a−c2−x1−x2+αg1+g2)x2−β2g22 − d2x22 → max, (4.12)

x2 ≥ 0, g2 ≥ 0.

Теорема 4.5. В модели (4.9)-(4.10) равновесные по Нэшу стратегии
агентов имеют вид

xSCNE1 =
a− c2 +

(
1

2β2
− 2
)
(a− c1)(

1− 1
2β1

)
−
(

1
2β2
− 2
)(

1
2β1
− 2
) ;

xSCNE2 (xSCNE1 ) = a− c1 + xSCNE1

(
1

2β1
− 2

)
; gSCNEi =

xSCNEi

2βi
.

Теорема 4.6. В модели (4.11)-(4.12) равновесные по Нэшу страте-
гии агентов имеют вид

xSCNE1d =
a− c2 +

(
1

2β2
− 2− 2d2

)
(a− c1)(

1− 1
2β1

)
−
(

1
2β2
− 2− 2d2

)(
1

2β1
− 2− 2d1

) ;
xSCNE2d (xSCNE1d ) = a− c1 + xSCNE1d

(
1

2β1
− 2− 2d1

)
; gSCNEid =

xSCNEid

2βi
.

Доказательства Утверждений 4.5 и 4.6 аналогичны доказатель-
ствам предыдущих утверждений.

4.3. Иерархическое управление олигополией Курно для до-
стижения «зелёного» эффекта

4.3.1. Базовая иерархическая модель

Предположим теперь, что в достижении «зелёного» эффекта за-
интересован внешний по отношению к олигополии Курно агент, кото-
рого назовём Центром. Для обеспечения «зелёного» эффекта Центр
может устанавливать остальным агентам обязательные нормативы
затрат на повышение экологичности (инновационности) продукции
gi, i = 1, . . . , n. Будем считать, что Центр заинтересован в максимиза-
ции суммарного выигрыша агентов (общественного благосостояния).



28 О.И. Горбанева, Г.А. Угольницкий

Управляющими переменными агентов остаются объёмы выпуска xi,
i = 1, . . . , n.

При постоянных затратах модель принимает вид

U(g, x) = u(x, g)→ max, gi ≥ 0, i = 1, . . . , n; (4.13)

uSTi (g, x)=(a−ci−x+αg)xi−βig2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (4.14)

Или

uSTid (g, x) = (a− ci− x+αg)xi− βig2i − dix2i → max, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(4.15)
Иерархическая игра (4.13)-(4.14) имеет следующую информацион-
ную структуру. Первый ход делает Центр, выбирая и сообщая осталь-
ным агентам значения нормативов gi, i = 1, . . . , n. Зная эти вели-
чины, агенты одновременно и независимо выбирают значения своих
управляющих переменных xi, i = 1, . . . , n. Оптимальной реакцией
агентов на стратегию Центра считается равновесие Нэша в их игре в
нормальной форме. Поэтому Центр на самом деле выбирает при сво-
ём ходе такую стратегию, которая максимизирует его выигрыш на
множестве равновесий Нэша. Полученный исход образует равновесие
Штакельберга в игре (4.13)-(4.14).

Теорема 4.7. Равновесные по Штакельбергу стратегии игроков аген-
тов в игре (4.13)-(4.14) имеют вид

gST =

α(an−
n∑
i=1

ci)
n∑
i=1

1
βi

(n+ 1)2 − nα2
n∑
i=1

1
βi

; gSTi =

α(an−
n∑
i=1

ci + nαgST

βi(n+ 1)2
,

xST =

an−
n∑
i=1

ci + nαgST

n+ 1
; xSTi = a− ci − xST + αgST .

Доказательство Утверждения 4.7 приводится в Приложении 2.

Теорема 4.8. Равновесные по Штакельбергу стратегии игроков в
игре (4.13), (4.15) имеют вид
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gSTd =

α
n∑
i=1

1
βi(

1 +
n∑
i=1

1
1+2di

)2

− α2
n∑
i=1

1
βi

n∑
i=1

1+di
(1+2di)2

×

×(a
n∑
i=1

1 + di
(1 + 2di)2

−
n∑
i=1

ci(1 + di)

(1 + 2di)2
+

n∑
i=1

1

1 + 2di

n∑
i=1

cidi
(1 + 2di)2

−

−
n∑
i=1

ci
1 + 2di

n∑
i=1

di
(1 + 2di)2

); gSTid =
α

βi

(
1 +

n∑
i=1

1
1+2di

)2 ×

×(a
n∑
i=1

1 + di
(1 + 2di)2

−
n∑
i=1

ci(1 + di)

(1 + 2di)2
+

n∑
i=1

1

1 + 2di

n∑
i=1

cidi
(1 + 2di)2

−

−
n∑
i=1

ci
1 + 2di

n∑
i=1

di
(1 + 2di)2

+ αgSTd

n∑
i=1

1 + di
(1 + 2di)2

),

xSTd =

a
n∑
i=1

1
1+2di

−
n∑
i=1

ci
1+2di

+ αgSTd
n∑
i=1

1
1+2di

1 +
n∑
i=1

1
1+2di

;xSTid =
a− ci − xSTd + αgSTd

1 + 2di
.

Доказательство Утверждения 4.8 аналогично доказательству Утвер-
ждения 4.7.

4.3.2. Забота Центра о справедливости

Теперь предположим дополнительно, что в модели (4.13)-(4.14)
Центр заботится о справедливости. Ограничимся случаем n = 2. Ес-
ли u1 ≈ u2, то заботиться о справедливости нет смысла, поэтому без
ограничения общности предположим, что u1 � u2. Тогда функция
выигрыша Центра принимает вид

U(g, x) = u(g, x)− δ(u1(g, x)− u2(g, x)), (4.16)

где δ ∈ (0, 1) - параметр заботы о справедливости.

Теорема 4.9. В модели (4.16), (4.14) при равновесие по Штакель-
бергу имеет вид
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gSTFC1 =
2a− (1− 3δ)c1 − (1 + 3δ)c2
9(1−δ)β1

α
− 2α

(
(1−δ)β1
(1+δ)β2

+ 1
) ; gSTFC2 (gSTFC1 ) =

(1− δ)β1
(1 + δ)β2

gSTFC1 ;

xSTFCi =
a− 2ci + c3−i + α(gSTFC1 + gSTFC2 )

3
,

Доказательство Утверждения 4.9 приводится в Приложении 2.

5. Численная имитация

В силу громоздкости аналитического решения игры, дальнейшее
исследование шло при помощи применения компьютерного исследо-
вания.

Рассмотрим пример производства одноразовой посуды, в частно-
сти, производство пластиковых одноразовых стаканчиков. Допустим,
что производители рассматривают вопрос перехода к экологическому
производству одноразовой посуды, а именно производству съедобной
одноразовой посуды, например, вафельных стаканчиков. Случаи по-
стоянных затрат и затрат, зависящих от количества выпущенной про-
дукции, будут обусловлены закупкой сырья по твердым ценам или
по оптовым ценам, снижающимся при увеличении покупки большего
количества сырья.

Для исследования модели были взяты 27 агентов, у всех них были
неповторяющиеся отношения параметров ci, di и βi. Каждая из трёх
перечисленных величин имеет значения, которые можно отнести к
разряду «большое, маленькое, среднее». Комбинируя три величины
в трёх вариантах, получаем 33 = 27 комбинаций. Но при большом
количестве агентов оказалось невыгодным «зелёное» производство.
Пропала необходимость в учёте различных соотношений величины
βi, в силу чего комбинировать нужно лишь две величины, что даёт
возможность рассмотреть только девять случаев.

Для исследования учета «зелёного эффекта» дополнительно бы-
ли рассмотрены случаи с двумя и тремя агентами.

В случае девяти агентов, результаты исследования даны в прило-
жении 3, откуда можно сделать следующие выводы.

Производство вафельных стаканчиков не выгодно ни сильным, ни
слабым участникам конкурентного сообщества.
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Предпочтения для любого рядового игрока (не ведущего) с лю-
бым соотношением входных величин в случае постоянных затрат:

NE � ST � C,

а в случае зависящих от масштабов производства затрат

Cd � NEd � STd.

Здесь, как видно, для случая зависящих от масштабов производ-
ства затрат предпочтения совпадают со случаем симметричных аген-
тов. Для случая несимметричных агентов с постоянными затратами
не сохраняется только результат выгодности кооперации. Это можно
объяснить тем, что при кооперации выигрыш получают только те
агенты, которые имеют минимальную себестоимость выпуска про-
дукции. Остальные агенты ничего не производят и ничего не полу-
чают. В случае же симметричных агентов цена одинакова для всех
них, поэтому все получают выигрыш, больший, чем при остальных
постановках.

Предпочтения общества:

C � NE � ST,

в случае постоянных затрат, и аналогично для случая зависящих от
масштабов производства затрат

Cd � NEd � STd.

Как видно, результаты полностью совпадают со случаем с сим-
метричными агентами.

Предпочтения игрока-лидера:

ST � NE � C,

что совпадает со случаем несимметричных агентов.
В случае двух игроков (один из которых экономически сильный,

а другой экономически слабый) результаты исследования приведены
в таблицах приложения 4, система предпочтений имеет следующий
вид.
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Предпочтения для сильного агента в случае постоянных затрат:

GNE � GC � ST � C � SCST � NE � STFC � SCNE,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

GNEd � GCd � Cd � STd � ST1d � NEd � SCNEd � SCSTd.

Предпочтения для слабого агента в случае постоянных затрат:

GNE � STFC � NE � ST � SCST � C � CNE � SCNE,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

SCSTd � GNEd � NEd � ST1d � GCd � Cd � CNEd � GCd.

Предпочтения общества в случае постоянных затрат:

GNE � (C = GC) � (NE ∼ SCST ) � ST � STFC � SCNE,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

GNEd � (Cd = GCd) � NEd � STd � SCNEd � SCSTd,

откуда можно сделать вывод о том, что конкурентному сообществу из
двух фирм выгоден учёт «зелёного» эффекта (производство съедоб-
ной посуды выгодно), но невыгодно «справедливое» распределение
доходов. Каждому из участников тоже выгодно «зелёное» производ-
ство.

В случае трёх игроков результаты исследования приведены в таб-
лицах приложения 4, система предпочтений имеет следующий вид.

Предпочтения для рядового игрока в случае постоянных затрат:

GNE � SCST � NE � C � ST,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

SCSTd � GNEd � Cd � NEd � STd � GCd.

Кроме того, при малых di и больших и средних ci (агент несёт
небольшие затраты, но получает большую прибыль) агенту при «зе-
лёном» производстве невыгодно объединяться в коалиции,

GNEd � GCd,
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в остальных же случаях объединяться в коалиции выгодно именно
для «зелёного» производства.

GCd � Cd.

Предпочтения общества в случае постоянных затрат:

GNE � C � NE � ST,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

SCSTd � GCd � NEd � STd.

Предпочтения агента-лидера в случае постоянных затрат:

ST � GC � C � NE,

и в случае зависящих от масштабов производства затрат:

GCd � NEd � SCSTd.

Как видно, в случае трёх агентов «зелёное» производство выгод-
но, но все чаще встречаются ситуации без «зелёного» производства,
которые иногда выгоднее.

Следует прокомментировать ситуацию, при которой кооперация
для общества оказывается менее выигрышной, чем другие ситуации.
Дело в том, что для общества выгодна более высокая степень эколо-
гичности производства (т.е. более высокое значение величины gi), но
для отдельных агентов такой уровень является невыгодным, и он от-
казывается от производства совсем, что влияет на целевую функцию
всего общества. А чем меньше агентов в системе, тем существеннее
для нее отказ одного агента от производства.

6. Заключение

Проблема сравнительного анализа способов организации эконо-
мических (и иных активных) агентов представляется чрезвычайно
важной. Действительно, если некоторое решение выгодно для обще-
ства в целом (и представляющего общество органа централизованно-
го управления), но невыгодно для отдельных агентов, которые долж-
ны это решение выполнять, то на практике оно выполнено не будет,
соответствующие примеры хорошо известны.
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Между тем полученные результаты показывают, что системы пред-
почтений для общества в целом и для отдельных агентов далеко не
всегда совпадают. Имеется также множество тонкостей, связанных
с различиями между ведущими и ведомыми игроками, сильными и
слабыми экономическими агентами, учётом дополнительных эффек-
тов структуры, расходов на охрану окружающей среды и инноваци-
онную деятельность, социальную ответственность бизнеса, сообра-
жений справедливости при распределении выигрышей.

Приведённые результаты следует рассматривать скорее как эмпи-
рический материал, поскольку пока трудно сделать какие-то выводы
о сравнительной эффективности в общем виде. Тем не менее, для
каждого конкретного случая в рамках соответствующей модели эти
результаты представляются полезными для анализа и поддержки ре-
шений.
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Приложение 1.

Доказательство теоремы 2.1.

∂uGi
∂xi

= a− c− 2xi −
∑
j 6=i

xj +
n∑
i=1

gj = 0, i = 1, . . . , n;

∂uGi
∂gi

= xi − 2gi = 0, i = 1, . . . , n;

xi = 2gi, i = 1, . . . , n;

a− c− 4gi − 2
∑
j 6=i

gj +
n∑
j=1

gj = 0; a− c− 3gi −
∑
j 6=i

gj = 0;

3gi +
∑
j 6=i

gj = a− c, i = 1, . . . , n;

gi = g, i = 1, . . . , n; 3g + (n− 1)g = a− c;

g =
a− c
n+ 2

, x =
2(a− c)
n+ 2

,
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значение u находится непосредственной подстановкой.

Доказательство теоремы 2.3.
∂u

∂xi
= −x+ a− c− x+ g = a− c+ g − 2x = 0, i = 1, . . . , n;

∂u

∂gi
= x− 2gi = 0, i = 1, . . . , n;

gi = g, xi = x, i = 1, . . . , n;x = nx, g = ng,

x = 2g; a− c+ ng − 4g = 0;

g =

{
a−c
4−n , n < 4,

0, иначе.

При g = 0 имеем x = xC – оптимальное решение кооперативной
задачи без «зелёного» эффекта. Тогда

x =

{
2(a−c)
n(4−n) , n < 4,

xC , иначе,
u =

{
(a−c)2
4−n , n < 4,

uC , иначе,

Доказательство теоремы 2.7. Оптимальная реакция агентов на стра-
тегию Центра, или равновесие Нэша в игре агентов, определяется из
решения системы

∂uSTi
∂xi

= a− c− 2xi −
∑
j 6=i

xj + g = 0, i = 1, . . . , n;

откуда

2xi +
∑
j 6=i

xj = a− c+ g, i = 1, . . . , n;

xi = xST , i = 1, . . . , n;

xST =
a− c+ g

n+ 1
;xST =

n(a− c+ g)

n+ 1
.

Подстановка найденного оптимального ответа в функцию выигрыша
Центра даёт

u(g, xST ) = (a− c− xST + g)xST −
n∑
i=1

g2i =

=

(
a− c+ g − n(a− c+ g)

n+ 1

)
n(a− c+ g)

n+ 1
−

n∑
i=1

g2i =
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=
n(a− c+ g)2

(n+ 1)2
−

n∑
i=1

g2i .

Далее,

∂u

∂gi
=

2n(a− c+ g)

(n+ 1)2
− 2gi = 0, i = 1, . . . , n;

gi = gST , i = 1, . . . , n; gST = ngST ;

n(a− c+ ngST )− (n+ 1)2gST = 0;

gST =
n(a− c)
2n+ 1

,

откуда находим xST = (n+1)(a−c)
2n+1

, uST = (a−c)2
2n+1

.

Доказательство теоремы 2.9. Оптимальная реакция агентов по-преж-
нему определяется выражением (при n = 2)

xSTFC =
a− c+ g

3
;xSTFC =

2(a− c+ g)

3
.

xST =
a− c+ g

n+ 1
;xST =

n(a− c+ g)

n+ 1
.

Функция выигрыша Центра есть

UFC(g, x) = (a− c+ g − x)x− δ(u1 − u2)− g21 − g22.

Заметим, что

u1(g, x
STFC)−u2(g, xSTFC)=Q(g, xSTFC)(xSTFC−xSTFC)−g21+g22=g22−g21.

Тогда подстановка xSTFC в UFC даёт

UFC(g, xSTFC) =

= (a− c+ g − 2

3
(a− c+ g))

2

3
(a− c+ g)− δ(g22 − g21)− g21 − g22 =

=
2

9
(a− c+ g)2 − (1− δ)g21 − (1 + δ)g22.

Далее, решаем систему

∂UFC

∂g1
=

4

9
(a− c+ g)− 2(1− δ)g1 = 0,

∂UFC

∂g2
=

4

9
(a− c+ g)− 2(1 + δ)g2 = 0,
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откуда

g1 =
2(1 + δ)(a− c)

5− 9δ2
, g2 =

2(1− δ)(a− c)
5− 9δ2

.

Эти выражения положительны при δ <
√
5
3
. Пара (gSTFC1 , gSTFC2 )

действительно максимизирует UFC при условиях ∂2UFC

∂g21
= 4

9
− 2(1 −

δ) < 0, или δ < 7
9
и |H| =

∣∣∣∣ 4
9
− 2(1− δ) 4

9
4
9

4
9
− 2(1 + δ)

∣∣∣∣ > 0, или

δ <
√

41
81
. Сравнивая три полученных неравенства, находим оконча-

тельное условие δ <
√

41
81
. Далее непосредственными вычислениями

получаем

x1 = x2 = xSTFC =
3(1− δ2)(a− c)

(5− 9δ2)2
;

uSTFC1 =
(1 + δ)2(5− 18δ + δ2)(a− c)2

(5− 9δ2)2
,

uSTFC2 =
(1− δ)2(5− 18δ + δ2)(a− c)2

(5− 9δ2)2
.

Приложение 2.

Доказательство теоремы 4.1.

∂uGi
∂xi

= −xi + a− ci −
n∑
j=1

xj + α
n∑
i=1

gj = 0, i = 1, . . . , n;

∂uGi
∂gi

= αxi − 2βigi = 0, i = 1, . . . , n.

Из последнего соотношения

gi =
αxi
2βi

, i = 1, . . . , n;

Подставляя полученную зависимость в первое равенство, получим:

xi = a− ci +
n∑
j=1

(
α2

2βj
− 1

)
xj, i = 1, . . . , n.
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Умножим обе части равенства на выражение в скобках:(
α2

2βi
− 1

)
xi =

(
α2

2βi
− 1

)
(a− ci) +

(
α2

2βi
− 1

) n∑
j=1

(
α2

2βj
− 1

)
xj.

Просуммировав полученное равенство по i, получим

n∑
i=1

(
α2

2βi
−1
)
xi=

n∑
i=1

(
α2

2βi
−1
)
(a− ci)+

n∑
i=1

(
α2

2βi
−1
) n∑
j=1

(
α2

2βj
−1
)
xj.

откуда выразим
n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
)
xi:

n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1

)
xGNEi =

n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
)
(a− ci)

1−
n∑
i=1

(
α2

2βi
− 1
) .

Доказательство теоремы 4.3.

∂u

∂xi
= −2x+a−ci+αg = 0, i = 1, . . . , n;

∂u

∂gi
= αx−2βigi = 0, i = 1, . . . , n;

Из последнего соотношения

gi =

α
n∑
i=1

xi

2βi
, i = 1, . . . , n;

Подставляя полученную зависимость в первое равенство, получим:

n∑
i=1

xi =
a− ci

2− α2

2

n∑
j=1

1
βj

, i = 1, . . . , n.

Подставив полученный результат в целевую функцию кооперации,
увидим, что она тем больше, чем меньше ci, отсюда

n∑
i=1

xi =
a− ck

2− α2

2

n∑
j=1

1
βj

,
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где k – номер агента, у которого ck минимально. Отсюда,

xk =
a− ck

2− α2

2

n∑
j=1

1
βj

,

xi 6=k = 0.

Доказательство теоремы 4.7. Оптимальная реакция агентов на стра-
тегию Центра (g1, . . . , gn), или равновесие Нэша в игре агентов, опре-
деляется из решения системы

∂uSTi
∂xi

= a− ci − xi −
n∑
j=1

xj + αg,

откуда

xi = a− ci −
n∑
j=1

xj + α
n∑
j=1

gj,

просуммируем обе части неравенства:
n∑
i=1

xi = na−
n∑
i=1

ci − n
n∑
j=1

xj + αn
n∑
j=1

gj,

откуда выразив
n∑
i=1

xi, получим:

n∑
i=1

xi =

na−
n∑
i=1

ci + αn
n∑
j=1

gj

1 + n
.

Подставив полученную сумму в выражение для xi, получим

xSTi =
a− (1 + n)ci + nαg

n+ 1

Подстановка найденного оптимального ответа в функцию выигрыша
Центра даёт

u(g, xST ) =

na2 − a
n∑
i=1

ci + αan
n∑
j=1

gj

1 + n
−

−

n∑
i=1

(cia− (1− n)c2i + ci
n∑
i=1

ci + αci
n∑
j=1

gj)

1 + n
+
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+α
n∑
i=1

gj


na−

n∑
i=1

ci + αn
n∑
j=1

gj

1 + n

−

−


na−

n∑
i=1

ci + αn
n∑
j=1

gj

1 + n


2

− 2
n∑
i=1

βig
2
i .

Далее,

∂u

∂gi
=

aαn

1 + n
−
α

n∑
i=1

ci

1 + n
+ α

na−
n∑
i=1

ci + αn
n∑
i=1

gj

1 + n
+ α2

n
n∑
i=1

gj

1 + n
−

− 2nα

(n+ 1)2

(
na−

n∑
i=1

ci + αn
n∑
j=1

gj

)
− 2βigi = 0, i = 1, . . . , n;

откуда

gSTi =

α(na−
n∑
i=1

ci + αn
n∑
j=1

gj)

βi(n+ 1)2
,

а просуммировав по индексу, получим

n∑
i=1

gSTi =

α(na−
n∑
i=1

ci)
n∑
i=1

1
βi

(n+ 1)2 − nα2
n∑
i=1

1
βi

,

Доказательство теоремы 4.9. Оптимальная реакция агентов
по-прежнему определяется выражением (при n = 2)

xSTFC1 =
a− 2c1 + c2 + αg

3
;xSTFC2 =

a− 2c2 + c1 + αg

3
.

Функция выигрыша Центра есть

UFC(g, x) = (1− δ)(a− c1 − x1 − x2 + αg)x1 − (1− δ)β1g21 +
+(1 + δ)(a− c2 − x1 − x2 + αg)x2 − (1 + δ)β2g

2
2.
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Подставив оптимальные реакции агентов в функцию Принципала,
получим: Тогда подстановка xSTFC в UFC даёт

UFC(g, xSTFC) =
1− δ
9

(a− 2c1 + c2 + αg)2 − (1− δ)β1g21 +

+
1 + δ

9
(a− 2c2 + c1 + αg)2 − (1 + δ)β2g

2
2.

Далее, условия первого порядка дают систему

∂UFC

∂g1
=

2α(1− δ)
9

(a− 2c1 + c2 + αg)x2 − 2(1− δ)β1g1 +

+
2α(1 + δ)

9
(a− 2c2 + c1 + αg)x2 = 0,

g2 =
(1− δ)β1
(1 + δ)β2

g1,

откуда

gSTFC1 = gSTFC2 =
2a− (1− 3δ)c1 − (1 + 3δ)c2
9(1−δ)β1

α
− 2α

(
(1−δ)β1
(1+δ)β2

+ 1
) ,

а все остальные величины находятся подстановкой найденных вели-
чин.

Приложение 3.

Таблица 3.1. Решение модели Курно с несимметричными девятью
агентами (при a=3000)

№ ci di uNE uNEd uC uCd uST uSTd
1 1 1 129000 598000 25·106 1690000 936000 451000
2 1 3 129000 220000 0 565000 34700 193000
3 1 5 129000 133000 0 339000 34700 117000
4 3 1 127000 596000 0 1690000 33900 523000
5 3 3 127000 219000 0 565000 33900 192000
6 3 5 127000 133000 0 339000 33900 117000
7 5 1 126000 595000 0 1690000 33200 522000
8 5 3 126000 218000 0 565000 33200 192000
9 5 5 126000 133000 0 339000 33200 116000
ИТО-
ГО

1146000 2845000 25·106 7782000 1206700 2423000
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Приложение 4.

Таблица 4.1. Решение модели Курно с несимметричными двумя
агентами (при a=10, c1 = 1, d1 = 1, β1 = 100, c2 = 5, d2 = 1, β2 = 100

x1 u1 g1 x2 u2 g2 x u g

NE 4,33 18,8 - 0,33 0,11 - 4,66 18,91 -
NEd 2,07 8,54 - 0,73 1,08 - 2,8 9,62 -
C 4,5 20,2 - 0 0 - 4,5 20,2 -
Cd 2,17 9,8 - 0,17 0,4 - 2,34 10,2 -
ST 6,5 21,1 - 0,75 0,6 - 7,25 21,7 -
(лидер 1)
ST 0,5 0,125 - 4,25 18,1 - 4,75 18,225 -
(лидер 2)
STd 2,38 8,53 - 0,654 0,855 - 3,034 9,38 -
(лидер 1)
GNE 6,51 75 0,0325 2,51 18,9 0,0125 9,02 93,8 0,0451
GNEd 2,58 19,8 0,0125 1,25 6,27 0,00625 3,84 26,1 0,0192
GC 4,51 20,3 0,226 0 0 0 4,51 20,3 0,226
GCd 2,17 0,0117 9,8 0,171 0,0117 0,4 2,34 10,2 0,0234
SCNE 0,00563 0,000028 0,0000316 0 0 0 0,00563 0,000028 0,0000316
SCNEd 0,0146 0,000428 0 0 0 0 0,0146 0,000428 0
STFC 4,34 18,8 0,0156 0,34 0,0938 0 4,69 18,8938 0,0156
STd 0 0 0 29,8 1,52 1580 29,8 1,52 1580
STd 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Таблица 4.2. Решение модели Курно с несимметричными тремя
агентами при малых коэффициентах затрат иc1 = 1, d1 = 1, c2 = 3,
d2 = 1, c3 = 5, d3 = 1 без учета «зеленого» эффекта (при a=100)

x1 u1 x2 u2 x3 u3 x u

NE 26,2 689 24,2 588 22,2 495 72,8 1770
NEd 16,8 567 16,2 523 15,5 480 48,5 1570
C 49,5 2450 0 0 0 0 49,5 2450
Cd 13,1 650 12,1 588 11,1 528 36,4 1770

ST (лидер i = 1) 52,5 919 15,5 240 13,5 182 81,5 1341
ST (лидер i = 2) 18,2 330 48,5 784 14,2 201 80,8 1310
ST (лидер i = 3) 18,8 355 16,8 283 44,5 660 80,2 1300
STd (лидер i = 1) 21,6 562 15,2 462 14,5 423 51,4 1450
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Таблица 4.3. Решение модели Курно с несимметричными тремя
агентами (при a=100) при средних коэффициентах затрат и c1 = 1,

d1 = 3, c2 = 3, d2 = 3, c3 = 5, d3 = 3

x1 u1 x2 u2 x3 u3 x u

NE 26,2 689 24,2 588 22,2 495 72,8 1770
NEd 9,99 399 9,7 376 9,41 355 29,1 1130
C 49,5 2450 0 0 0 0 49,5 2450
Cd 8,42 417 8,08 392 7,75 368 24,2 1180

ST (лидер i = 1) 52,5 919 15,5 240 13,5 182 81,5 1341
ST (лидер i = 2) 18,2 330 48,5 784 14,2 201 80,8 1310
ST (лидер i = 3) 18,8 355 16,8 283 44,5 660 80,2 1300
STd (лидер i = 1) 10,6 399 9,63 371 9,35 349 29,6 1120

Таблица 4.4. Решение модели Курно с несимметричными тремя
агентами (при a=100) при больших коэффициентах затрат и c1 = 1,

d1 = 5, c2 = 3, d2 = 5, c3 = 5, d3 = 5

x1 u1 x2 u2 x3 u3 x u

NE 26,2 689 24,2 588 22,2 495 72,8 1770
NEd 7,11 303 6,93 288 6,75 273 20,8 864
C 49,5 2450 0 0 0 0 49,5 2450
Cd 6,26 310 6,06 294 5,86 278 18,2 882

ST (лидер i = 1) 52,5 919 15,5 240 13,5 182 81,5 1341
ST (лидер i = 2) 18,2 330 48,5 784 14,2 201 80,8 1310
ST (лидер i = 3) 18,8 355 16,8 283 44,5 660 80,2 1300
STd (лидер i = 1) 7,3 303 6,91 287 6,73 272 20,9 862

Таблица 4.5. Решение модели Курно с несимметричными тремя
агентами (при a=100) при n = 3, c1 = 1, d1 = 1,β1 = 100, c2 = 3,

d2 = 1,β2 = 100, c3 = 5, d3 = 5, β3 = 100
x1 u1 g1 x2 u2 g2 x3 u3 g3 x u g

GNE 35,1 5730 0,176 33,1 5340 0,166 31,1 4960 0,156 99,3 16400 0,497
GNEd 20,2 2370 0,102 19,6 2270 0,0979 18,9 2170 0,0945 58,7 6810 0,294
GC 49,7 2460 0,249 0 0 0 0 0 0 49,7 2460 0,249
GCdE 13,2 653 0,183 12,2 591 0,183 11,2 531 0,183 36,6 1720 0,549
SCST 26,4 693 0,183 24,4 591 0,183 22,2 498 0,183 73,2 1782 0,549
SCSTd 0 0 0 24,8 649 2,66 25 722 2,43 49,8 1371 5,09
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Таблица 4.6. Решение модели Курно GNE с несимметричными
тремя агентами (при a=100) при n = 3, c1 = 1, d1 = 1, c2 = 3, d2 = 1,

c3 = 5, d3 = 5 и различных коэффициентах βi
x1 u1 g1 x2 u2 g2 x3 u3 g3 x u g

βi = 35,1 5730 0,176 33,1 5340 0,166 31,1 4960 0,156 99,3 16400 0,497
100

βi = 51 10600 25,5 49 10100 24,5 47 9620 23,5 147 30300 73,5
1

βi = 57,9 13100 36,2 55,9 12600 34,9 53,9 12100 33,7 168 37800 105
0, 08

GAME-THEORETIC ANALYSIS OF THE INTERACTION
OF ECONOMIC AGENTS IN THE COURNOT
OLIGOPOLY, TAKING INTO ACCOUNT THE LINEAR
STRUCTURE, THE ”GREEN” EFFECT AND CONCERN
FOR FAIRNESS

Olga I. Gorbaneva, South Federal University, Dr.Sc., assosiated prof.
(oigorbaneva@sfedu.ru),
Gennady A. Ougolnitsky, South Federal University, Dr.Sc., prof.
(gaugolnickiy@sfedu.ru).

Abstract : A comparative analysis of the effectiveness of various ways
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