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ÎÁÚÅÌÀ ÄÅÐÅÂÀ Â ÑËÓ×ÀÉÍÎÌ ÍÅÏÎÌÅ×ÅÍÍÎÌ

ÍÅÊÎÐÍÅÂÎÌ ËÅÑÅ

Å. Ñ. Áåðíèêîâè÷

Äëÿ ñëó÷àéíîãî ëåñà, ñîñòîÿùåãî èç N íåêîðíåâûõ äåðå-
âüåâ è n íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, íàéäåíî ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà äåðåâà ïðè ñòðåìëåíèè
N è n ê áåñêîíå÷íîñòè â öåíòðàëüíîé çîíå èçìåíåíèÿ ýòèõ
ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü FN,n � ìíîæåñòâî íåêîðíåâûõ íåïîìå÷åííûõ ëåñîâ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç N äåðåâüåâ, óïîðÿäî÷åííûõ îäíèì èç N ! âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ,
è n âåðøèí. Çàäàäèì íà ýòîì îáúåêòå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ ëåñîâ ïðè N,n → ∞ èçó÷åíî ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà äåðåâà. Ïîä îáúåìîì
äåðåâà â ëåñå èç FN,n áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî âñåõ âåðøèí, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â ýòîì äåðåâå. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ êîðíåâûõ íåïîìå÷åí-
íûõ ëåñîâ ðåøåíà â [1].

Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ äåðåâüåâ èçó÷àëàñü â [2]. Ââîäèòñÿ ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ

t(x) =
∞∑

k=1

tkxk, (1)

ãäå tk � ÷èñëî íåïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ îáúåìà k.
Â [2] ðàññìàòðèâàëèñü ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè è áûëî ïîêàçàíî,

÷òî
t(x) = x + x2 + x3 + 2x4 + 3x5 + 6x6 + 11x7 + ... (2)

è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà R = 0.3383219...
Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [2], ôóíêöèþ t(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

t(x) = a0 − a1(R− x) + a2(R− x)3/2 + a3(R− x)2 + ..., (3)
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ãäå a0 = t(R) = 0.5628769..., a1 = t′(R) = 3.4127749..., a2 = 6.4243753...
Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè k →∞

tk = α
(
Rkk5/2

)−1

+ O

((
Rkk7/2

)−1
)

, (4)

ãäå α = (3a2/4
√

π) R3/2 = 0.5349485...
Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, ..., ηN , ðàâíûå îáúåìàì äåðåâüåâ

ëåñà èç FN,n ñ íîìåðàìè 1, ..., N ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ξ1, ..., ξN �
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî

pk = P{ξ1 = k} =
tkλk

t(λ)
, 0 < λ ≤ R. (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ξ1, ..., ξN îïðåäåëÿþò ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
η1, ..., ηN òàêèõ, ÷òî η1 + ... + ηN = n, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ:

P{η1 = k1, ..., ηN = kN} = P{ξ1 = k1, ..., ξN = kN |ξ1+ ...+ξN = n}. (6)
Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ íàáîðîâ âåëè÷èí

(η1, ..., ηN ) è (ξ1, ..., ξN ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ îáîáùåííîé ñõåìû ðàçìå-
ùåíèÿ [3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(N) ìàêñèìàëüíûé îáúåì äåðåâà:

η(N) = max
i

ηi, i = 1, ..., N.

Ïóñòü λ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

λt′(λ)
t(λ)

=
n

N
. (7)

Ïîëîæèì L = a1R/a0 = 2.0512772... Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè
1 < C1 6 n/N 6 C2 < L óðàâíåíèå (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè η(N).

Òåîðåìà. Ïóñòü N,n → ∞ òàê, ÷òî 1 < C1 6 n/N 6 C2 < L, à r
âûáðàíî èç óñëîâèÿ

Nα

r5/2t(λ)

(
λ

R

)r

→ γ,

ãäå γ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ôèêñèðîâàííîãî k = 0,±1,±2, ...

P{η(N) 6 r + k} → exp

{
−γ

(
λ

R

)k+1(
1− λ

R

)−1
}

.
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Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ (ëåììû 1�3), ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà.

Ïóñòü r � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ââåäåì íåçàâèñèìûå âñïî-

ìîãàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(r)
i , ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ çàäà-

þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P{ξ(r)
i = k} = P{ξ1 = k|ξ1 ≤ r}, i = 1, ..., N. (8)

Ïîëîæèì

ζN = ξ1 + ... + ξN , ζ
(r)
N = ξ

(r)
1 + ... + ξ

(r)
N , Pr = P{ξ1 > r}

Õîðîøî èçâåñòíî [3], ÷òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (6).

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P{η(N) ≤ r} = (1− Pr)
N P{ζ

(r)
N = n}

P{ζN = n}
.

Ëåììà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òî ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì k = 0,±1,±2, ...

NPr+k → γ(λ/R)k+1(1− λ/R)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

NPr+k = N P{ξ1 = r}
∞∑

s=1

P{ξ1 = r + k + s}
P{ξ1 = r}

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî r →∞, ïîýòîìó èç (4) è (5) ñëåäóåò

P{ξ1 = r + k + s}
P{ξ1 = r}

=
tr+k+sλ

k+s

tr
=

(
λ

R

)k+s

(1 + O(s/r)) ,

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è (7) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 2.

Îáîçíà÷èì m = E ξ1, σ2 = D ξ1. Èç (5) è (7) ïîëó÷àåì

m =
λt′(λ)
t(λ)

=
n

N
, σ2 =

λ2t′′(λ)
t(λ)

+ m + m2. (9)
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Îáîçíà÷èì òàêæå mr = E ξ
(r)
1 , σ2

r = D ξ
(r)
1 . Èç (5) è (8) âûòåêàþò

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

mr =
m−

∞∑
k=r+1

kpk

1− Pr
, σ2

r =
σ2 + m2 −

∞∑
k=r+1

k2pk

1− Pr
−m2

r. (10)

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1, 4] íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü N →∞ è 0 ≤ C1 ≤ λ ≤ C2 < R. Òîãäà

σ
√

N P{ζN = n} − 1√
2π

exp

{
− (n−mN)2

2σ2N

}
→ 0

σr

√
N P{ζ(r)

N = n} − 1√
2π

exp

{
− (n−mrN)2

2σ2
rN

}
→ 0

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ n òàêèõ, ÷òî

(n−mrN)/σr

√
N ëåæèò â ëþáîì ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì èíòåð-

âàëå.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Èç (7) íåòðóäíî
ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà 1 < C1 6 λ 6 C2 < R.

Èñïîëüçóÿ (9), (10), ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî

(n−mrN)2/(σ2
rN) = O(r2/N),

à âûáîð r îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ r2/N → 0. Ïîýòîìó,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10), èç ëåììû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî

P{ζ(r)
N = n}

P{ζN = n}
→ 1.

Îòñþäà è èç ëåìì 1, 2 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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