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Ïðåäñòàâëåíà ãèáðèäíàÿ ìåòàýâðèñòèêà äëÿ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíûõ òîïîëîãèé â åâêëèäîâîé çàäà÷å Øòåéíåðà ñ ïî-
òîêàìè è çàâèñÿùèìè îò íèõ âåñàìè.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà Øòåéíåðà [1] îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷
ìèíèìèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé [2]. Â öèêëå ðàáîò, ïîñâÿù¼í-
íûõ îáîáùåíèþ åâêëèäîâîé çàäà÷è Øòåéíåðà íà ñëó÷àé ñ ïîòîêàìè
è âåñàìè (ïîòîêîâîé çàäà÷å), ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîòêå
ïðèáëèæ¼ííîãî ìåòîäà åå ðåøåíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåí-
íûå â [3-6], âêëþ÷àþò ýâîëþöèîííóþ ìîäåëü, ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòî-
ðû, êîìïîçèòíûé àëãîðèòì ñ íàïðàâëåííûì ïîèñêîì è îïòèìèçàöèþ
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì óñïåøíî íàõîäèò ðåøåíèå çà-
äà÷è íå òîëüêî ñ ïîòîêàìè, íî è áåç ïîòîêîâ. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî
ïîëíîé òîïîëîãèåé è îïòèìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷åê Øòåéíåðà
(ÒØ), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèìè äåðåâî Øòåéíåðà (ÄØ) [1]. Äëÿ
îïòèìèçàöèè ïîëîæåíèÿ ÒØ èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç ìåòîäîâ íåïðåðûâ-
íîé îïòèìèçàöèè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé öåëåâîé ôóíêöèè [7]. Äëÿ
ïîèñêà îïòèìàëüíûõ òîïîëîãèé äåðåâà ðàçðàáîòàíà ãèáðèäíàÿ ìåòà-
ýâðèñòèêà, ìåòîäè÷åñêèé àñïåêò êîòîðîé îáñóæäàåòñÿ â ýòîé ñòàòüå.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü P =< S, f > � êîìáèíàòîðíàÿ çà-
äà÷à ìèíèìèçàöèè. Çäåñü S � ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ïî-
èñêà); îáû÷íî S � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à åãî ýëåìåíòû
� öåëûå ÷èñëà, ìíîæåñòâà, ïåðåñòàíîâêè èëè ãðàôè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f : S → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ
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ôóíêöèÿ. Ðåøèòü çàäà÷ó P � çíà÷èò íàéòè ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíîå
ðåøåíèå s∗ ∈ S : f(s∗) ≤ f(s), ∀s ∈ S. Ïóñòü N : S → 2S � ôóíêöèÿ
îêðåñòíîñòè, íàçíà÷àþùàÿ ∀s ∈ S ìíîæåñòâî ñîñåäíèõ ðåøåíèé, èëè
îêðåñòíîñòü N(s) ⊂ S. Ðåøåíèå ŝ ∈ S íàçûâàþò ëîêàëüíî ìèíèìàëü-
íûì îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè N(ŝ), åñëè f(ŝ) ≤ f(s), ∀s ∈ N(ŝ).

Îáîçíà÷èì åâêëèäîâó çàäà÷ó Øòåéíåðà â êîìáèíàòîðíîé ïîñòà-
íîâêå ÷åðåç ESP = 〈S ×X, f〉. Çäåñü S ×X � ïðîñòðàíñòâî äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé, S = {s = (s1, . . . , s2n−2) : ∀si ∈ N, i = 1, . . . , 2n − 2}
� ìíîæåñòâî ïîëíûõ òîïîëîãèé äåðåâà (ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òà-
êèå òîïîëîãèè); âåêòîð òîïîëîãèè s îïèñûâàåò ïîðÿäîê ñîåäèíåíèÿ
n òåðìèíàëüíûõ âåðøèí è n − 2 òî÷åê Øòåéíåðà [1, 3]. X = {x =
(x1, . . . , xn−2) : xi ∈ R2, i = 1, . . . , n−2} � ìíîæåñòâî ÒØ, çàäàâàåìûõ
êîîðäèíàòàìè. Â çàäà÷å áåç ïîòîêîâ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f : S×X → R+

� ñóììà äëèí ðåáåð äåðåâà â åâêëèäîâîé ìåòðèêå. Â ïîòîêîâîé çàäà-
÷å öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f � ñóììà âçâåøåííûõ äëèí äóã äåðåâà: â íåé
êàæäàÿ äëèíà óìíîæàåòñÿ íà çíà÷åíèå âåñîâîé ôóíêöèè îò âåëè÷èíû
ïîòîêà íà äóãå [5]. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ � íåîòðè-
öàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðíàÿ äëÿ êîììó-
íèêàöèîííûõ ñåòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî f � ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ðåøèòü çàäà÷ó ESP � çíà÷èò íàéòè ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå
(s∗, x∗) : f(s∗, x∗) ≤ f(s, x), ∀(s, x) ∈ S ×X. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ïîòîêîâîé çàäà÷è äëÿ ñåòè ñ îäíèì
ñòîêîì � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô â âèäå êîðíåâîãî ÄØ; ãëîáàëüíî ìè-
íèìàëüíîå ðåøåíèå � ìèíèìàëüíîå ÄØ (ÌÄØ) [1]. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåøåíèÿ â çàäà÷å áåç ïîòîêîâ � íåîðèåíòèðîâàííûå ÄØ è ÌÄØ.

Ìåòàýâðèñòèêè. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, â ÷àñò-
íîñòè, çàäà÷è Øòåéíåðà, òî÷íûå ìåòîäû íå ýôôåêòèâíû äàæå ïðè
íàëè÷èè ìîùíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ýòî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì,
äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ñëåäóþùàÿ ñïåöèôèêà:

1. ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP -òðóäíûõ çàäà÷;
2. ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè;
3. áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü âõîäíûõ äàííûõ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-

æåíèÿõ, âñëåäñòâèå ÷åãî îãðîìíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîèñê
òî÷íîãî ðåøåíèÿ ëèøåíû ñìûñëà.
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Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Îíè íå ãà-
ðàíòèðóþò íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íî ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷àòü áëèçêèå ê íåìó (õîðîøèå) ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Ïðè-
áëèæåííûå ìåòîäû ðàçäåëÿþò íà êîíñòðóêòèâíûå (ïîøàãîâûå) è ìå-
òîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ïåðâûå ãåíåðèðóþò ïîëíîå ðåøåíèå, íà÷è-
íàÿ ñ ïóñòîãî ðåøåíèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ ê íåìó ïî îäíî-
ìó ýëåìåíòó. Âòîðûå èòåðàòèâíî çàìåíÿþò òåêóùåå ðåøåíèå ëó÷øèì,
íàéäåííûì â åãî îêðåñòíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ïîèñêîâûå ìåòîäû îáåñ-
ïå÷èâàþò ëó÷øåå êà÷åñòâî ðåøåíèé, à êîíñòðóêòèâíûå ñ÷èòàþòñÿ áî-
ëåå áûñòðûìè. Ïîèñêîâûå ìåòîäû ýôôåêòèâíû ïðè ðåøåíèè åâêëèäî-
âîé çàäà÷è Øòåéíåðà. Êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì Êðàñêàëà äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå åâêëèäîâîé çàäà÷è áåç ïîòîêîâ, íî íå ãàðàíòèðóåò åãî ïîëó÷å-
íèÿ äëÿ ïîòîêîâîé çàäà÷è èç-çà íåïðåäñêàçóåìîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòîêîâ ïðè ëþáîì èçìåíåíèè òîïîëîãèè.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîÿâèëèñü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, íàçû-
âàåìûå áàçîâûìè ìåòàýâðèñòèêàìè (basic metaheuristics). Îáùåïðè-
íÿòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîêà íåò, íî èõ òðàêòóþò êàê ñòðàòåãèè âûñîêîãî
óðîâíÿ, óïðàâëÿþùèå ýâðèñòèêàìè íèæíåãî óðîâíÿ. Ðàçëè÷àþò ìåòî-
äû òðàåêòîðèé (trajectory methods), ñîõðàíÿþùèå îäíî ðåøåíèå, è ïî-
ïóëÿöèîííûå ìåòîäû (population-based methods), ñîõðàíÿþùèå êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî (ïîïóëÿöèþ) ðåøåíèé. Ïðèìåðàìè ìåòîäîâ òðàåêòîðèé
ñëóæàò òàáó-ïîèñê (ïîèñê ñ çàïðåòàìè), ìîäåëèðóåìûé îòæèã, ëîêàëü-
íûé ïîèñê ñ èòåðàòèâíûì óëó÷øåíèåì è äð. [8-10]. Ê ïîïóëÿöèîííûì
îòíîñÿòñÿ ìåòîäû îïòèìèçàöèè ìóðàâüèíîé êîëîíèè è ýâîëþöèîííîå
ìîäåëèðîâàíèå (ýâîëþöèîííûå âû÷èñëåíèÿ) [10-18]. Ïîñëåäíèå âêëþ-
÷àþò ýâîëþöèîííîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÝÏ), ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû (ÃÀ), ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ) è ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè
(ÝÑ).

Ñåé÷àñ íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ðàçðàáîòêè ãèáðèäíûõ ìåòàýâðè-
ñòèê, îñíîâàííûõ íà êîìáèíèðîâàíèè ìåòîäîâ, äîïóñêàþùåì èõ ÷å-
ðåäîâàíèå è âçàèìíîå âíåäðåíèå. Ïîÿâèëèñü ñëåäóþùèå ôîðìû ãè-
áðèäèçàöèè: êîìáèíèðîâàíèå áàçîâûõ ìåòàýâðèñòèê; êîìáèíèðîâàíèå
ìåòàýâðèñòèê è ñèñòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ; ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ìå-
òàýâðèñòèê.

Ïðè ðàçðàáîòêå ãèáðèäíûõ ìåòàýâðèñòèê äëÿ êîíêðåòíûõ êîìáè-
íàòîðíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
òåõ èëè èíûõ êîìïîíåíòîâ áàçîâûõ ìåòàýâðèñòèê. Äëÿ èõ ñðàâíåíèÿ
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ìåæäó ñîáîé ïðåäëîæåí êîíöåïòóàëüíûé ïîäõîä [19]. Îí ðàññìàòðè-
âàåò ìåòàýâðèñòèêó êàê ñòðàòåãèþ, îñíîâàííóþ íà äâóõ âçàèìîñâÿ-
çàííûõ àëüòåðíàòèâíûõ êîíöåïöèÿõ: äèâåðñèôèêàöèè è èíòåíñèôè-
êàöèè. Äèâåðñèôèêàöèÿ � êîíöåïöèÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé, èñïîëüçóþùàÿ ñïåöèôè÷åñêèå çíàíèÿ î çàäà÷å â âèäå ðàçëè÷-
íûõ ýâðèñòèê. Ýòî ñòèìóëèðóåò èññëåäîâàíèå åùå íå ïîñåùåííûõ îá-
ëàñòåé è ãåíåðàöèþ ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò ïðîñìîòðåííûõ ðàíåå. Èí-
òåíñèôèêàöèÿ � êîíöåïöèÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàííàÿ
íà èñòîðèè ïîèñêà, ñîõðàíÿåìîé â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÏÊ. Ïðè ýòîì
ïîèñê ôîêóñèðóåòñÿ íà èçó÷åíèè îêðåñòíîñòåé ýëèòíûõ ðåøåíèé.

Ýòè êîíöåïöèè ðåàëèçóþòñÿ ÷åðåç òðè îñíîâíûõ âèäà êðèòåðè-
åâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ: ïî öåëåâîé ôóíêöèè (ÖÔ); ïî àëüòåðíàòèâíîé
ôóíêöèè, èëè íàáîðó ïðàâèë; ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçàöèè. Îñíîâíàÿ çà-
äà÷à ïðè ðàçðàáîòêå ìåòàýâðèñòèêè - äîáèòüñÿ òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êðèòåðèåâ, êîòîðîå ïîçâîëèò áûñòðî âûÿâëÿòü îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà
ñ ðåøåíèÿìè âûñîêîãî êà÷åñòâà è íå òðàòèòü âðåìÿ íà ïîèñê â îáëà-
ñòÿõ, óæå èññëåäîâàííûõ èëè ñîäåðæàùèõ õóäøèå ðåøåíèÿ.

2. Ãèáðèäíàÿ ìåòàýâðèñòèêà

Çäåñü ïðåäñòàâëåíà ìåòàýâðèñòèêà, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ ïîòîêîâîé
çàäà÷è Øòåéíåðà. Îíà ðåàëèçîâàíà â àëãîðèòìå, îïèñàííîì â ðàáî-
òå [5]. Âíåøíèé öèêë àëãîðèòìà èìèòèðóåò ïðîöåññ âèäîîáðàçîâàíèÿ.
Íà÷èíàÿ ñ îáùåãî ïðåäêà, ñëó÷àéíûå ðîäèòåëè (îñíîâàòåëè) íîâûõ âè-
äîâ îñîáåé ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñëó-
÷àéíûõ ìóòàöèé, à èõ íà÷àëüíûå ïîïóëÿöèè � ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé. Âíóòðåííèé öèêë àëãîðèòìà ìîäåëèðóåò ýâî-
ëþöèþ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåäóþùèõ-
ñÿ ïàð ïîêîëåíèé ìóòàíòîâ è ãèáðèäíûõ îñîáåé. Îíè ïîðîæäàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé è êðîññèíãîâåðà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðîöåññ ýâîëþöèè çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà óëó÷øåíèé íåò íè â
îäíîì èç ïîêîëåíèé î÷åðåäíîé ïàðû. Ëó÷øàÿ ïî ÖÔ îñîáü ïîñëåäíåé
ïîïóëÿöèè îòáèðàåòñÿ â ýëèòíóþ ãðóïïó, âûòåñíÿÿ èç íåå õóäøóþ.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà èç ýòîé ãðóïïû âûáèðàåòñÿ ëó÷-
øåå ïî ýêñïåðòíîé îöåíêå ðåøåíèå (èì ìîæåò îêàçàòüñÿ ëó÷øåå ïî
çíà÷åíèþ ÖÔ). Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ÄØ ñ ïîëíîé òîïîëîãè-
åé.

Àëãîðèòì íàõîäèò õîðîøèå ðåøåíèÿ êàê äëÿ çàäà÷è ñ ïîòîêàìè,
òàê è áåç ïîòîêîâ, ïðè÷åì çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ [5,6]. Íàïðèìåð, äëÿ
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çàäà÷è ðàçìåðíîñòüþ n = 10 îí íàõîäèò ÌÄØíà 1-é èëè 2-é èòåðàöèè
èç 5 çàäàííûõ, âûïîëíÿÿ ïîñëåäíèå çà 0.2 ìèí. íà ÏÊ ñ Intel Celeron,
800 Hz, 256 RAM. ×òîáû íàéòè ÌÄØ, òî÷íûé àëãîðèòì äîëæåí ïðî-
âåðèòü 2027025 âàðèàíòîâ. Àëãîðèòì èñ÷åðïûâàþùåãî è íåèçáûòî÷íî-
ãî ïåðåáîðà ïîëíûõ òîïîëîãèé [20] çàòðà÷èâàåò íà ýòî îêîëî 35 ÷àñîâ.
Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà âî ìíîãîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ ãèáðèäíîé ìåòàýâðèñòèêè, ðåàëèçîâàííîé â
íåì. Åå ñïåöèôèêà ïðåäñòàâëåíà â òàáë.1 è ïîÿñíÿåòñÿ íèæå.

Òàáëèöà 1. Ãèáðèäíàÿ ìåòàýâðèñòèêà

Îïåðàöèÿ Áèîëîãè÷åñêèé Êîìïîíåíòû
àíàëîã

Âèäîîáðàçîâàíèå
1. Èòåðàòèâíûé Ñëó÷àéíûé ðîäèòåëü Îïåðàòîð ñëó÷àéíûõ

ðåñòàðò ìóòàöèé
2. Ôîðìèðîâàíèå Íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ Îïåðàòîð ñåëåêòèâíûõ
èñõîäíîé îáëàñòè ìóòàöèé

Êðèòåðèé îñòàíîâà ×èñëî èòåðàöèé

Ýâîëþöèÿ
ïîïóëÿöèè

3. Ðàñøèðåíèå Ïîêîëåíèå ìóòàíòîâ Îïåðàòîð ñåëåêòèâíûõ
èñõîäíîé îáëàñòè ìóòàöèé ñ ïîèñêîì

Ïîêîëåíèå ãèáðèäíûõ Îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà
îñîáåé ñ ïîèñêîì

4. Ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíîå Ëó÷øàÿ îñîáü Îòáîð ïî çíà÷åíèþ ÖÔ
ðåøåíèå

Êðèòåðèé îñòàíîâà Íåò óëó÷øåíèé ïðè
ðàñøèðåíèè îáëàñòè

5. Òàáó-ñïèñîê Ýëèòíàÿ ãðóïïà
Ïîðîãîâîå Õóäøàÿ îñîáü Çíà÷åíèå ÖÔ
ðåøåíèå

Ëó÷øåå ðåøåíèå Ëó÷øàÿ îñîáü Ýêñïåðòíàÿ îöåíêà
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Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà òîïîëîãèé. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ÷à-
ñòî èñïîëüçóþò ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì ðåñòàðòà: îíè âû-
ïîëíÿþòñÿ çàäàííîå ÷èñëî ðàç ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ðåøåíèé. Âî âíåø-
íåì öèêëå àëãîðèòìà [5] èñïîëüçîâàí ðåñòàðò, ýêâèâàëåíòíûé èòåðà-
òèâíîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà òîïîëîãèé íà îòäåëüíûå îáëàñòè ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì. Ïðîöåññ ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñ òî-
ïîëîãèåé s1 ∈ S. Èç íåãî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé
ïîðîæäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ èç r îñîáåé ïåðâîãî âèäà, à èõ òî-
ïîëîãèè îáðàçóþò ïåðâóþ èñõîäíóþ îáëàñòü M1 = N1(s1) ⊂ S, ãäå
N1(s1) � îêðåñòíîñòü òîïîëîãèè s1 è |N1(s1)| = r. Çàòåì îïåðàòîð ñëó-
÷àéíûõ ìóòàöèé áóäåò ïðèìåíåí ê s1, ÷òîáû ãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíóþ
òîïîëîãèþ ðîäèòåëÿ âòîðîãî âèäà s2 ∈ S è M2 = N2(s2) ⊂ S è ò.ä.
Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ îáùåãî ïðåäêà s1, òîïîëîãèè ñëó÷àéíûõ
ðîäèòåëåé áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàòüñÿ äðóã èç äðóãà.

Âåðîÿòíîñòü ïîâòîðíîãî ïîëó÷åíèÿ òîïîëîãèè ðîäèòåëÿ äîñòàòî÷-
íî ìàëà. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîñòûì óâåëè÷åíèåì íîðìû (óïðàâëÿþ-
ùåãî ïàðàìåòðà) îïåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ìóòàöèé. Îäíîé ñëó÷àéíîé ìó-
òàöèè ñîîòâåòñòâóåò îäíà òðàíñïîçèöèÿ â âåêòîðå òîïîëîãèè [3]. Ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü ïîâòîðåíèÿ òîïîëîãèè íå ïðåâûøàåò 1/(2(2n − 6)),
ãäå n > 3. Íîðìà îïåðàòîðà çàäàåò ÷èñëî òðàíñïîçèöèé. Ïðè âûïîë-
íåíèè k òðàíñïîçèöèé âåðîÿòíîñòü ïîâòîðíîãî ïîÿâëåíèÿ òîïîëîãèè
� íå áîëåå 1/(2(2n− 6))k.

Êîìáèíèðîâàíèå áàçîâûõ ìåòàýâðèñòèê.Ìåòîäû òðàåêòîðèé õî-
ðîøî èññëåäóþò îòäåëüíûå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, íî íå âñåãäà âûõî-
äÿò èç îáëàñòè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èç-çà òîãî, ÷òî ïîñëåäóþùåå
ðåøåíèå èùåòñÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäûäóùåãî. Ïîïóëÿöèîííûå ìåòîäû
õîðîøî èäåíòèôèöèðóþò ïåðñïåêòèâíûå îáëàñòè, íî åñòü îïàñíîñòü
ïîòåðÿòü õîðîøåå ðåøåíèå èç-çà òîãî, ÷òî ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå ìî-
æåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî. Êîìáèíèðîâàíèå ýòèõ
ìåòîäîâ âûãëÿäèò ïåðñïåêòèâíûì, íî, íàñêîëüêî èçâåñòíî, ðàíåå íå
ïðèìåíÿëîñü ê ïîòîêîâîé çàäà÷å Øòåéíåðà. Âî âíóòðåííåì öèêëå àë-
ãîðèòìà èñïîëüçîâàíî âíåäðåíèå ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ èòåðàòèâíûì
óëó÷øåíèåì â îðèãèíàëüíûå ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòîðû [3]. Ýòà ôîðìà
ãèáðèäèçàöèè îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè.

1. Ðàñøèðåíèå èñõîäíîé îáëàñòè. Êîìáèíèðîâàíèå îïåðàòîðà ñå-
ëåêòèâíûõ ìóòàöèé è ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïîçâîëÿåò äèíàìè÷åñêè ðàñ-
øèðÿòü èñõîäíóþ îáëàñòü Mi, ãäå i � åå ïîðÿäêîâûé íîìåð. Ðàñøè-
ðåííàÿ îáëàñòü Mi ⊆ M∗

i ⊂ S ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
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êàæäîãî s ∈ Mi ñòðîèòñÿ îêðåñòíîñòü Nj(s), ñîäåðæàùàÿ ìíîæå-
ñòâî òîïîëîãèé, ñîñåäíèõ ñ òîïîëîãèåé s îòíîñèòåëüíî âåðøèíû j, ãäå
j = 2, ..., 2n − 2 � íîìåðà âñåõ âåðøèí äåðåâà, êðîìå êîðíÿ. Îêðåñò-
íîñòü Nj(s) ïðîñìàòðèâàåòñÿ äî íàõîæäåíèÿ ïåðâîé òîïîëîãèè s′, äà-
þùåé óëó÷øåíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Åñëè îíî íå íàéäåíî, Nj(s) îò-
áðàñûâàåòñÿ è ôîðìèðóåòñÿ îêðåñòíîñòü Nj+1(s). Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå Nj(s) ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê M∗

i , è ïîèñê ïðîäîëæàåòñÿ â îêðåñòíî-
ñòè Nj+1(s′). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî s ∈ Mi ñòðîÿòñÿ 2n − 3
îêðåñòíîñòåé. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïðîñìàòðèâàåìûõ òîïîëîãèé � ñëó÷àé-
íîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [2n−3, k1(2n−3)], ãäå k1 � íîðìà îïåðàòîðà
ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé. Ðåçóëüòàò ïîèñêà � íàõîæäåíèå ëó÷øåé ïîë-
íîé òîïîëîãèè ŝ ∈ M∗

i è ñîîòâåòñòâóþùåãî ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ (ŝ, x̂) ∈ M∗

i ×X.
2. Èññëåäîâàíèå ðàñøèðåííîé îáëàñòè. Êîìáèíèðîâàíèå îïåðàòî-

ðà êðîññèíãîâåðà è ëîêàëüíîãî ïîèñêà èíòåíñèôèöèðóåò íàõîæäåíèå
óëó÷øåíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ðàñøèðåííîé îáëàñòè. Ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðà êðîññèíãîâåðà äëÿ ŝ ∈ M∗

i ôîðìèðóþòñÿ ïîëíûå ïîääåðåâüÿ
çàäàííîé ðàçìåðíîñòè ñ êîðíÿìè â ÒØ: j = 1, ..., n−2 [3]. Ïî ðàññìîò-
ðåííîé âûøå ñõåìå äëÿ ìóòàöèé ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòñÿ ñèñòåìà
n− 2 îêðåñòíîñòåé Nj(ŝ). Êàæäàÿ îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò |Nj(ŝ)| = k2

ïîëíûõ òîïîëîãèé, ÷èñëî êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíî-
ñòüþ ïîääåðåâà. Òîãäà ÷èñëî ïðîñìàòðèâàåìûõ òîïîëîãèé � ïîðÿäêà
k2(n− 2). Ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìóòàöèé ëîêàëüíî ìèíè-
ìàëüíîå ðåøåíèå (ŝ, x̂) ìîæåò áûòü óëó÷øåíî çà ñ÷åò èíòåíñèâíîãî
èññëåäîâàíèÿ ðàñøèðåííîé îáëàñòè.

3. ×åðåäîâàíèå îïåðàòîðîâ. Â ïîïóëÿöèîííûõ ìåòîäàõ äåéñòâèå
îïåðàòîðà ìóòàöèé ñâÿçàíî ñ äèâåðñèôèêàöèåé, à îïåðàòîðà êðîñ-
ñèíãîâåðà ñ èíòåíñèôèêàöèåé ïîèñêà. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ñíà÷àëà
ïðèìåíÿòü îïåðàòîð ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàñøè-
ðåíèÿ èñõîäíîé îáëàñòè, çàòåì � îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ýòîé îáëàñòè.

4. Óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ îñòàíîâà. Óêàçàííûå ñâîéñòâà ãåíåòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò óïðîñòèòü êðèòåðèé îñòàíîâà âíóòðåííåãî öèê-
ëà àëãîðèòìà. Äîñòàòî÷íî îòñëåæèâàòü óëó÷øåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè,
êîòîðûå íàõîäèò îïåðàòîð ñåëåêòèâíûõ ìóòàöèé áëàãîäàðÿ âíåäðåí-
íîìó â íåãî ëîêàëüíîìó ïîèñêó. Åñëè â êàêîé-òî èòåðàöèè öèêëà óëó÷-
øåíèÿ íå áûëî, çíà÷èò, ìíîæåñòâî M∗

i íå èçìåíÿëîñü, è ïîèñê ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà íè÷åãî íîâîãî íå äàñò. Îñòàíîâ ãàðàí-
òèðóåòñÿ ëîêàëüíûì õàðàêòåðîì ïîèñêà [6].
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5. Îáõîä âåðøèí äåðåâà. Ïðèâÿçêà ïîèñêà ê ïîðÿäêó ðàñïîëîæå-
íèÿ âåðøèí äåðåâà âíîñèò íàïðàâëåííîñòü â ðàñøèðåíèå èñõîäíûõ
îáëàñòåé è ïîèñê ëó÷øèõ òîïîëîãèé. Ïðè ðåøåíèè ïîòîêîâîé çàäà÷è
îòìå÷åíà óñòîé÷èâîñòü êîíôèãóðàöèè äåðåâà â ïðèêîðíåâîé îáëàñòè,
ãäå äóãè èìåþò áîëüøèé âåñ. Ïîýòîìó âàæíî íàïðàâëåíèå îáõîäà âåð-
øèí. ×òîáû ëó÷øå îòñëåæèâàòü ïåðñïåêòèâíûå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòîêîâ â ðåçóëüòàòå ìóòàöèé, íàäî äâèãàòüñÿ îò ïåðèôåðèè ê êîðíþ
äåðåâà. ×òîáû ñîõðàíèòü íàéäåííûå îïåðàòîðîì êðîññèíãîâåðà óëó÷-
øåíèÿ êîíôèãóðàöèè, ñëåäóåò äâèãàòüñÿ îò êîðíÿ ê ïåðèôåðèè. Ýòà
ïðîñòàÿ ýâðèñòèêà õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ïîòîêîâîé çàäà÷è è íåéòðàëü-
íà äëÿ çàäà÷è áåç ïîòîêîâ.

6. Ðàçìåð ïîïóëÿöèè. Ýòîò ïàðàìåòð ðåãóëèðóåò ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó äèâåðñèôèêàöèåé è èíòåíñèôèêàöèåé ïîèñêà. ÝÀ è ÃÀ îáû÷íî õðà-
íÿò ïîïóëÿöèþ áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàçáèåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé íà áîëüøèå èñõîäíûå îáëàñòè. Êîìáèíèðîâàíèå
ìåòàýâðèñòèê ïîçâîëÿåò ïðîñìàòðèâàòü áîëüøîå ÷èñëî òîïîëîãèé è
ñðàçó îòáðàñûâàòü íåïåðñïåêòèâíûå, ïîýòîìó ìîæíî óñïåøíî ðàáî-
òàòü ñ ïîïóëÿöèåé íåáîëüøîãî ðàçìåðà, è â ÷àñòíîñòè, ñ ïîïóëÿöèåé
èç îäíîé îñîáè.

Ðàíäîìèçàöèÿ. Ñëó÷àéíîñòü � íåîòúåìëåìûé êîìïîíåíò ðàçðàáî-
òàííîé ìåòàýâðèñòèêè. Îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèÿõ ãåíåòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ, à òàêæå â êðèòåðèè îñòàíîâà ïîèñêîâûõ ïðîöåññîâ âíó-
òðåííåãî öèêëà àëãîðèòìà [3, 4], õîòÿ è íå èñ÷åðïûâàåòñÿ èìè.

Ýëèòíàÿ ãðóïïà. Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñïèñêà çàïðåùåííûõ ðåøå-
íèé â òàáó-ïîèñêå è óñòàíàâëèâàåò ïîðîã äëÿ ïîèñêà íîâûõ ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ëó÷øåé òîïîëîãèè â ðàñ-
øèðåííîé îáëàñòè è ïîñëåäóþùåé îïòèìèçàöèè êîîðäèíàò ÒØ ïîëó-
÷àåì ÄØ. Åñëè åãî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ëó÷øå, ÷åì ó õóäøåãî
ÄØ, âòîðîå âûòåñíÿåòñÿ ïåðâûì. Ïðè ýòîì òåêóùàÿ âåëè÷èíà ïîðîãà
èçìåíèòñÿ. Ýëèòíàÿ ãðóïïà íåáîëüøîãî ðàçìåðà èìååò áîëåå âûñîêèé
ïîðîã, ÷òî ñòèìóëèðóåò ãëîáàëüíóþ äèâåðñèôèêàöèþ ïîèñêà.

3. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíà ãèáðèäíàÿ ìåòàýâðèñòèêà äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé òî-
ïîëîãèè â åâêëèäîâîé çàäà÷å Øòåéíåðà ñ ïîòîêàìè è çàâèñÿùèìè îò
íèõ âåñàìè. Íàñêîëüêî èçâåñòíî, íè áàçîâûå, íè ãèáðèäíûå ìåòàýâðè-
ñòèêè ðàíåå íå ïðèìåíÿëèñü ê ýòîé çàäà÷å.
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Àëãîðèòì ýôôåêòèâåí ïðè ðåøåíèè ïîòîêîâîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó
â í¼ì èñïîëüçîâàíû ýâðèñòèêè, ðàçðàáîòàííûå ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè
èìåííî ýòîé çàäà÷è. Îäíàêî åãî ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü è ê çàäà÷å
áåç ïîòîêîâ.

Îñíîâíûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ ãèáðèäíîé ìåòàýâðèñòèêè íîñÿò îá-
ùèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ çàäà÷èØòåéíåðà íà ãðàôå
èëè íà ïðÿìîóãîëüíîé ðåø¼òêå.
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