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В работе рассмотрен теоретико-игровой подход к вычисле-
нию значения центральности вершин ориентированного гра-
фа, основанный на числе появления вершин в путях фикси-
рованной длины. Предложено определять центральность вер-
шины как решение кооперативной игры, где характеристиче-
ская функция задается как число простых путей фиксирован-
ной длины в подграфах, соответствующих коалициям. Вводит-
ся понятие интегральной центральности как значения опре-
деленного интеграла от функции дележа. Продемонстрирова-
но, что данная мера центральности удовлетворяет аксиомам
Boldi–Vigna.
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1. Введение

При решении большого числа прикладных задач необходим ана-
лиз сети, описывающей рассматриваемую систему. Сеть в этом слу-
чае представима в виде графа. Существует большой спектр мето-
дов, позволяющих исследовать структурные свойства графа; один
из ключевых – вычисление значения центральности вершин графа.
Центральность позволяет выявить наиболее значимые вершины, оце-
нить, насколько удачно они расположены в графе, как они влияют
на процессы, протекающие в сети.

Существуют различные подходы к вычислению центральности
вершин в графе. Простейшей с точки зрения вычисления является
степенная центральность (degree centrality) [22], которая в общем слу-
чае демонстрирует сколько соседей у вершины. При анализе ориен-
тированных графов могут учитываться числа входящих и исходящих
связей (in-degree centrality, out-degree centrality) [18]. Исторически од-
ним из первых подходов является центральность по посредничеству
(betweenness centrality) [5,10]. Данная мера центральности основа-
на на вычислении числа кратчайших путей, соединяющих все пары
вершин в графе. Центральность вершины в этом случае определяет-
ся количеством путей, проходящих через рассматриваемую вершину.
Также одним из распространенных методов является центральность
по близости (closeness centrality) [7,21,6], где наиболее центральная
вершина находится ближе всех к другим вершинам сети.

В последние годы все более широкое распространение получают
теоретико-игровые меры центральности [4,12–17], рассматривающие
группы вершин в качестве коалиций игроков. Подобный подход поз-
воляет учитывать групповое влияние вершин на систему.

В данной работе представлен теоретико-игровой подход к вычис-
лению значения центральности вершин ориентированного графа, ос-
нованный на числе появлений вершины в направленных путях раз-
личной длины, включая циклы.
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2. Значение Майерсона как мера центральности в ориенти-
рованных графах

Определим на ориентированном графе G = (N,E), где N – мно-
жество вершин, E – множество ребер, кооперативную игру
Γ =< N, v >. В данной игре N – множество игроков, на котором
задана характеристическая функция v(K), K ⊂ N , равная числу
простых путей фиксированной длины k = 1, 2, . . . в подграфе, по-
рожденном множеством игроков K. Как показано в работе [14], для
ранжирования вершин в неориентированном графе может быть ис-
пользовано решение кооперативной игры в форме Шепли-Майерсона
[17]. Но аналогичный подход можно применять и для ориентирован-
ных графов.

Теорема 2.1. Значение Майерсона для игрока i ∈ N в коопера-
тивной игре на ориентированном графе G, где характеристическая
функция v(K) определяется как количество направленных простых
путей фиксированной длины k в подграфе, порожденном множе-
ством K ⊂ N , может быть найдено по формуле

Xi =
nk(i)

k + 1
, (2.1)

где nk(i) есть число простых путей длины k, проходящих через вер-
шину i.

Доказательство данной теоремы для ориентированных графов ана-
логично доказательству в случае неориентированных. Приведем его
здесь. Для доказательства утверждения достаточно доказать выпол-
нение двух аксиом [17].

Доказательство. Аксиома 1. Если S – связная компонента графа
G и v(S) – выигрыш коалиции S, то

|S|∑
i=1

Xi = v(S).

Для простоты предположим, что граф G связный. В нашем случае
v(N) это количество путей (направленных) длины k в графе G. Пе-
ренумеруем все пути l ∈ {1, 2, . . . , v(N)}. Определим δl(i) следующим
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образом. Будем считать δl(i) = 1, если вершина i находится в пути l
и 0, иначе.

Тогда

n∑
i=1

Xi =
1

k + 1

n∑
i=1

nk(i) =
1

k + 1

n∑
i=1

v(N)∑
l=1

δl(i) =
1

k + 1

v(N)∑
l=1

n∑
i=1

δl(i).

Каждый путь состоит из k + 1 разных вершин (i1, . . . , ik+1). Отсюда
n∑

i=1

δl(i) = k + 1. Следовательно,

n∑
i=1

Xi =
1

k + 1

v(N)∑
l=1

n∑
i=1

δl(i) = v(N).

Таким образом, Аксиома 1 верна. Перейдем к Аксиоме 2.
Аксиома 2. Для любой пары игроков i, j ∈ N выигрыш изменя-

ется на одинаковую величину при добавлении или удалении ребра в
графе G.

Пусть, например, ij ∈ E(G). Удалим это ребро, в данном случае,
направленное. Тогда все пути длины k, которые ранее проходили че-
рез ребро ij, будут вычтены при подсчете путей одновременно из
nk(i) и nk(j) в новом графе G− ij. Отсюда,

Xi(G)−Xi(G− ij) = Xj(G)−Xj(G− ij).

Таким образом, аксиома 2 также верна, что доказывает теорему.

3. Примеры вычисления значения Майерсона для ориенти-
рованных графов

Как следует из теоремы 2.1, значение Майерсона определяется че-
рез число простых путей заданной длины. Задача вычисления числа
простых путей, проходящих через вершину, является нетривиальной.
Здесь мы покажем, как можно вычислить это число для путей длины
2 и 3. Ограничимся рассмотрением ориентированных графов, в кото-
рых нет двунаправленных ребер. Для вычислений нам понадобится
матрица смежности и ее степени 2 и 3.
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Утверждение 3.1. Пусть A – матрица смежности ориентиро-
ванного графа G и A2 – ее квадрат. Тогда число появлений вершины
i в простых путях длины 2 n2(i) может быть вычислено по фор-
муле

n2(i) =
n∑

k=1

(
a
(2)
ik + a

(2)
ki

)
+

n∑
k=1

n∑
j=1

akiaij.

Первое выражение соответствует числу всех простых путей дли-
ны 2, начинающихся или заканчивающихся в рассматриваемой вер-
шине i. Второе выражение учитывает пути, в которых вершина i

лежит в середине пути.

Утверждение 3.2. Пусть A – матрица смежности ориентиро-
ванного графа G и A2, A3 – квадрат и куб матрицы A. Тогда число
появлений вершины i в простых путях длины 3 n3(i) может быть
вычислено по формуле

n3(i) =
n∑

k=1
k 6=i

(
a
(3)
ik + a

(3)
ki

)
+

n∑
k=1

aki

n∑
j=1
j 6=k

a
(2)
ij +

n∑
k=1

a
(2)
ki

n∑
j=1
j 6=k

aij.

Здесь первое слагаемое соответствует числу всех простых путей
длины 3, начинающихся или заканчивающихся в вершине i. Второе
слагаемое учитывает пути, в которых вершина i лежит на второй
позиции в пути, а третье учитывает пути, в которых вершина i лежит
на третьей позиции в пути.

Пример 1. Проиллюстрируем приведенную формулу на при-
мере ориентированного графа G1 из 6 вершин (рис. 1) с матрицей
смежности A:

A =



0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0


.

Выпишем, например, пути длины d = 3, проходящие через вер-
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шину 3. Всего таких путей 8:

3654 3612

1365 5361

6132 6134 6532 6534

В первой строке перечислены пути, начинающиеся в вершине 3. Во
второй строке пути, в которых вершина 3 стоит на втором месте, и
в третьей строке вершина 3 стоит на третьем месте. Других путей с
вершиной 3 нет.

Рисунок 1. Граф G1

Теперь вычислим квадрат и куб матрицы смежности.

A2 =



0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1

0 1 2 1 0 0


, A3 =



1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0

0 2 0 2 0 2


.

По формуле из утверждения 3.2 находим

n3(3) =
6∑

k=1
k 6=3

(
a
(3)
3k + a

(3)
k3

)
+

6∑
k=1

ak3

6∑
j=1
j 6=k

a
(2)
3j +

6∑
k=1

a
(2)
k3

6∑
j=1
j 6=k

a3j =

= (a
(3)
32 + a

(3)
34 ) + (a13a

(2)
35 + a53a

(2)
31 ) + (a

(2)
63 a32 + a

(2)
63 a34) = 2 + 2 + 4 = 8.
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Это совпадает с числом простых путей длины 3, проходящих через
вершину 3.

4. Интегральная центральность

Выше мы рассмотрели на ориентированном графе G = (N,E),
|N | = n, кооперативную игру n лиц Γ =< N, v(K) >, где характе-
ристическая функция v(K) определялась как число направленных
путей фиксированной длины d, проходящих через рассматриваемую
вершину, в подграфе, порожденном коалицией K. Варьируя длину
пути d, можно определить характеристическую функцию в более об-
щем виде как полином:

v(K) =
∑
i∈K

n−1∑
d=1

nd(i)r
d, r ∈ [0, 1],

где nd(i) есть число простых путей длины d, проходящих через вер-
шину i.

Величина r может определяться по аналогии с подходом Джексо-
на [11], где игроки получают r за создание прямой связи, коалиция
получает r2 за создание пути длины 2 и т.д. Здесь игроки, образу-
ющие связь, получают r за появление пары в путях длины 1, r2 за
появленияе тройки в путях длины 2 и т.д.

Аналогично разделу 2 можно показать (см. также [15]), что рас-
пределение выигрыша коалиции между игроками в соответствии с
значением Майерсона имеет вид:

Xi(r) =
n1(i)

2
r +

n2(i)

3
r2 + · · ·+ nn−1(i)

n
rn−1 =

n−1∑
d=1

nd(i)

d+ 1
rd.

Выбирая конкретное значение r, можно получить значение функ-
ции дележа Xi(r) для всех игроков. Для исключения шага с выбо-
ром значения r при ранжировании могут быть использованы значе-
ния определенного интеграла от функции, определяющей дележ, по
переменной r на отрезке [0, 1]. Функции дележа представляют собой
полиномиальные функции, что позволяет легко записать выражения
для определения центральности:
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Ii =

1∫
0

Xi(r)dr =

1∫
0

n−1∑
d=1

nd(i)

d+ 1
rd dr =

n−1∑
d=1

nd(i)

(d+ 1)2
. (4.1)

Определение 4.1. Значение Ii =
1∫
0

Xi(r)dr =
n−1∑
d=1

nd(i)
(d+1)2

, где Xi(r) –

функция, задающая дележ в кооперативной игре Γ на графе, назы-
вается интегральной центральностью вершины i.

Пример 2. Рассмотрим в качестве примера фрагмент графа
цитирования сети Math-Net (рис. 2). В данном случае наличие ори-
ентированного ребра ij означает, что автор i ссылается на работу
автора j.

Рисунок 2. Фрагмент графа сети Math-Net

Найдем интегральную центральность вершин данного графа. Обо-
значим через nk вектор числа появлений вершин графа в путях дли-
ны k.

n1 = (8, 5, 3, 3, 2, 4, 2, 3, 3, 3) ,

n2 = (7, 9, 4, 4, 1, 3, 4, 3, 2, 2) ,

n3 = (4, 6, 3, 3, 0, 0, 5, 2, 1, 0) ,

n4 = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0) ,
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все остальные nk, k ≥ 5 равны нулю. Тогда значения интегральной
центральности согласно определению равны:

I =
n1

4
+
n2

9
+
n3

16
+
n4

25
=

= (3.067, 2.665, 1.421, 1.421, 0.611, 1.333, 1.296, 1.208, 1.034, 0.972).

В результате, наибольшей центральностью обладает вершина 1, так-
же важна вершина 2.

Вычислим интегральную центральность вершин для цикла и пол-
ного графа. Очевидно в силу симметрии, что центральности всех вер-
шин в этом случае одинаковы и достаточно вычислить центральность
одной из них.

Для всех вершин p−цикла дележ определяется функцией:

X(r) =

p−1∑
d=1

nd

d+ 1
rd =

p−1∑
d=1

d+ 1

d+ 1
rd =

p−1∑
d=1

rd.

Тогда значение интегральной центральности запишется следую-
щим образом:

Ip =

1∫
0

X(r)dr =

1∫
0

p−1∑
d=1

rddr =

p−1∑
d=1

1

d+ 1
.

Для вершин k−клики справедлива формула

nd(k) = (d+ 1)!

(
k − 1

d

)
.

Действительно, в пути длины d: l = (i1, . . . , id+1) вершина i может
находиться на первом, втором,. . . , d + 1-ом месте. Остальные d из
k − 1 вершин могут быть выбраны

Ad
k−1 =

(
k − 1

d

)
· d!

способами. Следовательно,

X(r) =
k−1∑
d=1

nd(k)

d+ 1
rd =

k−1∑
d=1

d!

(
k − 1

d

)
rd,
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и тогда интегральная центральность равна

Ik =

1∫
0

X(r)dr =

1∫
0

k−1∑
d=1

d!

(
k − 1

d

)
rddr =

1

k

k−1∑
d=1

d!

(
k

d+ 1

)
=

=
k−1∑
d=1

(k − 1)!

(d+ 1)(k − d− 1)!
.

5. Аксиомы центральности

В статье Boldi – Vigna [8] описана система аксиом центральности,
основанная на проверке изменения меры центральности при изуче-
нии клик и направленных циклов. Следует проверить следующее:
все ли вершины k−клики имеют одинаковое значение центральности;
все ли вершины направленного p−цикла имеют одинаковое значение
центральности; важнее ли вершины k−клики по сравнению с верши-
нами направленного p−цикла. Приведем формулировки аксиом, как
они представлены в [8], [3].

A1 (аксиома размера). Рассмотрим граф Sk,p (рис. 3), состоящий
из двух компонент: k−клики и p−цикла. Мера центральности удо-
влетворяет аксиоме размера, если для каждого k существует число
Pk, такое, что для всех p ≥ Pk в графе Sk,p центральность верши-
ны в p−цикле строго больше центральности вершины в k−клике, а
для каждого p существует Kp, такое, что для всех k ≥ Kp централь-
ность вершины в k−клике строго больше центральности вершины в
p−цикле.

Рисунок 3. Граф Sk,p
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A2 (аксиома плотности). Рассмотрим граф Dk,p (рис. 4), состоя-
щий из k−клики и p−цикла (k, p ≥ 3), связанных двунаправленным
мостом x ←→ y, где x – вершина клики, а y – вершина цикла. Ме-
ра центральности удовлетворяет аксиоме плотности, если при k = p

центральность x строго больше центральности y.

Рисунок 4. Граф Dk,p

A3 (аксиома монотонности). Мера центральности удовлетворя-
ет аксиоме монотонности, если для любого графа G и каждой пары
вершин x и y, таких, что ребро x → y не принадлежит множеству
ребер EG графа G, если добавить в G такое ребро, то центральность
y возрастет.

Добавим к данной системе аксиому связности.
A4 (аксиома связности). Мера центральности удовлетворяет ак-

сиоме связности, если для любого графа G и любых двух компонент
связности G1 и G2 графа G, и каждой пары вершин x ∈ G1 и y ∈ G2,
при добавлении ребра x → y центральность всех вершин в G2 не
убывает.

Докажем, что данные аксиомы выполняются для интегральной
меры центральности.

A1. Для доказательства данной аксиомы достаточно показать,
что центральности вершин как p−цикла, так и k−клики неограни-
ченно возрастают при увеличении p и k. В предыдущем разделе было
показано, что для всех вершин p−цикла интегральная центральность
определяется функцией:

Icp =

p−1∑
d=1

1

d+ 1
.



Теоретико-игровая центральность 75

Значение центральности вершин p−цикла можно оценить как
Ip = Sp − 1, где Sp – сумма первых p членов гармонического ряда.
Л. Эйлером было получено асимптотическое выражение для суммы
первых n членов гармонического ряда:

Sp = ln p+ γ + εp,

где γ = 0, 5772 . . . – постоянная Эйлера-Маскерони [23], εp – погреш-
ность, εp → 0 при p→∞. Тогда Icp →∞ при p→∞.

Для вершин k−клики справедлива формула

Iqk =
k−1∑
d=1

(k − 1)!

(d+ 1)(k − d− 1)!
.

Нетрудно заметить, что Iqk ≥ Ick, откуда следует неограниченный рост
Iqk , при k →∞.

A2. Выше мы отметили, что при k = p Iqk(x) ≥ Ick(y), т.е. цен-
тральность вершины x в клике больше центральности вершины y в
цикле. При этом, для любого d число направленных путей длины d в
клике nq

d(x) больше, чем число направленных путей длины d в цикле
nc
d(y). Соединим вершину x из клики с вершиной y в цикле двуна-

правленным мостом x ←→ y. Тогда число путей любой длины d и
в клике и в цикле увеличится на одну и ту же величину. Поэтому
интегральная центральность вершины x по-прежнему будет больше
центральности вершины y. Справедливость аксиомы A2 доказана.

A3. Аксиома A3 очевидно выполняется, т.к. после добавления
ребра x→ y вершина y будет встречаться в путях, оканчивающихся
в ней, что увеличит значение центральности.

A4. Аксиома A4 выполняется, т.к. после добавления ребра x→ y

число направленных путей, проходящих через вершины из графа G2

может только увеличиться.

Теорема 5.1. Для интегральной центральности (4.1) аксиомы A1,
A2, A3, A4 выполняются.

Стоит отметить, что согласно [8] аксиомы A1, A2, A3 без каких-
либо оговорок справедливы лишь для гармонической центральности
[20].
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6. Вычисление центральности вершин ориентированных гра-
фов с циклами

В предложенном подходе для определения центральности вершин
в графе основной проблемой является вычисление числа простых пу-
тей (без циклов) фиксированной длины, проходящих верез данную
вершину. В работе [14] приведена модификация значения Майерсо-
на на случай, когда кроме простых путей рассматриваются также и
циклы. В этом случае удается получить достаточно простые выраже-
ния для этой характеристики с использованием элементов матрицы
смежности рассматриваемого графа. Для ранжирования в таком слу-
чае используется величина si(k)

k+1
, где si(k) – число появлений вершины

i в путях длины k. Также в [14] приведены доказательства теорем о
числе появления вершин в путях фиксированной длины, включая
циклы, в неориентированных графах. Дальнейшее исследование по-
казало, что аналогичная формула справедлива также и для числа
появлений вершины в путях в ориентированных графах.

Теорема 6.1. Пусть Ad – матрица смежности ориентированного
графа G, возведенная в степень d. Тогда число появлений вершины
i в путях фиксированной длины d (включая циклы) nd(i) может
быть вычислено по формуле

nd(i) =
n∑

k=1

(
a
(d)
ik + a

(d)
ki

)
+

d−1∑
l=1

[
n∑

k=1

a
(l)
ki ·

n∑
j=1

a
(d−l)
ij

]
. (6.1)

Доказательство. Первая сумма учитывает появления вершины i в
начале и конце путей длины d. Величины a

(d)
ik и a(d)ki – элементы мат-

рицы Ad – соответствуют числу путей длины d, начинающихся в вер-
шине i и заканчивающихся в ней. Вторая сумма позволяет учесть по-
явления рассматриваемой вершины и в середине путей длины d: a(l)ki
– элемент матрицы Al, равный числу путей длины l, оканчивающих-
ся в вершине i; a(d−l)ij – элемент матрицы Ad−l, описывающий число
путей длины d− l, начинающихся в той же вершине. Складывая их
произведения для всех допустимых l получим число появлений вер-
шины i в середине путей фиксированной длины d.
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Пример 3. Проиллюстрируем приведенную формулу на примере
ориентированного графа G2 из 6 вершин (рис. 5) с матрицей смеж-
ности A:

A =



0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0


.

Рисунок 5. Граф G2

Выпишем пути длины d = 3. Всего таких путей 25:

1212 2121 3456 4521 5212 6121
1234 2123 3452 4561 5612 6123
1452 2345 4523 5214 6345
1456 2145 4563 5614 6145
1214 5234

5634

Вершина 2 встречается в путях длины 3 21 раз. Вычислим число
появлений вершины 2 по формуле (6.1):

n3(2) =
6∑

k=1

(
a
(3)
2k + a

(3)
k2

)
+

2∑
l=1

[
6∑

k=1

a
(l)
k2 ·

6∑
j=1

a
(3−l)
2j

]
.
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Для вычислений нужны квадрат и куб матрицы смежности.

A2 =



1 0 1 0 1 0

0 1 0 2 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

2 0 2 0 0 0

0 1 0 2 0 0


, A3 =



0 2 0 2 0 1

1 0 1 0 2 0

0 1 0 0 0 1

2 0 2 0 0 0

0 2 0 4 0 0

1 0 1 0 2 0


.

n3(2)=(2+2+1+1+2+1) +

[
6∑

k=1

ak2 ·
6∑

j=1

a
(2)
2j +

6∑
k=1

a
(2)
k2 ·

6∑
j=1

a2j

]
=

= 9 + [2 · 3 + 3 · 2] = 9 + 6 + 6 = 21.

Для ориентированных ациклических графов, т.е. ориентирован-
ных графов без направленных циклов, но допускающих наличие па-
раллельных путей, число появлений вершины в путях фиксирован-
ной длины совпадает с числом простых путей, проходящих через эту
вершину. А значит величина, полученная с помощью формулы (6.1),
может использоваться для нахождения значения Майерсона в ори-
ентированном графе по формуле (2.1).

В случае произвольного ориентированного графа будем опреде-
лять центральность вершин в виде

Xi(r) =
n1(i)

2
r +

n2(i)

3
r2 + · · ·+ nn−1(i)

n
rn−1 =

n−1∑
d=1

nd(i)

d+ 1
rd.

Дележ X очевидно удовлетворяет первой аксиоме Майерсона [17]
(по способу построения дележа и заданию характеристической функ-
ции), но не удовлетворяет второй аксиоме (акисоме справедливости),
утверждающей, что оба игрока i и j должны одинаково получать
выгоду или терять ее при создании или удалении связи ij. Данное
условие не выполняется в связи с включением в рассмотрение цик-
лов. В общем случае возможно появление путей вида . . . ijijijiji . . . ,
что приводит к различному числу появлений вершин i и j в зависи-
мости от четности длины пути.
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Рисунок 6. Граф G1 − 14

Проиллюстрируем это с помощью контрпримера. Для этого вер-
немся к графу G2 (пример 3). Удалим из этого графа связь 1 − 4

(рис. 6).
Запишем выигрыши игроков 1 и 4 до удаления связи (X1, X4) и

после (X ′1, X ′4):

X1 =
4

2
r +

10

3
r2 +

21

4
r3 +

42

5
r4 +

82

6
r5,

X4 =
3

2
r +

8

3
r2 +

18

4
r3 +

36

5
r4 +

70

6
r5,

X ′1 =
3

2
r +

7

3
r2 +

13

4
r3 +

22

5
r4 +

37

6
r5,

X ′4 =
2

2
r +

5

3
r2 +

11

4
r3 +

19

5
r4 +

34

6
r5.

Начиная со слагаемого, соответствующего числу появления вер-
шин в путях длины 3, начинаются расхождения в разностях X1 −
X ′1, X4 −X ′4, что нарушает условие аксиомы Майерсона:

X1 −X ′1 =
1

2
r +

3

3
r2 +

8

4
r3 +

20

5
r4 +

45

6
r5,

X4 −X ′4 =
1

2
r +

3

3
r2 +

7

4
r3 +

17

5
r4 +

36

6
r5.

Выбирая конкретное значение r, можно получить значение функ-
ции дележа Xi(r) для всех игроков. В дальнейшем эти значения мо-
гут использоваться для ранжирования вершин графа, что позволяет
ввести еще один подход к вычислению центральности.
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На рис. 7 представлены графики функций дележа для игроков на
графе G2. Выберем значение r = 1

2
, тогда дележ:

X = (3.44, 3.44, 2.09, 2.79, 2.79, 2.09) .

Видно, что при таком подходе вершины 1 и 2 по-прежнему об-
ладают наибольшими значениями центральности, наименьшая цен-
тральность у вершин 3, 6.

Рисунок 7. Графики функций, определяющих дележ

Для примера 3 можно записать вектор I интегральных централь-
ностей вершин графа G2:

I(G2) = (7.38, 7.38, 4.17, 6.14, 6.14, 4.17) .

Порядок вершин при ранжировании сохраняется.

7. Центральность вершин графа на основе турнирной мат-
рицы

В работе [2] была предложена двухэтапная процедура ранжиро-
вания вершин графа, где на первом этапе вершины ранжируются на
основании абсолютных потенциалов узлов электрической цепи при
последовательной подаче тока во все узлы. На втором этапе стро-
ится турнирная таблица и проводится окончательное ранжирование,
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основанное на сумме ранее найденных рангов, по аналогии с прави-
лом Борда [1].

В данном случае турнирная таблица может быть построена для
значений nd(i) для различных d. Составим турнирную таблицу вер-
шин графа G2 (табл. 1). Оценка центральности на основе суммарного
числа появления вершины в путях различной длины позволяет сде-
лать вывод о наибольшей значимости вершин 1 и 2. Наименьшей
центральностью обладают вершины 3 и 6.

Таблица 1: Турнирная таблица вершин графа G2

d
Вершина

1 2 3 4 5
∑

1 4 10 21 42 82 159
2 4 10 21 42 82 159
3 3 6 11 22 43 85
4 3 8 18 36 70 135
5 3 8 18 36 70 135
6 3 6 11 22 43 85

Сравним эти результаты со значениями степенной центральности.
В табл. 2 приведены значения числа входящих и исходящих связей в
графе. Наибольшей центральностью так же обладают вершины 1 и
2, при анализе наименее центральных вершин возможны различные
трактовки в зависимости от решаемой прикладной задачи. Если не
учитывать направленность ребер, ранги для степенной центрально-
сти будут совпадать с рангами вершин порядка 2. Если же направ-
ление учитывается, вершины 5 и 6 получают одинаковые оценки с
точки зрения степенной центральности, однако, с точки зрения во-
влеченности вершин в создание путей в графе, вершина 5 считается
более важной.
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Таблица 2: Оценка степенной центральности вершин графа G2

Вершина in-degree out-degree
1 2 2
2 2 2
3 2 1
4 2 1
5 1 2
6 1 2

8. Транспортный граф города Петрозаводск

В работе [9] описано построение неориентированного графа транс-
портной сети г. Петрозаводск. Данный граф может рассматривать-
ся как ориентированный, если учесть направление движения авто-
мобильного транспорта на участках дорог, соответствующих ребрам
графа. Он состоит из 1530 вершин и 3781 ребер. Значения в матри-
це смежности графа равны значениям, обратным длинам участков
дорог между соответствующими парами вершин.

Рисунок 8. Тепловая карта значений n3 вершин графа
транспортной сети г. Петрозаводск
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Вычислим число простых путей длины 3, проходящих через вер-
шины графа, согласно утверждению 3.2. На рис. 8 представлена теп-
ловая карта значений n3.

Далее вычислим значения интегральной центральности вершин.
Поскольку при вычислении числа появлений вершины в путях необ-
ходимо возведение матрицы смежности в степень d, для упрощения
процесса вычисления в графах с большим числом вершин для оцен-
ки центральности можно ограничиться рассмотрением путей длины
меньшей, чем n − 1. На рис. 9 представлена тепловая карта вершин
транспорного графа, для которых были вычислены значения инте-
гральной центральности для длин путей до d = 100.

Рисунок 9. Тепловая карта значений интегральной центральности
вершин графа транспортной сети г. Петрозаводск

Большему значению центральности на рисунке соответствуют уз-
лы бо́льшего размера и более темной окраски. Результаты ранжиро-
вания соотносятся с полученными ранее в работе [9], где проводилось
ранжирование с помощью метода PageRank [19] и модифицирован-
ного метода Майерсона [14].
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9. Заключение

В работе предложен ряд подходов к вычислению значений цен-
тральности вершин ориентированных графов, основанных на числе
появлений вершины в путях фиксированной длины. Показано, как
значение Майерсона в кооперативной игре, где характеристическая
функция определяется через количество простых путей фиксирован-
ной длины в подграфе, порожденном коалицией, может быть вычис-
лено для вершин ориентированного графа. Приводятся формулы для
нахождения числа простых путей длины 2 и 3 через матрицу смежно-
сти. Также, центральность вершины может быть найдена как реше-
ние кооперативной игры, где характеристическая функция задается
в более общем виде для различных длин путей. Предлагается вве-
сти понятие интегральной центральности как значения определенно-
го интеграла от функции дележа. Продемонстрировано, что данная
мера центральности удовлетворяет аксиомам Boldi–Vigna.

Кроме того, описано вычисление центральности вершин ориенти-
рованного графа с циклами.

Предложенный подход апробирован на графе транспортрной сети
г. Петрозаводск.
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Abstract : The paper considers a game theory approach to calculating
the centrality value of the vertices in a directed graph, based on the
number of vertex occurrences in fixed length paths. It is proposed to
define vertex centrality as a solution of a cooperative game, where the
characteristic function is given as the number of simple paths of fixed
length in subgraphs corresponding to coalitions. The concept of integral
centrality is introduced as the value of a definite integral of the payoff
function. It is shown that this centrality measure satisfies the Boldi–
Vigna axioms.
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