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В статье рассматривается проблема моделирования и статистического оценивания 
вероятности переполнения (потери) в системах обслуживания с конечным буфе-
ром. Приведены известные аналитические результаты, а также новая асимптотика 
вероятности потери при растущем размере буфера. Основное внимание уделено по-
строению точечных и интервальных оценок вероятности потери с использованием 
регенеративного моделирования. Приведены численные примеры. Работа выполне-
на при поддержке РФФИ, проект 10-07-00017.  
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In the paper we consider the problem of modeling and statistical estimation of the 
overflow (loss) probability in queueing systems with finite buffer. Both known analytical 
results and a new asymptotic for loss probability under increasing buffer size are given. 
The main focus is on construction of point and interval estimates of the loss probability 
using regenerative simulation. Some numerical examples are given. The research is 
supported by RFBR, project 10-07-00017. 
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Введение 

При изучении современных телекоммуника-
ционных систем важное место занимает анализ 
потока отказов или потерь. К потерям относится 
та часть поступающей нагрузки, которая не об-
служивается из-за занятости обслуживающих 
устройств или переполнения буферов для ожи-
дания в очереди.  

В данной статье рассматриваются основные 
модели систем с потерями, обсуждаются извест-
ные аналитические результаты для таких систем, 
в частности, формулы Эрланга. Изучаются свой-
ства вероятности потери, включая свойства мо-
нотонности, а также ее асимптотика при расту-
щем размере буфера в условиях, когда коэффи-
циент загрузки больше 1. Приведены результаты 



    

о свойствах среднего числа потерь на цикле заня-
тости, которые затем используются при оценива-
нии стационарной вероятности потери.  

Регенерирующие процессы и тесно связан-
ные с ними процессы восстановления играют 
существенную роль при моделировании трафи-
ков и оценивании характеристик широкого 
класса телекоммуникационных сетей. Важно 
также заметить, что регенеративный подход 
часто может быть использован для доверитель-
ного оценивания сетевых характеристик. В ста-
тье описана регенеративная структура системы 
с конечным буфером, а затем регенеративный 
метод использован для построения точечных и 
доверительных оценок как среднего числа по-
терь на цикле регенерации, так и вероятности 
потери. Подробно представлены результаты 
имитационного моделирования некоторых сис-
тем с потерями, в том числе систем с распреде-
лением Парето времени обслуживания. Данная 
статья не может рассматриваться как сколько-
нибудь полный обзор проблематики систем с 
потерями. (В этой связи укажем недавнюю ра-
боту [Abramov, 2008].) Основной интерес для 
авторов представляет возможность применения 
регенеративного метода для надежного оцени-
вания вероятности потери с перспективой ис-
пользования этих результатов при оценке веро-
ятности потери данных (оценки качества обслу-
живания (QoS) в телекоммуникационной сети.  
Авторы посвящают эту работу 100-летию 

теории А. К. Эрланга, которое отмечалось в 
2009 г. 

 
Системы с пуассоновским  
входным потоком 

Рассмотрим систему с буфером размера 
n < ∞ , в которой заявка, поступающая при вели-
чине очереди, равной n , получает отказ − теря-
ется. Пусть iT  − интервал между приходом i -й 

и 1i + -й заявок, а iS  − время обслуживания i -й 

заявки 1,2,...i =  Предполагается, что последова-

тельности { }iT  и { }iS  независимы и состоят из 

независимых, одинаково распределенных слу-
чайных величин (н.о.р.с.в.). Всюду далее, чтобы 
обозначать типичный элемент такой последова-
тельности, опускается соответствующий индекс. 
Коэффициент загрузки (или трафика) системы 
задается следующим образом: /ES ETρ = , где 

ES , ET  − среднее время обслуживания и сред-
няя длина интервала между приходами заявок, 
соответственно. Стационарная вероятность по-

тери обозначается через lP . В широких предпо-

сылках, выполненных во всех моделях, рассмат-
риваемых в данной статье, эта вероятность су-
ществует и равна пределу отношения числа по-
терянных заявок к общему числу приходов, ко-
гда число приходов неограниченно растет 
[Abramov, 1997].  

Система, в которой входной поток является 
пуассоновским и отсутствует буфер для ожида-
ния в очереди, называется системой Эрланга 

/ / / 0M G m , m  − число обслуживающих кана-
лов. (Подробнее можно ознакомиться в [Greiner 
et. al., 1999].) В такой системе вероятность lP  

определяется формулой Эрланга  
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Подчеркнем, что формулы Эрланга (вклю-
чающие также вероятности других состояний) 
верны при любом распределении времени об-
служивания. Если время обслуживания имеет 
экспоненциальное распределение и система об-
ладает буфером размера 0 n≤ < ∞ , то стацио-
нарную вероятность потери можно рассчитать 
по известной формуле 
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где вероятность простоя системы 0P  определя-

ется следующим образом : 
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Исследуем вероятность потери lP  в системе 

Эрланга на монотонность как функцию коэффи-
циента загрузки ρ . Продифференцировав по ρ  
выражение (1) , получаем: 
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Нетрудно увидеть, что числитель второго 
множителя этого выражения может быть запи-
сан как 
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Это доказывает (интуитивно ожидаемый ре-
зультат), что вероятность потери возрастает с 
увеличением загрузки системы.  



 

 

 
Рис. 1. Зависимость вероятности потери в системе / / 2 / 0M Pareto  (с параметром 
распределения Парето 2,6α = ) от коэффициента загрузки ρ  

 
Дальнейший анализ в случае 1m = , дает 

32 / (1 ) 0lP ρ′′ = − + < , т. е. вероятность lP  являет-

ся выпуклой вверх функцией. А для 2m =  не-
трудно получить, что вероятность потери будет 
менять выпуклость вниз на выпуклость вверх в 
точке перегиба 0,73ρ ≈ . Рис. 1 хорошо иллюст-
рирует установленные выше свойства выпук- 
лости и монотонности на примере  
двухканальной системы Эрланга c распределе-
нием Парето времени обслуживания, т. е. 

( )P S x x α−> = , 1x ≥ , (и ( ) 1P S x> =  при 1x < ) с 

параметром 2,6α = . Отметим также очень 
хорошее совпадение между оценкой вероят-
ности потери l̂P , вычисленной как отношение 

числа потерянных заявок к общему числу 
заявок, и ее точным стационарным значени-
ем, вычисленным по формуле Эрланга (1). 
(Этот результат может также служить тестом 
корректности программы имитационного мо-
делирования.) 

 
Расчет вероятности в системе / / /M M m n  

Рассмотрим систему / / /M M m n  с пуассо-
новским входным потоком с параметром 0λ >  
и экспоненциальным обслуживанием с парамет-
ром 0μ >  и изучим зависимость вероятности 

потери lP  от значения коэффициента трафика 

ρ . При выполнении условия / 1mρ <  соответ-
ствующая система с неограниченным буфером 
( n = ∞ ) обладает стационарным режимом. В 
этом случае существует такой уровень, выше 
которого загрузка системы практически не под-

нимается. Если достижение этого уровня интер-
претировать как вероятность потери (перепол-
нения буфера в аналогичной системе с конеч-
ным буфером), то вероятность такого события 
оказывается очень малой. Заметим, что эта об-
ласть исследований относится к теории оцени-
вания вероятностей редких событий. Поэтому 
очевидно, что вероятность потери в системе с 
конечным буфером при фиксированном значе-
нии коэффициента трафика / 1mρ <  должна 
быть весьма чувствительна к величине буфера. 
В частности, можно ожидать, что она убывает с 
ростом размера буфера. Действительно, это лег-
ко следует из формул (2), (3). Более того, с рос-
том величины буфера n , ( / ) )( n

lP mO ρ= . 

Таким образом, скорость убывания вероятно-
сти потери является экспоненциальной, что хо-
рошо иллюстрирует принцип больших уклоне-
ний для данной простейшей системы, у которой 
распределение времени обслуживания (экспо-
ненциальное) имеет так называемый легкий 
хвост [Glynn, Whitt, 1994]. 

Более интересная проблема – изучение пове-
дения величины lP  при большой загрузке систе-

мы, т. е. при / 1mρ > . Это типичная ситуация в 
системах с потерями, где не возникает проблема 
нестационарности, и поэтому ограничения на 
коэффициент трафика не требуются. В этом 
случае предполагаем, что вероятность потери 
должна быть скорее чувствительна к коэффици-
енту трафика, чем к величине буфера. Для пояс-
нения отметим, что при / 1mρ >  система (в ста-
ционарном режиме) почти все время находится 
в состоянии максимальной загрузки независимо 



    

от величины буфера. (Величина буфера, однако, 
влияет на время выхода системы на стационарный 
режим.) Для проверки этого предположения иссле-
дуем поведение вероятности lP  в системе 

/ / /M M m n  с загрузкой / 1mρ >  при неограни-
ченном увеличении буфера. Из формулы (2) имеем: 
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                    (5) 

Таким образом, действительно, вероятность 
потери в системе / / /M M m n  в случае большой 
загрузки сходится при растущем размере буфера n  
к фиксированному значению, зависящему лишь от 
коэффициента / mρ . Важно подчеркнуть, что пе-
реход к пределу при n → ∞  в самой формуле (4) 
(при / 1mρ > ) не имеет смысла, так в этом случае 
система с бесконечным буфером оказывается не-
стационарной и поэтому, в частности, 0 0P = . 

В табл. 1 представлены результаты численно-
го эксперимента (по 20 000 наблюдений), где 
сравниваются значения оценки вероятности по-
тери l̂P , вычисленной как доля отказов и вероят-

ности потери lP , вычисленной по формуле (4). 

Полученная близость l̂P  и lP  совершенно ожи-

даема и указывает на состоятельность оценки l̂P . 

Заметим, что строгое обоснование (сильной) со-
стоятельности следует из регенеративной теории, 
что будет обсуждаться далее. Проблема, связан-
ная с обоснованием состоятельности, состоит в 
том, что потери, точнее соответствующие инди-
каторы потерь, не являются н.о.р.с.в.  
 
Таблица 1. Результаты имитационного моделирова-

ния системы / / /M M m n  

ρ  m  n  l̂P
 lP

 
4,06 2 0 0,6162 0,6193 
4,06 2 5 0,5072 0,5096 
4,06 2 10 0,5093 0,5069 
4,06 2 20 0,5116 0,5069 
4,06 2 50 0,5101 0,5069 
4,06 2 100 0,5035 0,5069 
4,06 4 0 0,3146 0,3160 
4,06 4 10 0,0852 0,0822 
4,06 4 20 0,0564 0,0500 
1,56 2 0 0,3228 0,3220 
1,56 2 5 0,0521 0,0512 
1,56 2 7 0,0011 0,0009 

8 4 10 0,5034 0,5000 
8 4 100 0,5054 0,5000 
8 2 10 0,7493 0,7500 
8 2 100 0,7418 0,7500 
8 2 500 0,7275 0,7500 

 
Кроме того, результаты экспериментов под-

тверждают, что при / 1mρ < , оценка l̂P  убывает 

с увеличением буфера, а при / 1mρ > , оценка 

l̂P  перестает зависеть от его размера и стремит-

ся к фиксированному значению, определяемому 
формулой (5). Рис. 2 иллюстрирует последний 
результат на примере системы / / 2 /M M n  при 

50n = .
  

 
Рис. 2. Зависимость вероятности потери в системе / / 2 / 50M M  от числа поступивших 
заявок при значении коэффициента загрузки 4,06ρ =  



 

В заключение отметим, что вероятность по-
тери в системе / /1 / 0M M  / (1 )lP ρ ρ= +  дейст-
вительно сближается с 1 1/ ρ− , т. е. с правой ча-
стью формулы (5) при 1m =  и при большом ρ . 
Интересно отметить, что аналогичный результат 
(однако доказываемый гораздо более сложно) 
верен и для более общей системы / / /GI M m n , 
см. [Abramov, 2008]. Можно ожидать, что ре-
зультат верен и для системы с потерями 

/ / /M GI m n .  
 

Потери на цикле занятости  
в системе / /1 /GI G n  

 В данном разделе, который опирается на ра-
боту [Wolff, 2002], приведены результаты для 
среднего числа потерь nEL  на цикле занятости 

системы (который является также циклом реге-
нерации всех типичных процессов системы, см. 
[Perkoz et al., 2003]) в зависимости от размера 
буфера n . Этот результат полезен для вычисле-
ния вероятности потери. Пусть A− количество 
поступивших заявок, K − число обслуженных 
заявок, и nL A K= −  − число потерь, все – за 

один период занятости. Обозначим через β  − 
длительность цикла, включающего период заня-
тости B  и следующий за ним период простоя 
I , т. е. B Iβ = + . Таким образом, имеем (сто-
хастические) равенства 

1 1

 ,
A K

i i
i i

T B Sβ
= =

= =  .                                       (6) 

Естественно предположить, что в системе с 
потерями EA < ∞ . Это условие выполняется в 
случае пуассоновского входного потока и дис-
циплины обслуживания FIFS (заявки обслужи-
ваются в порядке поступления в систему). Для 
других распределений и при 1ρ >  необходимы 
дополнительные условия, иначе возможно воз-
никновение ситуации, при которой система  
никогда не станет свободной. Применяя тож- 
дество Вальда к равенствам (6), получим: 

,E EA EB EKμλ β = = , что в итоге дает  

nEL E EBλ β μ= − .                                         (7)        

Рассмотрим два важных случая распреде-
ления интервала входного потока. Говорят, 
что интервал между приходами заявок T  об-
ладает свойством НСЛИ (новое в среднем 
лучше использованного), если среднее неза-
вершенное время между приходами меньше 
среднего времени между приходами, т. е. 

( | ) , 0E T t T t ET t− > ≤ ≥ . (Принятый анг-
лоязычный термин − NBUE: new better than used 

in expectation. Русскоязычная терминология 
(НСЛИ) дается в [Байхельт, Франкен, 1988].) 
Противоположное свойство НСХИ (NWUE − 
new worse than used in expectation) означает, что 
среднее незавершенное время между приходами 
больше среднего времени между приходами,  
т. е., ( | ) , 0E T t T t ET t− > ≥ ≥ . Отметим, что 
в первом случае EI ET≤ , а во втором EI ET≥ . 
Отсюда и из равенства (7) легко получается сле-
дующий результат [Wolff, 2002]. 

Теорема  1.  В системе / /1 /GI G n   
1) если λ μ≤ и T  удовлетворяет свойству 

НСЛИ, то  
1, 0,nEL n≤ ≥  

2) если λ μ≥  и T  удовлетворяет свойству 
НСХИ, то 

1, 0nEL n≥ ≥ . 

В обоих случаях при λ μ= выполняется ра-

венство 1nEL =  для любого 0n ≥ . 

Заметим, что равенство 1nEL =  (при λ μ= ) 

легко следует из (7) в системе M/GI/1/n, по-
скольку для пуассоновского входного потока 
EI =1/ λ . 
Можно рассмотреть более общую однока-

нальную систему с бесконечным буфером 
/ /1GI G , в которой, тем не менее, заявки могут 

быть потеряны по различным причинам. К при-
меру, если в системе находится j  заявок, то но-

вая заявка встает в очередь с вероятностью jp . 

Получается система с конечным буфером n  при 
1jp = , если j n≤  и 0jp = , если j n> . В качест-

ве еще одного примера можно предложить пра-
вило, где поступившая заявка, встречающая в 
системе работу больше некоторой константы v , 
теряется. В общем случае заявка, встречающая в 
системе работу, равную v , встает в очередь с 
вероятностью vq , 0v ≥ . Перечисленные правила 

удовлетворяют следующему условию J : для 
любого 1i ≥  событие { A i≥  и i -я заявка вста-
ет в очередь} не зависит от последовательности 
{ 1, ,i iS S + …  1, ,i iT T + …}. При последнем условии 

времена обслуживания заявок, вставших в оче-
редь, образуют последовательность н.о.р.с.в. 
(Заявки могут обслуживаться в произвольном 
порядке.) 

Теорема  2.  Пусть в системе с потерями 
/ /1GI G  выполняется условие J. Тогда 
1) если λ μ≤  и T  удовлетворяет свойству 

НСЛИ, то среднее число потерь на цикле 
1EL ≤ ; 



    

2) если λ μ≥  и T  удовлетворяет свойству 
НСХИ, то 

1.EL ≥  
В обоих случаях при λ μ=  выполняется ра-

венство 1.EL =   
 

Регенеративный метод оценивания 
В данном разделе кратко описан регенера-

тивный метод имитационного моделирования. 
Кроме того, этот метод применен для моделиро-
вания работы систем с конечным буфером и до-
верительного оценивания вероятности потери в 
таких системах. 

Процесс { , }tX X t T= ∈ , где [0, )T = ∞  или 
{0,1, }T = … , называется регенерирующим про-

цессом, если существует бесконечная последо-
вательность моментов регенерации 

0 1 20 β β β= < < <  таких, что сегменты (циклы 
регенерации) 1( , )p t k kG X tβ β−= ≤ <  являются 
н.о.р. [Serfozo, 2009]. Разумеется, интервалы 

1k k kα β β −= − , при 1k ≥ , также н.о.р.с.в. Обозна-
чим через β  типичную длину цикла регенера-
ции, считая, что первая заявка поступает в пус-
тую систему в момент времени 0t =  (процесс 
без задержки). Будем предполагать, что процесс 
X  является положительно возвратным,  
т. е. Eβ < ∞ , и длина цикла регенерации β  − 
непериодическая, т. е. ( 1) 0P β = > . (Условие 
положительной возвратности обеспечивается 
конечностью буфера, исключающей неограни-
ченный рост значений процесса.) Тогда сущест-
вует (стационарный) предел по распределению 

kX X при k → ∞ такой, что ( ) 1P X < ∞ = . Бо-
лее того, если f  − измеримая функция, то (для 
процесса с дискретным временем) верно сле-
дующее соотношение: 

1

0

( )
1

lim ( ) ( ) :
 ik

i
ik

i

f X
f X Ef X r

k E

E
β

β
=

→∞ =

= = =


 .            (8) 

(Аналог для случая непрерывного времени 
очевиден.) Предполагается также, что 

 
0

( ) i
i

f XE
β

=

< ∞ . 

Для оценки неизвестного параметра r , яв-
ляющегося искомой стационарной характери-
стикой регенерирующего процесса, объединим 
данные в пределах одного цикла регенерации и 
получим н.о.р. с.в.  

1

1

: ( ), 0
p

p

p k
k

Y f X p
β

β −

−

=

= ≥ . 

Если выполнено (наиболее слабое) условие  
20 ( )E Y rβ< − < ∞  ,                                       (9) 

то можно применить регенеративную Централь-
ную Предельную Теорему [Glynn, Iglehart,  
1993]: 

1/2 | (0,1), ,|k k Nrk r kα σ → ∞−  

где 

1

1 k

k i
ik

α α
=

=  , : ,k
k

k

Y
r

α
=

1 k

k i
i

Y Y
k

=   − соответст-

вующие выборочные средние, 2 2( )E Y rσ β= − , 

( )0,1  N  − стандартная нормальная с. в., а k  − 

число завершенных циклов регенерации в про-
цессе моделирования. 

Таким образом, последовательность 
1/2 [ ]k kk r rα σ−  сходится (по распределению) к 

стандартному нормальному закону с ростом 
числа циклов регенерации. Следовательно, 
100(1 )%γ−  доверительный интервал для неиз-
вестного оцениваемого параметра r  имеет вид  

( ) ( )
[ , ]k k

k k

z s k z s k
r r

k k
γ γ

α α
− + , 

где квантиль zγ  находится из условия 

2 ( ) 1zγ γΦ = − , ( )xΦ  – функция Лапласа, а  
2 ( )s k  − эмпирическая дисперсия, причем 
2 2( )  ,s k kσ→ → ∞  с вероятностью 1. (Подроб-

нее описание регенеративного метода имитаци-
онного моделирования см. в [Bratley, Fox, 1987], 
[Law, Kelton, 1991], [Glynn, Iglehart, 1993].) 

Важным аспектом изучения систем с потеря-
ми является анализ потока отказов, возникаю-
щих из-за переполнения буфера. Такой поток 
может являться входным потоком для других 
телекоммуникационных устройств. Для того 
чтобы проиллюстрировать регенеративный ме-
тод оценивания, опишем регенеративную струк-
туру системы / / /M G m n  и построим довери-
тельный интервал для оценки l̂P  вероятности 

потери заявки, получаемой как отношение чис-
ла отказов к общему числу поступивших заявок.  

Пусть { }it  − моменты прихода заявок в сис-

тему и iν  − число заявок в системе в момент 

прихода заявки 1i ≥ . Легко понять, что регене-
рации в процессе { iν } возникают при приходе 

заявки в пустую систему. Определим рекурсивно  

1 min{ : 0}, 0,k k ll kβ β ν+ = > = ≥  

где 0 0β =  (первый приход в пустую систему в 

момент времени 0t = ). Тогда { }kβ – есть моменты 



 

регенерации процесса { iν } (и других процес-

сов) в данной системе обслуживания. (Данная 
конструкция легко может быть расширена на 
случай ненулевых начальных условий.) 

Для того чтобы проиллюстрировать приме-
нение регенеративного метода для построения 
точечных и интервальных оценок вероятности 
потери, рассмотрим m  − серверную систему 

/ / /M G m n  с конечным буфером. 
Вначале рассмотрим систему / / /M Pareto m n  

с распределением Парето времени обслу- 
живания  с  параметром  2α > ,  т. е. 

( ) , 1P S x x xα−≥ = ≥ . В настоящее время обще-
признано, что распределение Парето (распреде-
ление с тяжелым хвостом) достаточно хорошо 
описывает трафики широкого класса современ-
ных телекоммуникационных систем [Leland et 
al., 1994], [Taqqu et al., 1997], [Willinger et al., 
1997], в то время как экспоненциальное распре-
деление (распределение с легким хвостом) так-
же традиционно продолжает играть важную 
роль в таком анализе. В случае конечного буфе-
ра средняя длина цикла регенерации конечна, 
Eβ < ∞ , и кроме того, величина β  является не-
периодической ввиду свойства входного потока. 
Поскольку 2α > , то время обслуживания имеет 
конечный второй момент, 2ES < ∞ . В свою оче-
редь это влечет конечность второго момента 
длины цикла регенерации, 2Eβ < ∞ [Wolff, 
1989]. 

 Более того, при оценивании вероятности по-
тери из этого факта также следует 2

nEL < ∞ , по-

скольку величина nL  (число потерь на цикле ре-

генерации) в данном случае составлена из инди-
каторов потерь на цикле и поэтому nL β≤  

[Morozov, 2004]. Другими словами, в данном 
случае можно применить доверительное оцени-
вание, основанное на регенеративном методе. 
Очевидно, это же верно и в случае экспонен- 
циального времени обслуживания, поскольку 
тогда 2 21/ES μ= < ∞ . 

Замечание .  Напомним, что система регене-
рирует каждый раз, когда заявка поступает в 
пустую систему. Это означает, что момент реге-
нерации не является событием в потоке отказов, 
поскольку отказ происходит только в момент 
прихода при переполненном буфере. Другими 
словами, нельзя обнаружить момент регенера-
ции, наблюдая лишь за потоком потерь. С этой 
точки зрения моменты регенерации можно на-
звать скрытыми.  

Число потерь на интервале дискретного вре-
мени [0, ]i  (считающего приходы заявок) можно 
задать в следующем виде:  

1

( ) ,
i

n j
j

L i I
=

=  

где индикатор jI =1, если j-я заявка потерялась. 

Так как циклы регенерации  

1{ , }k i k kG I iβ β−= ≤ <  н.о.р., то и фрагменты 

потока отказов, состоящие из заявок, потерянных на 
циклах 1[ , )k kβ β− , 1k ≥ , также будут н. о. р. с. в. 

Таким образом, последовательность 
{ , 1}iI I i= ≥ образует регенерирующий процесс, и 

выполняется следующее предельное соотношение: 

1im :(
1

l )
i

i
ln

k

E I
EL

P r
k E E

L k

β

β β
=

→∞
= = ≡ =


. 

Ниже приведены результаты численного мо-
делирования для построения (1 )%γ−  довери-

тельного интервала для оценки вероятности по-
тери в системе / / /M G m n  при 0,95γ = , т. е. 

1,96zγ = . Численные значения результатов мо-

делирования представлены в табл. 2, где 
( )

( )
k

z s k
k

k
γ

α
Δ = – ширина доверительного интер-

вала для оценки вероятности потери, построен-
ного по k  завершенным циклам регенерации. 

В частности, из табл. 2 видно, что оценка веро-
ятности потери, полученная на основе регенератив-
ного метода, близка к значению, полученному по 
формуле (4) для системы с экспоненциальным об-
служиванием. Заметим, что для систем с распреде-
лением Парето времени обслуживания, данная 
формула неприменима. Полученные данные также 
показывают, что повысить число циклов можно, 
уменьшая размер буфера или увеличивая число ка-
налов. Поведение интервальной оценки, в зависи-
мости от числа циклов регенерации k , представле-
но на рис. 3. (Фактически, это иллюстрирует реге-
неративную Центральную Предельную Теорему.) 

Далее проиллюстрируем утверждения Теоре-
мы 1 на примере системы / /1 /M M n , в которой 
верны соотношения 1, 1, 1,n n nEL EL EL≤ = ≥  

при 1, 1, 1ρ ρ ρ≤ = ≥ , соответственно. Заме-

тим, что интервал между приходами заявок T  об-
ладает как свойством НСЛИ, так и свойством 
НСХИ, и поэтому Теорема 1 применима. В частно-
сти, при 1ρ = получаем 

1n
l

EL
P

E Eβ β
= = ,                                            (10)



    

Таблица 2. Результаты регенеративного моделирования системы / / /M G m n  

Service ρ
 m  n  k  

ˆ
nL

 
ˆ ( )lP k

 
( )kΔ

 
ˆ ( ) ( )lP k k− Δ

 
ˆ ( ) ( )lP k k+ Δ

 lP
 

Pareto 1,28 1 0 8 789 1,27 0,5604 0,0072 0,5532 0,5675 − 
Pareto 1,28 1 5 759 6,56 0,2494 0,0211 0,2283 0,2706 − 

M 1 1 0 10 042 0,99 0,4977 0,007 0,4907 0,5048 0,5 
M 1 3 0 18 646 0,07 0,0676 0,0043 0,0633 0,0719 0,0625 
M 4,06 2 0 7 570 1,64 0,6213 0,0077 0,6136 0,629 0,6193 
M 4,06 2 10 13 472,23 0,5203 0,0104 0,5099 0,5307 0,5069 
M 4,06 4 0 13 678 0,46 0,316 0,0084 0,3076 0,3244 0,316 
M 4,06 4 10 3 198 0,47 0,0756 0,0106 0,065 0,0862 0,0822 
M 4,06 4 20 1 718 0,7 0,0604 0,0131 0,0473 0,0734 0,05 

 

 
Рис. 3. Зависимость оценки и границ доверительного интервала в системе / / 4 / 0M M  от 
числа регенераций при значении коэффициента загрузки 4,06ρ =  

Таблица 3. Результаты регенеративного моделирования системы / /1/M M n  

λ  
μ  ρ  n  k  ˆ

nL
 

ˆ ( )lP k
 

( )kΔ  
ˆ ( ) ( )lP k k− Δ

 
ˆ ( ) ( )lP k k+ Δ

 lP
 

7 1,5 4,67 5 4 3456,750 0,7823 0,0076 0,7748 0,7899 0,7857 
5 3 1,67 5 340 24,230 0,4123 0,0122 0,4001 0,4244 0,4115 
4 4 1 3 3 991 0,980 0,1965 0,0091 0,1873 0,2056 0,2000 
3 5 0,6 3 8 699 0,140 0,0621 0,0167 0,0454 0,0788 0,0562 

1,5 8 0,19 3 16 096 0,001 0,0013 0,0007 0,0006 0,0019 0,0010 

 
что позволяет использовать выборочное  
среднее длины цикла регенерации при оценке 

lP . Численные результаты доверительного оце-

нивания представлены в табл. 3, где lP – вероят-

ность потери заявки, вычисленная по формуле 
(4), ˆ ( )lP k  − оценка, построенная по k  завершен-

ным циклам регенерации, ( )kΔ  − ширина дове-
рительного интервала для оценки вероятности 
потери. Эксперименты проведены для систем с 
размером буфера 5n ≤ , что дает достаточное 
число циклов регенерации за приемлемое время 
моделирования. Из табл. 3 видно, что оценка l̂P  

вероятности потери, полученная с использова-
нием регенеративного метода, близка к значе-
нию lP , вычисленной по формуле (4). Рис. 4 де-

монстрирует зависимость ширины доверитель-
ного интервала для l̂P  от числа циклов регене-

рации k . Из табл. 3 видно, что эксперименты 
подтверждают зависимость оценки ˆ

nL  среднего 

nEL  от ρ , установленную Теоремой 1. В част-

ности, видно, что при 1ρ = , значение ˆ
nL  близко 

к 1. В целом, результаты, полученные в ходе мо-
делирования, дают хорошее согласие с утвер-
ждениями Теоремы 1.  

 

Заключение 

В статье рассматриваются различные вопро-
сы, связанные с вероятностью потери в систе-
мах обслуживания с конечным буфером. Рас-
смотрены некоторые аналитические свойства



 

 
Рис. 4. Зависимость оценки и границ доверительного интервала в системе / / 3 / 0M M  и 
величины, обратной оценке длины цикла от числа регенераций при значении коэффициента 
загрузки 1ρ =  

 

вероятности потери, в частности, свойство моно-
тонности. Изучена зависимость вероятности по-
тери от величины буфера. В частности, показано, 
что если коэффициент трафика больше 1, то эта 
вероятность асимптотически перестает зависеть 
от величины буфера, когда он растет. Рассмотре-
ны также свойства среднего числа потерь на цик-
ле занятости системы, являющегося также цик-
лом регенерации, в зависимости от типа распре-
деления входного потока. Другим важным аспек-
том данной работы является использование реге-
неративного имитационного моделирования для 
точечного и доверительного оценивания вероят-
ности потери. В статье также приведены числен-
ные результаты моделирования.  
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