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Рассматриваются случайные графы, состоящие из  N занумерованных вершин. Сте-
пени вершин определяются независимо в соответствии со степенным распределе-
нием с показателем τ>0. Все полуребра вершин занумерованы. Граф строится  
путем равновероятного соединения полуребер для образования ребер. Последние 
исследования показали, что такие случайные графы можно использовать для моде-
лирования топологии сети Интернет. Получено предельное распределение макси-
мальной степени вершины при условии, что сумма степеней равна n, где n четно,  
τ<1 и N, n →∞ так, что n/N1/τ →∞. 
 
К л ю ч е в ы е   с л о в а : случайные графы, Интернет, максимальная степень 
вершины, предельное распределение. 
 
Yu. L. Pavlov, E. N. Dertishnikova. ON LIMIT DISTRIBUTION  OF  
MAXIMUM VERTEX DEGREE IN RANDOM GRAPH OF INTERNET TYPE 
 
We study random graphs consisting of  N numbered vertices. The  degrees of the vertices 
are drawn independently from power-law distribution with the exponent τ>0. All of the 
stubs of  the vertices  are numbered.  The graph is constructed by joining each stub to 
another equiprobably to form edges. Reсent studies show that such random graphs can be 
used for modeling the  Internet topology. We obtain  the limit distribution of  the  
maximum vertex degree under the condition that the  sum of vertex degrees is equal to n,  
n is  even, τ<1 and N, n →∞ such that n/N1/τ →∞. 
 
K e y   w o r d s : random  graphs, Internet, maximum vertex degree, limit distribution. 
 

 
 

В последнее время появилось большое чис-
ло книг и  статей,  посвященных использова-
нию случайных графов для моделирования  
сложных сетей передачи данных, включая Ин-
тернет (см. например, [Janson et al., 2000; 
Reittu, Norros, 2004; Durrett, 2007]). В связи с  
этим такие графы иногда называют графами 
Интернет-типа.  Степени их вершин являются 
независимыми случайными величинами, об-

щим распределением которых служит дискрет-
ный  аналог распределения  Парето с положи-
тельным показателем τ. 

Пусть в графе содержится N вершин, зануме-
рованных числами от 1 до N, а степени  вершин 
обозначим  Nηη ,...,1 . Пусть η  – случайная вели-
чина, равная степени  произвольной вершины, и 
положим 

P{η ≥k}=k-τ,  τ>0,  k=1,2, …                           (1) 

 



 

Для удобства описания структуры графа бу-
дем использовать понятие  полуребра, т. е. реб-
ра, инцидентного конкретной вершине, но для 
которой смежная вершина еще не определена. 
Предполагается, что все полуребра графа явля-
ются различными (занумерованными). Процесс 
формирования графа состоит из двух этапов. На 
первом этапе для каждой вершины определяется 
ее степень, т. е. число выходящих из нее полу-
ребер, являющееся реализацией  случайной ве-
личины  η . На  втором этапе полуребра, выхо-
дящие из  всех вершин, соединяются равноверо-
ятно; два полуребра, соединившись, образуют 
ребро. Понятно, что для построения графа необ-
ходимо, чтобы общее число полуребер было 
четным. Для обеспечения этого условия искус-
ственно вводят дополнительную вершину, сте-
пень которой равна 0 или 1 в зависимости от то-
го, является ли суммарное число полуребер ос-
новных вершин  четным или нет. Нетрудно ви-
деть, что такая конструкция графа  допускает 
петли и кратные ребра. 

Во многих работах (см., например, [Reittu, 
Norros, 2004; Durret, 2007]) указываются  воз-
можные варианты содержательной интерпрета-
ции рассмотренной модели. Например, при мо-
делировании Интернета, вершинам графа могут 
соответствовать локальные сети (точнее, авто-
номные системы),  кратные ребра означают од-
новременную передачу данных несколькими 
компьютерами одной сети в другую, а петля со-
ответствует подключению одного компьютера к 
другому через общий  маршрутизатор внутри 
одной локальной сети. 

В различных статьях и монографиях (см. на-
пример, [Janson et al., 2000; Reittu, Norros, 2004; 
Durret, 2007; Павлов, 2007, 2009; Павлов, Чеп-
люкова, 2008]) изучалось  предельное поведе-
ние различных характеристик Интернет-графов 
при N→∞. В ходе исследований выяснилось, 
что свойства графов существенно зависят от 
значения параметра τ. Наблюдения за реальны-
ми сетями показали, что предложенная модель 
является адекватной, если τ ∈(1,2),  хотя с раз-
витием сетей уже встречаются  случаи τ<1. От-
мечается также, что если параметр τ изменяется 
так, что его значение переходит через точки τ=1 
или τ=2, то происходят значительные измене-
ния свойств графа.  Поэтому представляет инте-
рес  изучение графов Интернет-типа и при зна-
чениях параметра τ вне интервала (1,2). Заме-
тим, что если τ ∈(1,2), то распределение (1)  
имеет конечное математическое ожидание и 
бесконечную дисперсию.  

Представляют интерес  Интернет-графы  с 
заданной суммой степеней вершин 
νN ++= ...1η Nη , так как на практике иногда уда-

ется оценить число связей в реальных сетях, а 
если известны результаты о таких графах в раз-
личных зонах изменения N и νN, то их можно 
распространить и на графы со случайным чис-
лом ребер. 

В настоящей работе рассматривается под-
множество Интернет-графов, для которых сум-
ма степеней  вершин известна и равна n.  Распо-
ложим степени вершин в виде вариационного 
ряда 

)()2()1( ... Nηηη ≤≤≤ , записав 
)()1( ,..., Nηη  в не-

убывающем порядке.  Обозначим )( Nη макси-

мальную степень вершины, т. е. 
i

Ni
N ηη

≤≤
=

1
)( max . 

В работе [Павлов, Чеплюкова, 2008] было 
найдено предельное распределение максималь-
ной степени вершины при τ>0 и N, n→∞ так, 
что 1<n/N<ζ(τ), где  ζ(τ) – значение дзета-функ-
ции  Римана  в  точке   τ.  В этой  работе  рас-
сматривались  также случаи  n/N↓1  и  n/N ↑ ζ(τ). 
Заметим, что при τ≤1  справедливо равенство 
ζ(τ)=∞.   В случае n/N→∞  и  τ<1   было допол-
нительное условие n/N1/τ →0.  В работе [Павлов, 
2009] получены предельные теоремы для )( Nη в 

случае τ>1 и n/N→ ζ(τ). 
В настоящей работе  доказана теорема о пре-

дельном поведении максимальной степени вер-
шины при условии, что τ ∈(0,1), νN=n и N,n→∞   
так, что n/N1/τ →∞.  Справедливо  следующее 
утверждение. 

Теорема. Пусть N,n→∞ так, что  
 n/N1/τ →∞,   τ ∈(0,1). Тогда 
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0
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где g(x) – плотность устойчивого распределе-
ния с показателем τ  и характеристической 
функцией 
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а  Г(1- τ)  означает значение гамма-функции в 
точке 1-τ. 

Методом доказательства теоремы является  
обобщенная схема размещения частиц по ячей-
кам, введенная и изученная В. Ф. Колчиным 
(см., например, [Колчин, 2004]).  Ниже  приво-
дятся вспомогательные  утверждения  (леммы 1-
3), с помощью которых  в конце статьи доказы-
вается сформулированная теорема. 

Из (1) ясно, что  
{ } ,)1( ττη −− +−==Ρ= kkkpk   k=1, 2, …    (3)                      



 

Пусть  ξ1, …, ξN – независимые одинаково 
распределенные случайные  величины, каждая 
из которых имеет распределенные (3). Отсюда 
следует, как легко видеть, что если k1, …, kN – 
натуральные числа такие, что k1+…+ kN  = n, то 
справедливо равенство 
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а если nkk N ≠++ ...1 , то  

{ } 0,...,11 ===Ρ NN kk ηη .  Соотношение  (4) оз-

начает, что для двух  наборов случайных вели-
чин ),...,( 1 Nηη  и ( ),...,1 Nξξ  выполнены условия 

обобщенной схемы размещения. 
Введем вспомогательные случайные величи-

ны ( ),..., )()(
1

r
N

r ξξ ,  для которых 
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Используя (4), легко получить следующую 
лемму. 

Лемма 1. Справедливо равенство 
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Рассмотрим предельное поведение вероятно-
сти { }.nN =Ρ ξ  

Лемма 2.  Пусть N, n→∞  так, что  n/N 1/τ → 
∞. Тогда для n таких, что  { } 0>=Ρ nNζ , 

{ } )).1(1()1( oNnnN +==Ρ +− ττζ  

Доказательство.  Нетрудно проверить, что 
лемма 2 вытекает из результатов работы [Тка-
чук, 1973]. Однако, следуя этой работе и лемме 
2.5.2 книги [Pavlov, 2000], мы приведем подроб-
ное доказательство леммы 2, поскольку, как бу-
дет видно ниже, оно послужит  основой для ана-
логичного доказательства в схеме серий (лемма 
3), для которой  использовать статью [Ткачук, 
1973] нельзя. Обозначим  

( )a
nN //1 τγ = ,                                                    (5)                                   

где )22/( += ττa .  Легко видеть, что  

{ } ),()()( 321 nPnNPnPnN ++==Ρ ζ                      (6)                                                 

где     
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Оценивая последовательно эти вероятности, 
мы увидим ниже, что  основной вклад в сумму 
(6) дает второе слагаемое. 

Рассмотрим вероятность )(1 nP . Обозначим  

.}exp{)( 
≤

=
nk

kpkwwR
γ

                                   (7) 

Из (3) следует, что при  k→∞ 
 pk=τk-(τ+1)(1+o(1)).                                         (8) 
Отсюда нетрудно получить, что при доста-

точно больших l 
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здесь и далее символы C1, C2, …   означают  не-
которые положительные постоянные. 

Поскольку 0//1 →nN τ , из (5) следует, что 

( ) )( 1−− = Non τγ .                                                 (10) 
Используя это соотношение и учитывая, что 

при 0≤y≤1  справедливо равенство )(1 ye y δ+= ,  

где yy 2)( ≤δ ,  из (7) и (9) получаем, что   
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где,  в силу (9), (10),   при N→∞ 
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Учитывая это, находим, что 

( ) )(1)/(1 1−+= NonR γ .                                 (12) 

Введем вспомогательные независимые, оди-
наково распределенные случайные величины 
ξ1(γ), …, ξN(γ),  имеющие следующее распреде-
ление вероятностей: 

{ } { } ( ) .,)/(1)/(exp)( 1
1 nknRnkpk k γγγγξ ≤==Ρ −

Обозначим ).(...)()( 1 γξγξγζ NN ++= Легко ви-

деть, что   
( ) { } { }.)(/1exp)/(1)(1 nnRnP N

N =Ρ−= γζγγ (13)                         

Докажем, что при N→∞ 
{ } .)( /1

3
τγζ −≤=Ρ NСnN                                   (14) 

Обозначим  φ(t), φγ(t)  характеристические 

функции случайных величин  ξ1 и  ξ1(γ) соответ-

ственно. Воспользуемся  формулой  обращения 

и представим вероятность { }nN =Ρ )(γζ   в виде 
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Нетрудно видеть, что 
))/(1(/))/(1()( nRnitRt γγϕγ += .                  (16)            
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Отсюда и из (11) получаем, что 

)()())/(1( 1−+≤+ NotnitR ϕγ . 

Тогда из (12) и (16) следует, что  
NNN

Ntott ))((1)()( 11 −−+≤ ϕϕϕγ .             (18) 

Покажем, что для [ ]ππ ,−∈t   справедливо 

неравенство .0)( 4 >≥ Ctγϕ  

Из (3) получаем, что  

( ) ( )1,,11)( τϕ itit eet Φ−+= ,                           (19) 

где ( )asz ,,Φ  – трансцендентная функция Лерча, 
имеющая вид: 
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При s<1  и z→1  известна асимптотика функ-
ции (20) (см., например, [Flajolet, Sedgewick, 
2009]): 

( ) ))1(1()ln)(1(1,, 1 ozssz s +−−Γ=Φ − .         (21) 
Отсюда и из (19) нетрудно получить, что 

φ(t)→1 при t→0. Рассмотрим случай 0<ε≤|t|≤π. 
Из (19) и (20) следует, что 
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Согласно  [Прудников и др., 1981] (см. при-
меры 5.4.3.1 и 5.4.2.1) 
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Подставляя эти выражения в (22), получаем, 
что 
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Для того чтобы выполнялось равенство 
,0)(Re =tϕ  последнее слагаемое в  (23)  должно 

равняться единице. Но это возможно только, ес-
ли для всех х 
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или xet −=cos , что исключено. Поэтому 
0)(Re ≠tϕ  и из (18) следует, что при любом 

фиксированном t  
NN

tCt )()( 5 ϕϕγ ≤ .                                      (24) 

Из (19) и (21) находим, что при   t→0 
132 ))(1())(2/(1)( −−−Γ+−+= ττϕ ittOtitt , 

откуда получаем, что при |t|< ε  и достаточно 
малом  ε 

{ }τϕ tCt 6exp)( −≤ .                                      (25) 

Поскольку при  ε≤|t|≤π  справедливо  нера-
венство  

7)( Cet −≤ϕ ,                                                   (26) 

из (15), (24) и (25) следует, что 
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откуда и следует (14). Из (5) и (12)-(14) нахо-
дим, что  
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Оценим вероятность )(2 nP .  Очевидно, что 
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Обозначим )(),...,(1 nn N γξγξ  вспомогательные  

независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины, для которых 
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Отсюда  и из (9), (10), (28)  следует, что 
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Покажем, что при достаточно больших n 
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Легко видеть, что 
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Заметим, что 
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Отсюда и из (9) получаем неравенство 
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С помощью (9) для достаточно больших n не-
трудно вывести оценку: 
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Используя неравенство Чëбышева, отсюда полу-
чаем, что 
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а из (9)  находим, что 
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поэтому из (31)-(33)  следует оценка (30). 
Учитывая (29), представим вероятность  

)(2 nP   в виде суммы 
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С помощью (5) и (8) нетрудно получить,  
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Покажем, что при выполнении условий лем-
мы имеют место соотношения   

)(, )1(
32

+−= τnoSS .  Если 2Kk ∈ ,  то, как не-

трудно  видеть, 
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и, как следует из  (30), 2/)1(
202

ττ γ+−≤ nCS , по-

этому 
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+−= τnoS .                                                   (36) 

Рассмотрим 3S .  Если  3Kk ∈ , то,  как и вы-

ше, )1(
21 )( +−

− ≤ τγnCp kn , откуда следует, что 
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Учитывая (9), нетрудно получить, что 
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231 )()( nCn . Поэтому с помощью нера-

венства Чëбышева находим, что 
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следовательно, как видно из (5) и (37), 
)( )1(

3
+−= τnoS .  Отсюда, из оценок (35), (36) и 

представления (34) получаем, что в условиях 
леммы 
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Оценим, наконец, вероятность ).(3 nP   Легко 
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где S={i:  γn<i<n(1-γ)-k}.  В силу (8) при  
i>γn 
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Отсюда и из (39) следует, что 
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и из (6), (27), (38) получаем утверждение 
леммы 2. 

Для суммы )(r
Nζ  справедлив следующий ре-

зультат. 



 

Лемма 3. Пусть  N,n→∞  так, что  
ττ /1/1 ,/ zNnrNn −=∞→ ,  где z – фиксиро-

ванное положительное число. Тогда 
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где g(x) – плотность устойчивого распределе-
ния с показателем τ  и  характеристической 
функцией (2). 
Доказательство. Мы будем следовать мето-

ду доказательства леммы 2. Все введенные  
там обозначения сохраняют силу и далее, а  
случайные величины Nζ  и  ,,...,1, Nii =ξ  ес-

тественным образом заменяются на )( r
Nζ   и 

)( r
iξ  соответственно. Представим вероятность 
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Для оценки  )(1 nP  нетрудно  получить нера-
венства, подобные (9): 
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Используя эти соотношения, легко находим, 
как и в (12), что 
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Легко видеть, что  
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Рассматривая  выражение 
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и используя (41), нетрудно получить, анало-
гично (17) – (24), что при  любом фиксирован-
ном t 
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При доказательстве леммы 2 мы видели, что  
если |t|<ε , то выполняется неравенство (25), а 
если  ,πε ≤≤ t  то (26). Используя  эти оценки 

и разбивая интеграл, стоящий в правой части 
равенства (43), на сумму двух интегралов, соот-
ветствующих указанным областям изменения 
переменной t,  получим  из  (45), (46), что    
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Отсюда и из (5),  (42), (43) приходим к соот-
ношению 
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Отсюда и из  (41)  следует, что  в условиях  леммы 
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Обозначим функцию распределения  случай-
ной величины 1ξ  через F(x).  Из  (1)  следует, 

что  при  x→∞ 
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Согласно теореме 2.6.1 книги [Ибрагимов, 
Линник, 1965] условия (49) достаточно для того, 
чтобы F(x) принадлежала области притяжения 
устойчивого закона с показателем τ, а в силу 
теоремы 2.1.1 этой же книги получаем, что та-
кой закон является предельным для случайной 
величины τζ /1

1 / NN − .  Используя теорему 2.2.2 

[Ибрагимов, Линник, 1965], нетрудно найти, что   
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Учитывая (41), получаем оценку, аналогич-
ную (30): 
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Используя (41) и (46), получаем в итоге, что 
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Отсюда и из (5), (50), (51) следует, что при 
любом фиксированном  y 
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Учитывая (50) и равенство  τ/1zNnr −= ,  из 
(52)  и (53)  находим, что     
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Если 2Kk ∈ , то, используя (51), получаем, что  
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Если 3Kk ∈ , то, как и в лемме 2, видим, что  
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+−= τnoS поэтому из  (34), (48), (54), (55) 

следует, что 
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Оценка )(3 nP  проводится аналогично соот-

ветствующему доказательству в лемме 2, поэто-
му из (40), (47) и (56) получаем утверждение 
леммы 3. 

Теперь мы можем доказать теорему. Из (9) 
следует, что ),( 1

7
−− =≤ NorCPr

τ   поэтому из 

лемм 1 – 3 очевидным образом получаем тре-
буемое. 
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