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Рассматриваются Интернет-графы, состоящие из  N  вершин при условии, что 
сумма степеней  вершин равна  .n  Получено предельное распределение статистики 

типа 2χ для таких графов в случае, когда ,, ∞→nN  ( ) ,0  ,1 ><≤< ττςNnC  

где ( )τς − значение дзета-функции Римана в точке .τ    
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Yu. L. Pavlov, I. A. Cheplyukova. ON ASYMPTOTICS OF  
2χ  -  TYPE 

STATISTICS IN CONDITIONAL  RANDOM INTERNET GRAPHS 
 
We consider random Internet graphs consisting of N  vertices under the condition that 

the sum of vertex degrees is equal to .n We get the limit distribution of 2χ  type statistic 

for these graphs such that ( ) ,0  ,1  ,, ><≤<∞→ ττςNnCnN  where ( )τς  is the 

Rimann's  zeta-function. 
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Для связанной с критерием согласия 2χ  по-
линомиальной схемы хорошо известно асимпто-
тическое поведение соответствующей статисти-
ки. Однако во многих комбинаторных задачах, 
отличающихся от полиномиальной схемы, при 
проверке статистических гипотез также возни-
кает необходимость получения подобных ре-
зультатов. В настоящей работе рассматривается 
одна из таких задач. Объектом исследования яв-

ляется известная конструкция случайного графа 
(см., например, [Faloutsos et al., 1999; Jason et al., 
2000; Newman et al., 2001; Reittu, Norros, 2004]), 
являющаяся подходящей моделью сети Интер-
нет. В связи с этим такие модели иногда называ-
ют Интернет-графами. Опишем этот граф. 
Предполагается, что граф состоит из N  основ-
ных  и одной вспомогательной вершин. Степени 
основных вершин, занумерованных числами от 



 
 

1 до N , задаются независимыми случайными 
величинами Nηη ,,1  ,  распределение которых 

имеет вид 
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где iτ − некоторые положительные параметры. 

Для описания структуры графа будем ис-
пользовать понятие полуребра [Reittu, Norros, 
2004], т. е. ребра, инцидентного конкретной вер-
шине, но для которой смежная вершина еще не 
определена. Чтобы суммарное число полуребер 
было четным, степень вспомогательной верши-
ны полагается равной 1 или 0, в зависимости от 
того, является ли число полуребер основных 
вершин четным или нет. Предполагается, что 
все полуребра различны и при образовании ре-
бер полуребра соединяются равновероятно. 

Во многих работах изучалось предельное по-
ведение различных характеристик Интернет-гра-
фов. В работе [Faloutsos et al., 1999] было показа-
но, что на практике, как правило, параметры рас-
пределения  Nττ ,,1   одинаковы и принадлежат 

интервалу (1,2). В работах [Cheplyukova, Pavlov, 
2007; Павлов, Чеплюкова, 2008] впервые было 
предложено использовать обобщенную схему 
размещения частиц по ячейкам с целью исследо-
вания асимптотического поведения Интернет-
графов. Эта схема была  введена  и  изучена  
В. Ф. Колчиным (см., например,  [Колчин, 2004]). 

В настоящей работе мы рассматриваем под-
множество  Интернет-графов при условии, что 
сумма степеней основных вершин задана и рав-
на n , т. е. 

 .1 nN =++ ηη   

В качестве нулевой статистической гипотезы 
будем рассматривать гипотезу о том, что пара-
метры распределения (1) 

.21 ττττ ==== N  

Для проверки этой гипотезы кажется естест-
венным использовать статистику типа 2χ  сле-
дующего вида 
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Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ,,,1 Nξξ   распре-

деление которых имеет вид 
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где    ( )asxk ,,       ;,2,1 Φ=     означает  
трансцендентную функцию Лерча:                       
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а параметр распределения  λ  выбран из интер-
вала (0,1) так, что выполнено равенство 
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Нетрудно проверить, что уравнение (5) имеет 
единственное решение на интервале (0,1).  
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Ниже приведена  локальная предельная тео-
рема для статистики (2) в случае  ∞→nN ,  так, 
что   ( ),1 1 τς<≤< NnC  где   ( )τς  −  значение 
дзета-функции Римана в точке .τ  Заметим, что 
слабая сходимость  распределения статистики 
(2) к нормальному закону следует из результа-
тов работы  [Ронжин, 1988]. Содержание данной 
статьи докладывалось на следующих конферен-
циях: Barcelona Conference on Asymptotic 
Statistics (2008) [Cheplyukova, Pavlov, 2008],  
X Всероссийском симпозиуме по прикладной и 
промышленной математике (2009) [Чеплюкова, 
2009], 9th Internetional Conference «Computer 
Data Analysis and Modeling: Complex Stochastic 
Data and Systems» (2010), формулировки утвер-
ждений приведены в трудах этих конференций. 
В настоящей работе  эти результаты обобщают-
ся в виде приведенной ниже теоремы и дается 
ее подробное доказательство. 

Далее будем считать, что при  ( )τς→Nn   
выполнено одно из условий:                    
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Теорема. Пусть ∞→nN ,  так, что 
( ).1 τς<≤< NnC  Тогда равномерно отно- 

сительно целых k  таких, что 



 

( ) ( )( )21 ρσ −− NNak  лежит в любом конеч-

ном фиксированном интервале, справедливо  
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Эта теорема будет доказана с помощью при-
веденных ниже лемм 1 − 3.  

 
Лемма 1. Справедливо равенство 

{ }
{ } ,

,22

n

kn
nN

n

Nk

N

NN

=
===







 −+=

ς
μςχ

P

P
P  (6) 

где  

  ( ).1
2

1
  ,

1
1 

=

−=++=
N

i
iiNNN ξξμξξς   

Доказательство.  Учитывая равенство 
,1 nN =++ ηη   из (2) легко получить, что  
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Из (1), (3) и (4) несложно показать, что для 
рассматриваемого множества условных графов 
справедливо равенство 
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Это равенство означает, что выполнены ус-
ловия обобщенной схемы размещения ([Колчин, 
2004]).  Из (7) и (8) нетрудно получить утвер-
ждение леммы 1. 

Легко видеть, что суммы случайных вели-
чин, стоящие в правой чисти равенства (6), об-
разуют схему серий, поэтому задача получения 
предельного распределения статистики (2) сво-
дится к доказательству локальных предельных 
теорем для случайной величины Nς  и случайно-

го вектора ( ).  , NN μς  

Введем следующие обозначения:      
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Лемма 2. Пусть выполнены условия теоре-
мы. Тогда последовательность распределений  
( ) NNN QAS −  слабо сходится к двумерному нор-

мальному закону с плотностью 
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где   ( ) ., 2
21 R∈= xxx  

Доказательство.  Для справедливости утвер-
ждения леммы достаточно показать, что в каждой 
точке ( )21, tt  выполнено равенство 
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где ( )21, ttϕ  обозначает характеристическую 

функцию случайной величины ( ) .NNN QAS −  

Обозначим через ( )21, ttf  характеристи- 
ческую функцию случайного вектора 
( )., 1111 ννξξ EE −−  Используя формулу Тей- 

лора, получаем, что при достаточно малых 1t   

и 2t  
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здесь и далее ,, 21 CC  означают некоторые по-
ложительные постоянные. 

Из (3) несложно найти, что 
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Используя (3) и (5), легко показать, что 

      .C   ,C 321 ≥≥ σσ  Поэтому из соотношения                           
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где, как следует из (11), 
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В лемме 3 [Павлов, Чеплюкова, 2008] показа-

но,  что в случае ( )τς<≤≤< 50 CNnC  спра-

ведливы неравенства ,176 <≤≤ CC λ  поэтому 

из соотношений (12) следует, что 
( ),, 2/3−= NOFE  значит ( ).1−= Nor  Отсюда и из 

(13) видно, что в этом случае имеет место ра-
венство (10). 

Из леммы 3 [Павлов, Чеплюкова, 2008] сле-
дует, что 1→λ  при ( ).τς→Nn  При 1<s  для 

функции Лерча ( )1,, szΦ справедливы соотноше-
ния (см., например, [Flajolet, Sedgewick, 2009]): 
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где ( )xΓ − значение гамма-функции в точке .x  
Тогда, используя (12) и (15), несложно показать, 
что 

( )
( )( )

( )( )






<<−
=−
>

=
− .201

;21ln

;21

2
1

τλ
τλ
τ

ν
τO

O

O

E  

( )
( )( )

( )( )
    

.60,1

;6,1ln

;6,1

6

3
1








<<−
=−
>

=
− τλ

τλ
τ

ν
τO

O

O

E             (16)   

  2σ     
   ( )

( )
   

,20,1

;2,1ln

;2,1

4






<<−
=−
>

− τλ
τλ
τ

τ

 

 
где запись f

 g означает, как и в [Грэхем и др., 

2006], что выполнены одновременно два нера-
венства gCf 8≤  и  .9 fCg ≤  Тогда из (14) и 

(16) получаем, что                           
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Аналогичным образом нетрудно показать, 
что  
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Из (17) и (18) следует, что ( )1−= Nor   и в слу-

чае ( ),τς→Nn  поэтому из (13) опять получа-
ем соотношение (10), что и завершает доказа-
тельство леммы. 

Лемма 2 показывает, что распределение ста-
тистики (2) слабо сходится к нормальному зако-
ну. Докажем, что имеет место локальная сходи-
мость.  

Лемма 3.  Пусть выполнены условия теоре-

мы. Тогда равномерно по ( )21, zzz =  

{ } ( )( ) ( )[ ],1det oQAzgQzS NNNN +−==P
 где   ( )xg  определено в (9). 

Доказательство.  Пусть α обозначает рас-

стояние от R∈α   до ближайшего целого числа,  
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Для двумерной случайной величины X  и 
вектора  d  обозначим 

( ) ( ) ,,X,XH
2*

dd E=  

где  ( )d,X
*

 – скалярное произведение векторов 
*

X  и ,d  случайная величина 
*

X  получена из X  
путем симметризации. Пусть также  

( ) ( ) ( )
( )

( ).HinfH

,,X,XHH

41,21

2*

1

d

dNdd

N
d

N

N

i

iN

Ω∈

=

=

== E
           (19) 

Поскольку ( ),,X 2121

*
ννξξ −−=  нетрудно 

показать, что 

( ) ( ) ( )( )

{ } { } .

2

1
H

21

2

,
21

lk

d
lklk

dlkNd
lk

N

==

×−+−+−= 
ξξ PP

             

Из (16) видно, что 
2
2

22
1

2
1

2
1 NdNddQN σσ +=−

 
  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

   

,40,    ,1

   ;4,    ,1ln
;4,         

 0    ,

4

5













<<→−
=→−

>→
<≤≤<

− ττςλ
ττςλ

ττς
τς

τ NnеслиN

NnеслиN
Nnили

CNnCеслиN

(20) 

а для всех ( )41,21Ω∈d   справедливо 
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Отсюда, из (20) и леммы 2 следует, что в слу-
чаях, когда ( )τς<≤≤< 50 CNnC  и 

( ) ,4, >→ ττςNn  выполнено условие 1 локаль-
ной предельной теоремы  [Мухин, 1991] для дву-
мерных случайных сумм в схеме серий, а имен-
но, существует такое ,0>α  что  

( ) ,H
21dQd NN

−≥ α   

поэтому в этих случаях утверждение леммы 3  
справедливо. 

Пусть  ( ) .4, >→ ττςNn  Проверим вы- 
полнение условия 2 указанной теоремы  [Му-
хин, 1991]. Для этого достаточно показать,  
что ∞→NH  и существуют такие 
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Нетрудно найти, что при 0>ν  справедливо 
соотношение 

( )=uN ,B2 θ                         (23) 
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Из (19) – (23) следует, что достаточно пока-
зать существование ν  и ,δ  обеспечивающих 
выполнение неравенства 

( )( )   .1 132
422

1
CuN ≥− −+−− δτδτ

δ

λ                    (24) 

В силу условия леммы ( ) ,1 ∞→− τλN  поэто-

му при достаточно малых ν  и δ   неравенство 
(24) выполнено и, следовательно, утверждение 
леммы 3 справедливо при .40 << τ  Осталось 
рассмотреть случай .4=τ  Аналогично преды-
дущему получаем, что  

( ) ,ln,B 14
2 uNCuN ≥θ  

и, как нетрудно проверить, (22) справедливо и 
при ,4=τ  что завершает доказательство лем-
мы 3. 

Из результатов работ [Павлов, Чеплюкова, 
2008]  и  [Павлов, 2009] следует, что в рассмат-
риваемых условиях

                      { } ( ) ( )( ).112
1

1 oNnN +==
−

πσςP  

поэтому из лемм 1 и 3 получаем утверждение 
теоремы. 
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