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Рассматривается дегазация цилиндрического образца, содержащего растворенный 
водород. Эксперимент проводится методом термодесорбции. В соответствующей 
краевой задаче с нелинейными динамическими граничными условиями учтены фи-
зико-химические процессы в объеме и на поверхности металла: диффузия, десорб-
ция, растворение и захват дефектами. На основе разностных аппроксимаций разра-
ботан вычислительный алгоритм моделирования десорбционного потока, приведе-
ны результаты численных экспериментов. 
 

К л ю ч е в ы е   с л о в а :  термодесорбция водорода, математическое моделирова-
ние. 
 
N. I. Rodchenkova, Yu. V. Zaika. NUMERICAL MODELLING OF 
HYDROGEN DESORPTION FROM CYLINDRICAL SURFACE 
 
Degassing of a cylindrical sample containing dissolved hydrogen is considered. The 
experiment is made by the thermodesorption method. In the corresponding boundary-
value problem with nonlinear dynamic boundary conditions physical-chemical processes 
in the bulk and on the metal surface are taken into account: diffusion, desorption, capture 
by defects, and solution. Computational algorithm for desorption flux modelling is 
developed on the basis of difference approximations. The results of numerical modelling 
are presented. This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research 
(grant 09-01-00439) and by the Russian Science Support Foundation. 
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Введение 

Значительная концентрация водорода в ме-
талле приводит к водородной хрупкости [Кунин 
и др., 1972; Колачев, 1985]. Естественные ме-
таллургические концентрации растворенного 
водорода составляют от 0,1 до 100 ppm. Для из-
мерения концентрации водорода в твердой про-

бе в условиях заводской лаборатории авторами 
статьи [Полянский и др., 2006] разработан ана-
лизатор водорода (АВ-1). Цилиндрический об-
разец помещается внутрь вакуумного экстракто-
ра из кварцевого стекла. Экстрактор помещает-
ся в печь с заданной температурой экстракции. 
Контакт образца и стенок экстрактора точеч-



 
 

ный, теплопроводность кварца пренебрежимо 
мала, поэтому теплопередача происходит за 
счет излучения. При нагревании образца ато-
марный водород диффундирует внутри и десор-
бируется с поверхности в молекулярной форме. 
С помощью масс-спектрометрического анализа-
тора водорода фиксируется экстракционная кри-
вая, подлежащая дальнейшей обработке (в част-
ности, оцениваются кинетические параметры 
моделей). График зависимости десорбционного 
потока от температуры при монотонном нагреве 
(ТДС-спектр) обычно содержит несколько пи-
ков. Наряду с диффузией лимитирующими фак-
торами являются поверхностные процессы (сле-
дуем работе [Габис и др., 1987]) и захват атомов 
водорода различного рода дефектами (напри-
мер, трещины, микрополости, включения гид-
ридных фаз). Решение проблем водородного ма-
териаловедения, особенно это касается изотопов 
дейтерия и трития, требуют значительных за-
трат. Поэтому роль математического моделиро-
вания в таких задачах является достаточно весо-
мой. Работа посвящена математическому обес-
печению экспериментальных исследований. 
При численном моделировании десорбционного 
потока будем использовать параметры, харак-
терные для алюминия и его сплавов. 

Математическая модель 

Уравнение нагрева. Образец имеет форму ци-
линдра с характерными размерами 
(ГОСТ 21132.1-98): радиус основания 

мL 3104 −⋅= , высота мH 2102 −⋅= . Концентра-
ция в начальный момент времени czrc =),,0(  
постоянная (формируется в процессе изготовле-
ния материала). Без принципиальных изменений 
численного алгоритма при необходимости мож-
но учесть снижение концентрации водорода в 
приповерхностном слое, например, в результате 
предварительной механической и термообра-
ботки. Если прогрев образца равномерный (дос-
таточно медленный, )(tTT = , КT =][ ), то дина-
мику изменения температуры можно описать 
дифференциальным уравнением (ДУ) теплового 
баланса [Полянский и др., 2008]: 
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TT 293)0(0 == K. Здесь conste =T  – темпе-

ратура стенки экстрактора, HLS π2= , 

HLV 2π=  – площадь поверхности и объем ци-

линдра, 331071,2 −⋅⋅= мкгρ  – объемная плот-

ность, 1131015,1~ −−⋅⋅= KкгДжc  – удельная тепло-

емкость, 42181067,5 −−−− ⋅⋅= КмсДжσ  – постоян-
ная Стефана-Больцмана.  

Поскольку не при всех eT  предположение о 

равномерном прогреве справедливо с достаточ-
ной точностью, рассмотрим альтернативную 
распределенную модель. С учетом «трубчатой» 
геометрии экстрактора считаем, что нагрев идет 
в основном через боковую поверхность. Тем са-
мым речь идет о нижней оценке динамики про-
грева «центра» образца. Приведенное уравнение 
из [Полянский и др., 2008] является мажорант-
ным сверху. Примем радиально симметричную 
модель: 
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Здесь λ  – коэффициент теплопроводности 
(для алюминия в диапазоне ]800,300[∈T  

-1-11236 КмсДж −⋅≈λ ); 1)~( −= ρλκ c  – температу-

ропроводность; время окончания счета *t  опре-
деляется стационаром 

e)0,( TtT ≈ , *tt > ; 
tεσα = , 

)3,64(107 5 +⋅= − Ttε  – коэффициент поглощения. 

Вспомогательная задача численного моделиро-
вания нагрева: оперативно оценивать, насколько 
распределение ),( rtT  отличается от равномер-

ного нагрева )(tT  при заданных eT , L , H  и те-

плофизических характеристиках материала. На-
пример, при КT 2930 = , КT 773e =  и указанных 

L , H  предположение о равномерности нагрева 
алюминиевого образца справедливо: разность 

)0,()( tTtT −  не превышает сотой доли градуса. 
И это без учета в распределенной модели по-
глощения тепла торцами. Максимальная темпе-
ратура достигается через 2,2 часа, причем в 
пределах часа нагрев практически линейный. В 
дальнейшем считаем прогрев образца равно-
мерным. 

В качестве завышенной оценки рассмотрим 
случай, когда торцы прогреваются столь же ин-
тенсивно, как и боковая поверхность: 

222 LHLS ππ += . На рис. 1 приведены графики 
температуры: верхний – для ДУ с учетом прогре-
ва всей поверхности, нижний (два совпадающих 
графика) – для ДУ с учетом прогрева только бо-
ковой поверхности и для краевой задачи тепло-
проводности в бесконечном цилиндре. 



 

 
   Рис. 1. Зависимость температуры образца от времени 

 
Диффузионная модель с учетом дефектов. 

Рассмотрим краевую задачу термодесорбции 
для цилиндра с учетом диффузии в объеме, за-
хвата водорода дефектами, выхода из раствора 
на поверхность и десорбции: 
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.const)0( 0 == TT  Здесь ),,( zrtc  – концентрация 

атомарного водорода (H) в металле; ),,( zrtw  – 
концентрация H, обратимо захваченного дефек-

тами физико-химической структуры материала 
(например, в микрополостях); maxw  – макси-

мальная концентрация обратимого захвата;  
)(tγ  – концентрация H в ловушках, которые на-

чинают высвобождать водород только по дости-
жении некоторой критической температуры critT  

(характерно для включений гидридных фаз);  

ia  – коэффициенты поглощения и выделения H 

ловушками ( 03 >a  при critTT ≥ ); ),(1 ztq , 

),(2 rtq , ),(3 rtq  – поверхностные концентрации 

(на боковой поверхности цилиндра и на торцах); 
c  – начальная (естественная) концентрация H в 
твердой пробе; g  – коэффициент соответствия 
концентраций атомов водорода в объеме и на 
поверхности (коэффициент быстрого растворе-
ния); D , b  – коэффициенты диффузии и де-
сорбции. В рассматриваемом температурном 
диапазоне ( ]800,300[∈T ) полагаем 0>ia  кон-

стантами. Изменения для случая нестационар-
ных ))(()( tTata ii ≡  непринципиальны. Для 

практических целей захват учтен в простейшей 
интегральной форме, уточнение геометрии де-
фектов и их распределения в образце сущест-
венно усложнило бы модель. Для упрощения 
выкладок учли по одной обобщенной ловушке 
обратимого захвата и распада. Их может быть 
несколько со своими индивидуальными )( j

ia  и 
)(

crit
kT . Считаем, что коэффициенты диффузии и 

десорбции зависят от температуры по закону 
Аррениуса: 
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bDE , – энергии активации. Сокращенно обо-

значаем ))(()( tTDtD = , ))(()( tTbtb = . Отрезок 

времени [ ]*,0 t  определяется дегазацией: 

0)( ≈tJ , *tt ≥ . Условия 0),0,( =+ ztcr , 

0)2/,,( =Hrtcz   следуют из симметрии. 
Более точная модель растворения на поверх-

ности (для определенности боковой) имеет фор-
му баланса потоков: 
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Но когда диффузия значительно медленнее 
растворения (температура не слишком низкая) и 
концентрации малы, получаем условие быстрой 
растворимости gqc ≈ , где +−= kkg / . Если по-

верхность изотропна (в смысле +− ≈
kk

EE ), то 



 
 

параметр g  слабо зависит от T . В дальнейшем 

обозначение gE  используем условно: это не 

энергия активации, а разность +− −
kk

EE , кото-

рая может оказаться и отрицательной. 
Что касается ловушек, активирующихся 

лишь с определенной критической температу-
ры (типа гидридных фаз): учли лишь их ем-
кость и скорость распада. Моделирование де-
гидрирования – самостоятельная сложная зада-
ча, приводящая к нелинейным краевым зада-
чам со свободными границами раздела фаз с 
условиями типа Стефана. Вариант с объемной 
десорбцией рассмотрен в [Zaika, Rodchenkova, 
2008], с поверхностной – в [Zaika, 
Rodchenkova, 2009]. 

В силу симметрии начальных данных 

23 qq = , и далее разностную аппроксимацию 

строим лишь для половины цилиндра 
( ],2/[ HHz ∈ ) с соответствующими краевыми 

условиями ( 0| 2/ =Hzc ,  =2q ). Для дефекта с 

обратимым захватом (микрополость) константа 
w  определяется в силу (2) 

)0/( =∂∂ t : [ ] 0)(/1)( 02max01 =−− wTacwwTa . 

Для ловушки типа включения гидридной 
фазы значения const=γ , critT , 3a  задаются по 

информации о конкретном химическом соста-
ве гидрида. Наличие производных iq  (накоп-

ления) соответствует представлениям о воз-
можности миграции H по поверхности до де-
сорбции 2H . 

Таким образом, модель нацелена на задачу 
анализа в целом динамики малых естествен-
ных концентраций водорода (без предвари-
тельного насыщения в лабораторных услови-
ях). В прикладном контексте задачи основные 
процессы учтены минимальными математиче-
скими средствами. Дальнейшая детализация 
приводит к росту количества параметров. Об-
ратная задача их оценки становится трудно-
обозримой. 
Уточнение постановки задачи. Цель работы 

состоит в разработке разностной схемы и вы-
числительного алгоритма для моделирования 
десорбционного потока водорода из цилиндри-
ческого образца: 
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При монотонном нагреве удобно наряду с 
зависимостью от t  рассматривать ТДС- 
спектр – график )(TJJ = . Обычно он содер-
жит несколько пиков. Считают, что первый 
пик соответствует поверхностному водороду. 
Но следует соблюдать осторожность: пока де-
сорбируется поверхностный водород, идет 
подкачка H из объема. Актуальна задача оцен-
ки соответствующей поправки. При моделиро-
вании время 

st  окончания поверхностного во-

дорода определяется из 
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Численное моделирование позволяет выде-
лить на экстракционной кривой участок, со-
ответствующий количеству начального по-
верхностного водорода, оценить значения 
энергий активации диффузии, десорбции, па-
раметры обратимого захвата и распада гид-
ридных фаз. 

 
Разностная аппроксимация  
краевой задачи 

Следуя стандартной методике [Самарский, 
1971], введем пространственную сетку 
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и сетку по времени 
{ }]/[,,1,0, * ττωτ tKkktk ====  . 

Обозначим через k
jic ,
 приближенные значе-

ния объемной концентрации ),,( jik zrtc . Анало-

гично ),,(, jik
k

ji zrtww ≈ , )( k
k tγγ ≈ , )( ks

k
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)( kk tDD = , где 
hji zr Ω∈),( , τω∈kt . Для уравнения 

(1) рассмотрим неявную разностную схему ме-
тода переменных направлений, называемую 
продольно-поперечной (схемой Писмена-Рэч-
форда), а для уравнения (2) – схему с весами. 
Переход от слоя k  к слою 1+k  осуществляется 
в два этапа. На первом этапе определяются  
промежуточные значения 2/1

,
+k
jic  из системы урав-

нений 
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Здесь, чтобы иметь возможность использо-
вать алгоритм прогонки на s -м слое по времени 
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Прогонка по переменной z. Поскольку в ци-
линдрических координатах возникает особен-
ность при 0+→r , то переход с ( 2/1+k )-го слоя 
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ловия (4) 

( Hz = ): 0≥k , =− ++ )5,0/()( 2/1
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В граничном узле с точностью до )( 2
zhO : 

m
Ni

m
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m
Niimzz cccHrtch

222 ,1,2, 34),,(2 +−≈ −− , 

1,2/1 ++= kkm .              (22) 

Значения концентрации на ( 2/1+k )-м слое 
уже известны. Для ( 1+k )-го слоя, подставляя 
значения 1

2, 2

+
−

k
Nic  и 1

1, 2

+
−

k
Nic  из соотношений (17) 

(при 1=i ) и (20) (при 1,,2 1 −= Ni  ), получаем 

аппроксимацию 
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Запишем приближение компактнее: 
( )43 1
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),,(2 .             (23) 

Соотношения (22), (23) подставляем в (21), 
обозначив yсk

Ni =+1
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По физическому смыслу выбираем поло-
жительный корень квадратного уравнения по 
y . Корни разных знаков, по крайней мере 

при относительно малых τ  (обозначаем 
1<<τ ). Погрешность аппроксимации гранич-

ного условия )( 22 τ+zhO  согласуется со схе-

мой в объеме. 
Теперь найдем все значения 1

,
+k
jic  при 0=i  и 

1Ni = , 2,,1,0 Nj = . Используя граничное ус-

ловие на оси цилиндра ( 0| 0 =+rc ), получаем 

3/)4( 1
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аппроксимирующего условие (3) при Lr = . 
По 1

,
+k
jic  вычисляем 

( ) .4}]
~

1[

]1[4{
111

2
1

,
1

,
1

1
2/1

,
2/1

2

2/1
,

2/1
,

2/1
1

2/1
,

11
,

−−++++++

++++−+

+−+−

−−+=

τ

τ
kk

ji
k
ji

kk
ji

k

k
ji

k
ji

kk
ji

k
ji

acWawa

cWaww

Коррекция s
jiW ,

~
 ( 1;2/1 ++= kks ) состоит в том, 

что можно положить max,, /
~

wwW s
ji

s
ji =  и повто-

рить вычисления по схеме метода переменных 
направлений до установления s

ji
s
ji WW ,,

~ ≈  (обыч-

но две-три итерации).  
Классическая диффузионная задача. Для уп-

рощенных расчетов считают диффузию единст-
венным лимитирующим фактором (игнориру-
ются физико-химические процессы на поверх-
ности), и рассматривают краевую задачу I рода 
с нулевыми граничными концентрациями: 
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В качестве приближения решения использу-
ется частичная сумма ряда 
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представляющего обобщенное решение (из-за 
несогласованности краевых условий). Здесь 

))(()( tTDtD ≡ , 0J , 1J  – функции Бесселя пер-

вого рода нулевого и первого порядков, 0
mμ  – 

последовательные нули функции )(0 μJ . Поток 

H сквозь поверхность: 
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Часто ограничиваются первым слагаемым 
( 1== mn ), считая остальные быстро затухаю-
щими. Но в рассматриваемой задаче асимптоти-
ка по времени не столь важна: самое интересное 
происходит до и в окрестности «верхушки» 
ТДС-пика. Сколько членов ряда необходимо 

брать для хорошей аппроксимации графика  
( 5±  %)? Ряд сходится медленно. Напри- 
мер, при 32310 −= мc , 123

0 102 −−⋅= cмD , 
14106 −⋅⋅= мольДжED  ( 7102 −⋅≈D , KT 773= ), 

нужно 144 члена ряда ;15,13,11,9,7,5,3,1( =n  

)181 ≤≤ m . При четных n  сумма равна нулю.  
 

 
    Рис. 2. Приближения диффузионного потока )(tI  

 
На рис. 2 приведены по убыванию максиму-

ма приближения )(tI  частичными суммами с 

=≤ ),(),( MNmn  ),18,15(  ),10,5(  )3,3( , )1,1( . 
Несколькими слагаемыми не обойтись, пик 
только один (разве что в конкретной ситуации 
необходимо учесть несколько сравнимых кана-
лов диффузии с различными )( jD ). 

 
Алгоритм и результаты моделирования 

Изложим поэтапно алгоритм вычислений. 
Фиксируем значения L , H , 0D , DE , 0b , bE , 0g , 

gE , c , maxw , γ , 0T , eT , critT , 1a , 2a , 3a , σ , ρ , 

c~ . Переход от k -го слоя к 1+k  осуществляется 
в два этапа. I-й этап: на ( 2/1+k )-м слое по вре-
мени ( 0≥k ) алгоритм вычислений следующий. 

1. Вычисляем значения 2/1
,

~ +k
jiW  из уравнения 

(9) при 2/1+= ks . 
2. В соответствии с соотношениями (10), (11) 

прямым ходом прогонки вычисляем наборы ко-
эффициентов 2/1

,
+k
jiα , 2/1

,
+k
jiβ . 

3. Значения концентрации в граничных узлах 
определяем, решая квадратные уравнения отно-
сительно 02/1

,1
>= +k

jNсy . 

4. Обратным ходом прогонки по формуле 
(11) находим приближенные значения концен-
трации во всех внутренних узлах. 



 

5. Используя граничные условия, доопреде-
ляем значения 2/1

,
+k
jic  в граничных узлах при 

0=j  и 2Nj = , 1,,1,0 Ni = . 
6. Из второго уравнения разностной схемы в 

объеме вычисляем значения концентрации в де-
фектах обратимого захвата: 
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7. Коррекция 2/1
,

~ +k
jiW : можно положить 

max
2/1

,
2/1

, /
~

wwW k
ji

k
ji

++ =  и повторить п.п. 2–6 до ус-

тановления 2/1
,

2/1
,

~ ++ ≈ k
ji

k
ji WW  (2–3 итерации). 

II-й этап: на ( 1+k )-м слое по времени 
( 0≥k ) алгоритм следующий.  

1. Вычисляем по слою значения 1
,

~ +k
jiW  из 

уравнения (9) при 1+= ks . 
2. В соответствии с соотношениями (16), 

(17), (19), (20) прямой прогонкой вычисляем ко-
эффициенты 1

,1
+k
jα , 1

,1
+k
jβ , 1

,
+k
jiα , 1

,
+k
jiβ . 

3.  Значения концентрации в граничных уз-
лах определяем, решая квадратное уравнение 
относительно 01

, 2
>= +k

Nicy . 

4.  Обратным ходом прогонки по формулам 
(17), (20) находим приближенные значения кон-
центрации во внутренних узлах. 

5.  Из граничных условий: 1
,
+k
jic  при 0=i  и 

1Ni = , 2,,1,0 Nj = . 
6.  Из второго уравнения разностной схемы в 

объеме: 
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      7. Коррекция 1
,

~ +k
jiW : можно положить 

max
1

,
1

, /
~

wwW k
ji

k
ji

++ =  и повторить п.п. 2–6 до уста-

новления 1
,

1
,

~ ++ ≈ k
ji

k
ji WW . 

 
Результаты численного моделирования 

На рис. 3–10 изображены графики де- 
сорбционного потока )(tJ . Варьируемые коэф-
фициенты приводятся в порядке следования 
максимумов )(tJ  слева направо или по их  
убыванию. Кружком отмечается окончание на-
чального поверхностного водорода. Фикси- 
руем 32310 −= мγ , 323

max 10 −= мw . Параметры 
по умолчанию, общие для всех графиков, берут-
ся из таблицы. 

 
       Рис. 3. Влияние параметра 0b  

 

 
      Рис. 4. Влияние параметра bE  

 

 
     Рис. 5. Влияние параметра 0D  

 

 
      Рис. 6. Влияние параметра DE  



 
 

 
Рис. 7. Влияние параметра g0  

 

 
Рис. 8. Влияние параметра gE  

 

 
      Рис. 9. Сравнение )(tJ  и )(tI  

 

 
    Рис. 10. Влияние дефектов двух типов 

Параметры моделирования, общие для всех графиков 

Примечание. 1
0 ][ −= мg , 12

00 ],[ −= смDb , 

1],,[ −⋅= мольДжEEE gDb
, КTTT =],,[ ecrit0

, 

1
321 ],,[ −= caaa , мHL =],[ , 3][ −= мc . 

 
На рис. 3 показано влияние коэффи- 

циента 0b  на десорбционный поток. Изме- 

нения: 12141312
0 10;10;10 −−−−= смb . Рис.  4  

иллюстрирует влияние энергии актива- 
ции bE , изменения по убыванию мак- 

симума: 14 12;10;910 −− ⋅=⋅ мольДжEb . Рис. 5: 
12655

0 10;10;105 −−−−⋅= смD . На рис. 6 показано 

влияние :DE  6;5;410 4 =⋅ −
DE . На рис. 7 ва- 

рьируется 1
0 200;100;50 −= мg . Рис. 8 отра- 

жает зависимость десорбции от значения 
1;0;110 3 −=⋅ −

gE . На рис. 9 представлены гра-

фики двух потоков: диффузионного – для выро-
жденной задачи I рода, десорбционного – для 
краевой задачи с динамическими граничными 
условиями (левый график). Значения парамет-
ров: 3

0 102 −⋅=D , 4106 ⋅=DE , 5
0 10−=b , 

41012 ⋅=bE , 3
0 10=g , 23103 ⋅=γ , 24

max 10=w , 

0
01 =a , 03 ≡a . На рис. 10 приведен график по-

тока с учетом дефектов двух типов (обратимый 
захват и распад). 
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