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В статье рассматривается  модель факторного анализа с зависимыми остатками. 
Стандартный подход к получению статистических выводов с помощью этой модели 
основан на параметрическом представлении и на методе максимального правдоподо-
бия. К сожалению, такой подход не всегда применим. Например, данная ситуация 
возникает  тогда, когда  выборочная матрица ковариаций вырождена. Один из подхо-
дов для преодоления данных трудностей состоит в использовании полиномиальных 
инвариантов, представляющих из себя полиномы, которые зависят от элементов мат-
рицы ковариаций наблюдаемых случайных величин. В статье разработан метод полу-
чения таких инвариантов для произвольного числа латентных переменных.  
   

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  факторный анализ, латентные переменные, полиноми-
альные инварианты. 
 
S. V. Stafeev. POLYNOMIAL INVARIANTS FOR MODELS WITH 
LATENT VARIABLES 
 
Statistical inference in factor analysis models is usually based on parametric 
representation and on maximum likelihood estimates. However , such approach is not 
always applicable. For example, the case when a sample covariance matrix is singular  
the likelihood ratio test cannot be used. One of the approaches for overcoming these 
difficulties consists in using model invariants, that is, polynomial equality relations that 
the model imposes on the entries of the covariance matrix of the observed variables.  In 
this paper a simple method for finding model invariants for any number of latent 
variables is developed. 
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Постановка задачи 

Рассмотрим следующую модель факторного 
анализа:  
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где t
nXX },...,{ 1=X – вектор   наблюдаемых слу-

чайных    величин     с    матрицей     ковариаций  
)( ijσ=Σ ; t

kHH },...,{ 1=H – множество незави-

симых в совокупности нормально распределен-
ных латентных (ненаблюдаемых) случайных  



 

величин (факторов), причем 0M =iH , 1D =iH , 

ki ,...,1= ; )( ijaA =  – матрица  факторных нагру-

зок. Вектор остатков t
kYY },...,{ 1=Y  имеет невы-

рожденное нормальное распределение с нуле-
вым вектором математических ожиданий и мат-
рицей ковариаций )( ijθ=Θ .  Векторы Y  и H  

являются независимыми. Взаимосвязь компо-
нент вектора Y  представляется ковариацион-
ной графовой моделью [Стафеев, 2005] со 
структурой ),( EVG = , где  },...,1{ nV = , а  

}0,|),{( ≠≠= ijjijiE θ .        

Стандартный подход к получению статисти-
ческих выводов с помощью этой модели осно-
ван на параметрическом представлении модели 
и на методе максимального правдоподобия 
[Harman, 1976]. К сожалению, такой подход не 
всегда применим. Например, данная ситуация 
возникает  тогда, когда  выборочная матрица ко-
вариаций вырождена. Заметим, что когда число 
наблюдений меньше числа переменных, это все-
гда так. Один из подходов для преодоления дан-
ных трудностей состоит в использовании поли-
номиальных инвариантов модели. Инвариант 
модели (1) представляет из себя полином, кото-
рый зависит от элементов матрицы ковариаций 
наблюдаемых случайных величин. Заметим, что 
проблема нахождения инвариантов модели (1) 
связана с проблемой параметрической иденти-
фицируемости модели (1) [Стафеев, 2006, 2009].  
Основная проблема данного подхода состоит в 
том, что нахождение инвариантов для 2>k   
очень трудно с вычислительной точки зрения 
[Drton et al., 2007]. В статье разработан простой 
метод получения таких инвариантов для произ-
вольного числа латентных переменных.    

 
Полиномиальные инварианты 

Легко видеть, что матрица ковариаций на-
блюдаемых случайных величин Σ   допускает 
следующее представление:  Θ+=Σ tAA .        (2)                                

Пусть k
GP  – множество  всех положительно 

определенных   матриц, допускающих разложе-
ние (2), и пусть  )(Σf  – полином, зависящий от 

элементов  ijσ    матрицы  Σ .  Полином )(Σf   

называется  полиномиальным инвариантом мо-
дели (1),  если 0)( =Σf  для всех матриц   

k
GP∈Σ . Легко видеть, что множество всех инва-

риантов модели (1)  образует идеал G
nkI ,   кольца 

многочленов  ]),(,,[ Ejijiij ∉<σR . Заметим, 

что согласно известной теореме Гильберта, лю-
бой идеал имеет конечный базис.  

Пусть ],[, jiM ijnk <⊆ σR   – идеал, который 

генерируется всеми )1()1( +×+ kk  минорами 
симметричной матрицы Σ . (Другими словами, 
базис идеала nkM ,  состоит из всех  

)1()1( +×+ kk  миноров матрицы Σ .)  В работе 
[Drton, Sullivant, 2007] показано, что 

],[,, jiMI ijnknk <= σR , 

где nkI ,  – идеал   G
nkI , , в котором граф G  не со-

держит ребер. Аналогичным образом, можно 
показать: 
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В работе [Loera et al., 1995] найден базис 
идеала  nkI , . Он состоит из полиномов вида                       

mljijmlilmij ≠≠≠− ,σσσσ .                            (3) 

Полиномы вида (3) называются тетрадами.  
Заметим, что простейшими инвариантами, 

принадлежащими nkI , , являются  не содержа-
щие диагональных элементов )1()1( +×+ kk  ми-
норы матрицы Σ . Примером нетривиального 
инварианта для 2=k  и 5=n  является пентада 
[Harman, 1976], имеющая вид: 

.35142324154524132315

15452325142545132314

15243425132514352413

35451324123545132412

35451324121534352412

45143523125145342312

σσσσσσσσσσ
σσσσσσσσσσ

σσσσσσσσσσ
σσσσσσσσσσ

σσσσσσσσσσ
σσσσσσσσσσ

+
−−

++
−−
++

−−

 

Определим основной объект данной работы. 
Пусть ),( EVG =  – дополнительный  для G  

граф. Определим граф ),( EVG = , где 

}...1),,...,({ 211 kiiiii kk ≤<<<≤== iV , 
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Заметим, что граф G был впервые опреде-
лен в работе [Stafeev, 2007] в контексте про-
блемы параметрической идентифицируемости 
модели (1).   

Обозначим через || , jiΣ  детерминант матри-

цы k
lmji lm 1,,, )( ==Σ σji . Пусть ),( CC EVC = , где 

},...,1,{ miV iC == α ,  а 

)},(,1,...,1),,{( 11 miiC miE αααα −== + , – четный   

простой цикл. Определим следующий полином: 
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где }12/,...,0),,{( 2212
' −== ++ mjE jjC αα  и 

''' \ CCC EEE = . 

Пусть ),( TT EVT =   – граф, состоящий из про-
стого нечетного цикла с множеством ребер 

)},(),...,,{(
11 1211 mmE αααα −= , простой цепи с 

множеством ребер 
)},(),...,,{(

2211 112 mmmmE αααα −+=  и простого не-

четного цикла с множеством ребер  
)},(),,(),...,,{(

222 113 mmmmmmE αααααα −+= . Опреде-

лим следующий полином: 
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где }1]2/[,...,0),,{( 2212
' −== ++ mjE jjT αα , 

''' \ TTT EEE = . 
Следующая теорема описывает большой 

класс полиномиальных инвариантов. 
Теорема 1.  Пусть  )(GC   – множество  всех 

четных простых циклов графа G , а )(GT  – 

множество  всех подграфов графа G , состоя-
щих из двух нечетных простых циклов, соеди-
ненных простой цепью. Тогда 

G
nkTC ITCff ,)}(),(),(),({ ⊂∈∈ΣΣ GTGC . 

Доказательство. Рассмотрим случай 1=k . 
Модель (1) в этом случае имеет вид: 

iii YHaX +=  , 

где t
naaA },...,{ 1= . Используя независимость  H  

и Y , получаем для Eji ∉),(  
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Пусть ),( CC EVC =  – четный  простой цикл гра-

фа G , причем },...,1,{ miV iC == α , а   

)},(,1,...,1),,{( 11 miiC miE αααα −== + . По-

лучаем: 
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Пусть ),( TT EVT =  – подграф  графа G , со-
стоящий из простого нечетного цикла с множе-
ством ребер )},(),...,,{(

11 1211 mmE αααα −= , про-

стой цепи с множеством ребер 

)},(),...,,{(
2211 112 mmmmE αααα −+=  и простого не-

четного цикла с множеством ребер  
)},(),,(),...,,{(

222 113 mmmmmmE αααααα −+= . Полу-

чаем  
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Таким образом, для 1=k  теорема доказана. 
Рассмотрим общий случай. Обозначим 
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Легко видеть, что 
ViYHX iii ∈+= ,A . 

Для непересекающихся  i и jполучаем 
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Таким образом, tAA )( jiij =Σ  для непересе-

кающихся i и j . Получаем, что                              

Ejijijiij ∈==Σ ),(|,||||)(||||| AAAA t .          (5) 

Очевидно, что соотношение (5) аналогично 
соотношению (4). Таким образом, подставляя в 
полученных полиномиальных инвариантах для 
случая 1=k  вместо ковариаций ijσ   соответст-

вующие  миноры || ijΣ , получаем требуемый ре-

зультат. 
Пусть },...,{ 11 −= kmmm  и },...,{ 11 −= kddd , mи 

d не пересекаются, 321 iii ≠≠ , dm∉},,{ 321 iii , и 

пусть граф G содержит цикл с множеством ре-
бер 
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Тогда, используя теорему 1, получаем сле-
дующий инвариант 
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Например, в случае 2=k и 5=n этот инвари-
ант имеет вид: 
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Инвариант 5,2
Cf  является произведением 12σ  

и пентады.  
Пусть S  – выборочная  матрица ковариа-

ций. Для проверки нулевой гипотезы   
0)(: =ΣfH f  можно использовать статистику 

)(Sf [Drton et al., 2008]. Обозначим через 

))(( SfVarΣ  дисперсию )(Sf . Дисперсия 

))(( SfVarΣ  является полиномом, который зави-
сит от элементов матрицы Σ . Заменяя матрицу 
Σ оценкой S , получаем оценку для дисперсии 
статистики ))(( SfVarS . В условиях нулевой ги-

потезы стандартизованная статистика 

))((

)(

SfVar

Sf

S

 

асимптотически имеет стандартное нормальное 
распределение.  
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