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Èññëåäîâàíà ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé êîîïåðàöèè ïðè ñîçäà-
íèè ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ïîëó÷åíî òåîðåòè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è è ïðîâåäåíî êîëè÷åñòâåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà îñ-
íîâå ðàçðàáîòàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ êàê äëÿ ñëó-
÷àÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, òàê è ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè. Âëè-
ÿíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà ðàçâèòèå êîìïàíèé â ñîâìåñòíîì
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ïðåäïðèÿòèè îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà Èòî. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íà-
÷àëüíûõ äàííûõ îæèäàåìàÿ ïðèáûëü îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
äèíàìè÷åñêîãî âåêòîðà Øåïëè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
ðåøåíèåì êîîïåðàòèâíîé èãðû. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåïëè íàðóøàåòñÿ, è íàáëþ-
äàåòñÿ íåïðåðûâíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñîâìåñòíîé ïðèáûëè.
Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ íîâîå ðåøåíèå íà îñíîâå ïðîöåäóðû
ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, îáëàäàþùåå òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè
óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà, êîîïåðà-
òèâíîå ðåøåíèå, âðåìåííàÿ è ïîçèöèîííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü êîîïå-
ðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé, ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà (ÏÐÂ),
ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ), ïîçèöèîííî ñîñòîÿòåëüíûé
âåêòîð Øåïëè, óñòîé÷èâîå ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå.

Ââåäåíèå
Êîîïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñíîâíûõ ôîðì ïîâåäå-

íèÿ â áèçíåñå, ïðè ýòîì ïî ìíîãèì ïðàêòè÷åñêèì ïðè÷èíàì âàæíî,
÷òîáû äîëãîñðî÷íàÿ êîîïåðàöèÿ áûëà óñòîé÷èâîé íà âñåì âðåìåí-
íîì ïðîìåæóòêå åå ðåàëèçàöèè, ïðè ýòîì óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ
â ïåðâóþ î÷åðåäü êàê äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èëè ñîñòîÿòåëü-
íîñòü âî âðåìåíè êîîïåðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé. Ýòî ñâîéñòâî êîîïåðà-
òèâíîãî ñîãëàøåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé ïîäûãðå ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè íà îïòèìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè âûèãðûøè èã-
ðîêîâ ñîîòâåòñòâóþò òåì ïðèíöèïàì âûáîðà, ñîãëàñíî êîòîðûì áûë
îïðåäåëåí îïòèìàëüíûé äåëåæ âî âñåé èãðå.

Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (âðåìåííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü) ïðèí-
öèïîâ îïòèìàëüíîñòè â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ïîäðîáíî èññëå-
äîâàëàñü â ðàáîòàõ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè èãð. À.Îðè [5] çàìåòèë
âðåìåííóþ íåñîñòîÿòåëüíîñòü àðáèòðàæíîé ñõåìû Íýøà ïðè åå èñ-
ïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè â äèôôåðåíöèàëü-
íîé èãðå. Ë.À. Ïåòðîñÿí [1] ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàë ïîíÿòèå
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (âðåìåííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè). Íåñêîëü-
êî ïîçæå âðåìåííóþ íåñîñòîÿòåëüíîñòü äîëãîñðî÷íûõ ïëàíîâ îáíà-
ðóæèëè ïðè ðåøåíèè îäíîé ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Ô. Êèäëàíä è Å.
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Ïðåñêîòò [6], ïîëó÷èâøèå Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ â îáëàñòè ýêîíîìè-
êè â 2004 ã. Âïåðâûå â æóðíàëüíîé ëèòåðàòóðå òåðìèí äèíàìè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü ïîÿâèëñÿ â ðàáîòå Ñ.Â. ×èñòÿêîâà [3]. Ýòèì æå àâòî-
ðîì ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ Ë.À. Ïåòðîñÿíîì, ñôîðìóëèðîâàíà
ïðîáëåìà ñèëüíîé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [4]. Ë.À.Ïåòðîñÿí è
Í.Í.Äàíèëîâ [2] ââåëè �ïîíÿòèå ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà�
äëÿ êîîïåðàòèâíûõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [14] èññëåäîâàíî êîîïåðàòèâ-
íîå ðàâíîâåñèå â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ, â êîòîðîì ñèñòåìà óãðîç
îáåñïå÷èâàåò ðàçâèòèå èãðû ïî êîîïåðàòèâíîìó ïóòè. Ë.À.Ïåòðîñÿí
ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè ïðîâåë ïîäðîáíûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè â êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ è ïðåäëîæèë ìå-
òîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûõ (ñîñòîÿ-
òåëüíûõ âî âðåìåíè) ðåøåíèé [8, 9, 11]. Ïîäðîáíûé àíàëèç ïðîáëåìû
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ñâÿçàííûõ ñ íåé ïðèêëàäíûõ ïðîáëå-
ìàõ ñì. â [12]. Â ðàáîòå [15] âïåðâûå èññëåäîâàíû ïðîáëåìû äèíàìè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
äèíàìèêîé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæåíû â êíèãå
[16].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîãî
ïðåäïðèÿòèÿ, îáðàçîâàííîãî òðåìÿ ôèðìàìè ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè çà ñ÷åò âçàèìíîé ïåðåäà÷è òåõíîëîãèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îáðàçîâàíèå ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äîëãî-
ñðî÷íîãî êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìàëü-
íî äàííàÿ ìîäåëü íå âêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè êëàññà èãð, èññëåäîâàí-
íûõ â [4], ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå
òðè ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ïðèíöèïà
îïòèìàëüíîñòè âûáðàí äèíàìè÷åñêèé âåêòîð Øåïëè [12, 18].

Èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ íà÷íåì ñ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ îáîáùåííîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùåãî äè-
íàìèêó êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà.

1. Îáîáùåííûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
Èçâåñòíî, ÷òî ïåðåìåííûå, êîòîðûå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìåíÿþò

ñâîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ñëåäóþò ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåñ-
ñó. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ äèñêðåòíûì è
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî
âðåìåíè [2].
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Îáîáùåííûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âè-
äå:

dx = adt + bdz, (1.1)

ãäå a è b � êîíñòàíòû, à âåëè÷èíà dz ðàâíà: dz = θ
√

dt, θ- ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå adt â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäïîëàãà-
åò, ÷òî ñðåäíèé îæèäàåìûé òåìï ðîñòà âåëè÷èíû x â åäèíèöó âðå-
ìåíè åñòü a. Áåç âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè, ïðîöåññ (1.1)
èìååò âèä dx = adt èëè x = x0 + at, ãäå x0 � çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ ïðî-
öåññà x ïðè t = 0 è ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì. Âòîðîå ñëàãàåìîå
bdz â ïðàâîé ÷àñòè (1.1) èìååò ñìûñë øóìà â ðàçâèòèè äàííîãî ïðî-
öåññà. Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü îïèñûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì è
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì b.

Íà ìàëûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ∆t èçìåíåíèå çíà÷åíèé x è ∆x

ìîæåò áûòü çàïèñàíî:

∆x = a∆t + bθ
√

∆t, (1.2)

ãäå θ - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Óðàâíåíèå (1.2) îïèñûâàåò îáîáùåííûé
âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ïðè äèñêðåòíîì âðåìåíè.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó Èòî, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû a è b ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñî-
ñòîÿíèÿ x è âðåìåíè t:

dx = a(x, t)dt + b(x, t)dz. (1.3)

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðîöåññ Èòî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∆x = a(x, t)∆t + b(x, t)θ
√

∆t. (1.4)

Â ïðèâåäåííîé íèæå ìîäåëè áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ óðàâíåíèå (1.3), à
äëÿ åãî àïïðîêñèìàöèè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðèìåíÿåòñÿ
óðàâíåíèå (1.4).
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2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òðè êîìïàíèè (èãðîêè i ∈ N = {1, 2, 3})

çàêëþ÷àþò êîîïåðàòèâíîå ñîãëàøåíèå íà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0, T ]

îá îðãàíèçàöèè ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ñîâ-
ìåñòíîé ïðèáûëè. Ïðèáûëü êîìïàíèè i îò ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ
íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðàâíà

Et0





T∫

t0

[
Pi[xi(s)]

1
2 − ciui(s)

]
exp[−r(s− t0)]ds+

+ exp[−r(T − t0)]qi[xi(T )]
1
2

}
, i ∈ N (2.1)

Çäåñü: Et0 - îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; Pi, ci, è qi � ïî-
ëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, r � ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà; xi(s) ⊂ R+ � òåõíî-
ëîãè÷åñêèé óðîâåíü êîìïàíèè i â ìîìåíò s, êîòîðûé ìû áóäåì íàçû-
âàòü ñîñòîÿíèåì èãðîêà i, ui(s) ⊂ R+ � èíâåñòèöèè â òåõíîëîãè÷åñêîå
ðàçâèòèå, (óïðàâëåíèåì èãðîêà i); Pi[xi(s)]

1/2 � ÷èñòàÿ îïåðàöèîííàÿ
ïðèáûëü êîìïàíèè i ïðè òåõíîëîãè÷åñêîì óðîâíå xi(s); ciui(s) � ñòî-
èìîñòü èíâåñòèöèé, qi [xi(T )]1/2 � ëèêâèäàöèîííàÿ ñòîèìîñòü òåõíî-
ëîãèè êîìïàíèè â ìîìåíò T .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçâèòèå òåõíîëîãèè êîìïàíèè i ïðè
íåçàâèñèìîì ôóíêöèîíèðîâàíèè ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Èòî:

dxi(s) =
[
αi [ui(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)
]
ds + σixi(s)dzi(s), xi(t0) = x0

i ,

ãäå αi [ui(s)xi(s)]
1/2 − ïðèáàâêà â òåõíîëîãèè, ïîëó÷åííàÿ ïðè îáúå-

ìå èíâåñòèöèé ui(s), δ � ïàðàìåòð óñòàðåâàíèÿ òåõíîëîãèè; ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü â ðàç-
âèòèè òåõíîëîãèè (òàê íàçûâàåìûé �áåëûé øóì�); dzi(s) = θi

√
ds �

ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è θi − ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä-
÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à σi -
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà (ïàðàìåòð âîëàòèëüíîñòè).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè íåñêîëüêî êîìïàíèé çàêëþ÷àþò êîîïå-
ðàòèâíîå ñîãëàøåíèå (îáúåäèíÿþòñÿ) äëÿ îðãàíèçàöèè ñîâìåñòíîãî
ïðåäïðèÿòèÿ ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ñîâìåñòíîé ïðèáûëè, òî êîì-
ïàíèÿ - ó÷àñòíèê êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü äî-
ïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè â ðàçâèòèè ñâîåé òåõíîëîãèè. Ïîýòîìó â
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ñîâìåñòíîì ïðåäïðèÿòèè äèíàìèêà ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèè èçìåíÿåòñÿ.
Â ñëó÷àå, êîãäà âñå òðè ôèðìû îáúåäèíÿþòñÿ â ñîâìåñòíîå ïðåäïðè-
ÿòèå, ðàçâèòèå òåõíîëîãèè êîìïàíèè i ïðèíèìàåò âèä

dxi(s) = [αi [ui(s)xi(s)]
1/2 + b

[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 +

+b
[k,i]
k [xk(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)]ds + σixi(s)dzi(s)

xi(t0) = x0
i , i, j, k ∈ N = {1, 2, 3}, i 6= j 6= k, (2.2)

ãäå b
[j,i]
j è b

[k,i]
k − ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ýô-

ôåêò ïåðåäà÷è òåõíîëîãèè êîìïàíèè i îò êîìïàíèé j è k ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðèáûëü ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì îò ñóììû ïðèáûëåé âõîäÿùèõ â íåãî êîìïàíèé

Et0





T∫

t0

3∑
i=1

[
Pi[xi(s)]

1/2 − ciui(s)
]
exp [−r(s− t0)] ds

+
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2

}
. (2.3)

3. Âûèãðûø êîàëèöèè
Ïðåäïîëàãàåìàÿ ïðèáûëü êîàëèöèè K îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìèçà-

öèåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóììû âõîäÿùèõ â êîàëèöèþ êîì-
ïàíèé:

Et0





T∫

t0

∑
i∈K

[
Pi[xi(s)]

1/2 − ciui(s)
]
exp [−r(s− t0)] ds

+
∑
i∈K

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2

}
, (3.1)

ïðè ýòîì

dxi(s) =

[
αi [ui(s)xi(s)]

1/2 +
∑

j∈K,j 6=i

b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)

]
ds

+σixi(s)dzi(s), xi(t0) = x0
i , i ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3} (3.2)
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Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ïåðåïèøåì (3.2) â âèäå:

dxK(s) = fK [s, xi(s), u
(t0)K∗
K (s, xK(s))]ds + σKxK(s)dzK(s), (3.3)

Çäåñü dxK(s) = {dxi(s)}i∈K , dzK(s) = {dzi(s)}i∈K ,

fK(s) =
{
fK

i (s)
}

i∈K
=

=

{
αi [ui(s)xi(s)]

1/2 +
∑

j,i∈K, j 6=i

b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)

}

i∈K

,

σKxK(s) = {σixi(s)}i∈K .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ [K; t0, x0] ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ (3.1)-(3.3). Òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è áûëî
íàéäåíî â [16]. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé {u∗K(t)} äàåò
ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Γ [K; t0, x

0
K ], åñëè ñóùå-

ñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ W (t0)K(t, xK) : [t0, T ]×∏
j∈K

Rmj → R, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

−W
(t0)K
t (t, xK)− 1

2

m∑
h,ζ=1

Ωhζ
K (t, xK)W

(t0)K

xhxζ (t, xK) =

max
uK

{
∑
j∈K

gj [t, xj, uj] exp
[
− ∫ t

t0
r(y)dy

]
+

∑
j∈K

W
(t0)K
xj (t, xK)fK

j [t, xK , uj]

}
,

W (t0)K(T, xK) =
∑
j∈K

exp
[
− ∫ T

t0
r(y)dy

]
qj(xj),

ãäå gi [t, xi, ui] exp
[
− ∫ t

t0
r(y)dy

]
� ìãíîâåííàÿ ïðèáûëü èãðîêà i â ìî-

ìåíò t, äèñêîíòèðîâàííàÿ íà ìîìåíò íà÷àëà èãðû, ΩK(t, xK) - äèà-
ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè σixi(s), i ∈ K ⊆ N , Ωhζ

K (t, xK) �
ýëåìåíò â ñòðîêå h è ñòîëáöå ζ ìàòðèöû ΩK(t, xK).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ W (t0)K(t, xK) êàê ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø
êîàëèöèè K íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t, T ] , t0 ≤ t ≤ T (ôóíêöèÿ
Áåëëìàíà).
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Γ [K; τ, xτ
K ], êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò τ ∈

[t0, T ] â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè xτ
K . Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1, ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî:

exp
[∫ t

τ
r(y)dy

]
W (τ)K(t, xt

K) = W (t)K(t, xt
K),

u
(τ)K∗
K (t, xt

K) = u
(t)K∗
K (t, xt

K), t0 ≤ τ ≤ t ≤ T .

Çàìåòèì, ÷òî óðîâåíü òåõíîëîãèè êîìïàíèè i óâåëè÷èâàåò äîõîä,
òàê êàê gi[s, xi(s), ui(s)] è qi(xi(T )) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî xi(t),
êîìïàíèÿ-ó÷àñòíèê êîîïåðàöèè K ìîæåò ïîëó÷èòü íîâûå íàâûêè è
òåõíîëîãèè îò äðóãîé ôèðìû â êîàëèöèè, ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñó-
ïåðàääèòèâíîñòü ôóíêöèè Áåëëìàíà, òî åñòü

W (τ)K(τ, xτ
K) ≥ W (τ)L(τ, xτ

L) + W (τ)K\L(τ, xτ
K\L), L ⊂ K ⊆ N,

ãäå K \ L - äîïîëíåíèå L äî K.
Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå Áåëëìàíà ïðèíèìàåò âèä:

−W
(t0)K
t (t, xt

K)− 1

2

∑
i∈K

σ2
i x

2
i W

(t0)K
xixi

(t, xK) =

max
uk

{∑
i∈K

[Pix
1
2
i (t)− ciui(t)]e

−r(t−t0) +
∑
i∈K

W (t0)K
xi

(t, xt
K)fK

i [t, xt
K , ut

K ]

}
,

W (t0)K(T, xT
K) =

∑
i∈K

e−r(T−t0)qi(xi(T )); (3.4)

ïðè óñëîâèè

x∗i (t) = x0
i +

+
∫ t

t0
fN

i [s, xi(s), u
(t0)N∗
i (s, xN(s))]ds +

∫ t

t0
σi[s, xi(s)]dzi(s), i ∈ N.

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ âàðèàíòà ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèè â
íàøåì ñëó÷àå. Äëÿ îäíîé ôèðìû i óðàâíåíèå (3.4) ïðèíèìàåò âèä:

−W
(t0)i
t (t, xi)− 1

2
W (t0)i

xixi
(t, xi)σ

2
i x

2
i =

max
ui

{[
Pix

1/2
i − ciui

]
exp [−r(t− t0)] + W (τ)i

xi
(t, xi)

[
αi(uixi)

1/2 − δxi

] }
,

W (t0)i(T, xi) = exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2 , i ∈ {1, 2, 3} . (3.5)
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå:

ui =
α2

i

4(ci)2

[
W (t0)i

xi
(t, xi) exp [r(t− t0)]

]2
xi, i ∈ {1, 2, 3} . (3.6)

Çàìåíÿÿ ui â óðàâíåíèè Áåëëìàíà, èìååì:

−W
(t0)i
t (t, xi)− 1

2
W (t0)i

xixi
(t, xi)σ

2
i x

2
i =

Pix
1/2
i exp [−r(t− t0)]− α2

i

4ci

[
W (t0)i

xi
(t, xi)

]2
exp [r(t− t0)] xi

+
α2

i

2ci

[
W (t0)i

xi
(t, xi)

]2
exp [r(t− τ)] xi − δW (t0)i

xi
(t, xi)xi. (3.7)

Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

W (t0)i(t, xi) =
[
A
{i}
i (t)x

1/2
i + C

{i}
i (t)

]
exp [−r(t− t0)] , (3.8)

ãäå Ȧ
{i}
i (t) =

(
r +

σ2
i

8
+ δ

2

)
A
{i}
i (t)−Pi, Ċ{i}

i (t) = rC
{i}
i (t)− α2

i

16ci

[
A
{i}
i (t)

]2

,

A
{i}
i (T ) = qi , C

{i}
i (T ) = 0, i ∈ {1, 2, 3} . (3.9)

Ïåðâîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (3.9) � ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî A

{i}
i (t), êîòîðîå ðåøàåòñÿ

íåçàâèñèìî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè. Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
A
{i}
i (t) âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.9) äàåò ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî C
{i}
i (t), êîòîðîå çàòåì ëåãêî ðåøàåòñÿ. ßâíîå

ðåøåíèå çäåñü íå ïðèâåäåíî â ñèëó ãðîìîçäêîñòè çàïèñè îêîí÷àòåëü-
íîãî ðåçóëüòàòà.

Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

W (τ)i(t, xi) =
[
A
{i}
i (t)x

1/2
i + C

{i}
i (t)

]
exp [−r(t− τ)] (3.10)

è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ êîìïàíèè i ∈ {1, 2, 3} ðàâíî:

ui(t) =
α2

i

16(ci)2

[
A
{i}
i (t)

]2

. (3.11)

Ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèå (3.2) ïðèíèìàåò âèä:

dxi(s) =

[
α2

i

4ci

A
{i}
i (s)xi(s)

1/2 − δxi(s)

]
ds + σixi(s)dzi(s),
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xi(t0) = x0
i , i ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3}. (3.12)

Ðåøàÿ (3.12), ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ èíäèâèäó-
àëüíîãî ñëó÷àÿ.

Åñëè òðè ôèðìû îáðàçóþò ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå, òî óðàâíåíèå
Áåëëìàíà ïðèíèìàåò âèä:

−W
(t0){1,2,3}
t (t, x1, x2, x3)− 1

2

3∑
i=1

W (t0){1,2,3}
xixi

(t, x1, x2, x3)σ
2
i x

2
i =

max
ui

{
3∑

i=1

[
Pix

1/2
i − ciui

]
exp [−r(t− t0)]

+
3∑

i=1

W (τ)i
xi

(t, xi)
[
αi(uixi)

1/2 + b
[j,i]
j [xjxi]

1/2 + b
[k,i]
k [xkxi]

1/2 − δxi

]}
,

W (t0){1,2,3}(T, x1, x2, x3) =
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k . (3.13)

Ïðîâåäÿ ìàêñèìèçàöèþ, ïîëó÷àåì:

ui =
α2

i

4(ci)2

[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3) exp [r(t− t0)]

]2
xi, i ∈ {1, 2, 3} .

(3.14)
Ïîäñòàâëÿÿ (3.14) â (3.13), ïîëó÷àåì:

−W
(t0){1,2,3}
t (t, x1, x2, x3)− 1

2
W (t0){1,2,3}

xixi
(t, x1, x2, x3)σ

2
i x

2
i =

3∑
i=1

[
Pix

1/2
i exp [r(t− t0)] −α2

i xi

4ci

[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3)

]2
exp [r(t− t0)]

]

+
3∑

i=1

W (t0){1,2,3}
xi

(t, x1, x2, x3)

[
α2

i

2ci

[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3)

]2
exp [r(t− t0)] xi

+b
[j,i]
j [xjxi]

1/2 + b
[k,i]
k [xkxi]

1/2 − δxi

]

W (t0){1,2,3}(T, x1, x2, x3) =
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2 (3.15)

äëÿ i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k.
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Ðåøàÿ (3.15), ïîëó÷àåì:

W (t0){1,2,3}(t, x1, x2, x3) =
[
A
{1,2,3}
1 (t)x

1/2
1 + A

{1,2,3}
2 (t)x

1/2
2

+A
{1,2,3}
3 (t)x

1/2
3 + C{1,2,3}(t)

]
exp [−r(t− t0)] , (3.16)

ãäå A
{1,2,3}
1 (t), A

{1,2,3}
2 (t), A

{1,2,3}
3 (t) è C{1,2,3}(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

Ȧ
{1,2,3}
i (t) =

(
r +

σ2

8
+

δ

2

)
A
{1,2,3}
i (t)−b

[i,j]
i

2
A
{1,2,3}
j (t)−b

[i,k]
i

2
A
{1,2,3}
k (t)−Pi,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k,

Ċ{1,2,3}(t) = rC{1,2,3}(t)−
3∑

i=1

α2
i

16ci

[
A
{1,2,3}
i (t)

]2

,

A
{1,2,3}
i (T ) = qi , C

{1,2,3}
i (T ) = 0. (3.17)

Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (3.17) îáðàçóþò ñèñòåìó òðåõ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â ÿâíîì
âèäå. Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ

{
A
{1,2,3}
i (t)

}
âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.17)

äàåò ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî C{1,2,3}(t).
Îïòèìàëüíûå èíâåñòèöèîííûå ñòðàòåãèè â ñîâìåñòíîì ïðåäïðèÿòèè
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â âèäå:

u
{1,2,3}
i (t) =

α2
i

16(ci)2

[
A
{1,2,3}
i (t)

]2

, i ∈ {1, 2, 3} . (3.18)

Äèíàìèêà òðàåêòîðèé ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé ñîâìåñòíîãî ïðîèç-
âîäñòâà íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t0, T ] èìååò âèä:

dxi(s) =

[
α2

i

4ci

A
{1,2,3}
i (s)xi(s)

1/2 + b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 +b
[k,i]
k [xk(s)xi(s)]

1/2

−δxi(s)] ds+σixi(s)dzi(s) , xi(t0) = x0
i , i, j, k ∈ N = {1, 2, 3}, i 6= j 6= k .

(3.19)
Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûå êîîïåðà-

òèâíûå òðàåêòîðèè.
Åñëè æå äâå èç òðåõ ôèðì ðåøàþò ñîçäàòü êîàëèöèþ äëÿ ìàêñè-

ìèçàöèè ñîâìåñòíîé ïðèáûëè, òî äëÿ íèõ óðàâíåíèå (3.4) ïðèíèìàåò
âèä:

−W
(t0)K
t (t, xt

K)− 1

2

∑
i∈K

σ2
i x

2
i W

(t0)K
xixi

(t, xK) =
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max
uk

{∑
i∈K

[Pix
1
2
i (t)− ciui(t)]e

−r(t−t0) +
∑
i∈K

W (t0)K
xi

(t, xt
K)fK

i [t, xt
K , ut

K ]

}
,

W (t0)K(T, xT
K) =

∑
i∈K

e−r(T−t0)qi(xi(T )); (3.20)

Ñëåäóÿ ïðîâåäåííîìó âûøå àíàëèçó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôóíê-
öèè:

ui =
α2

i

4(ci)2

[
W (t0){i,j}

xi
(t, xi, xj)e

r(t−t0)
]2

xi, i, j ∈ {1, 2, 3} , i 6= j

(3.21)
W (t0){i,j}(t, xi, xj) =

[
A
{i,j}
i (t)x

1/2
i + A

{i,j}
j (t)x

1/2
j + C{i,j}(t)

]
e−r(t−t0),

{i, j} ⊂ {1, 2, 3} , i 6= j, (3.22)
ãäå A

{i,j}
i (t), A

{i,j}
j (t) è C{i,j}(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

Ȧ
{i,j}
i (t) =

(
r +

σ2

8
+

δ

2

)
A
{i,j}
i (t)− b

[i,j]
i

2
A
{i,j}
j (t)− Pi,

i, j ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j,

Ċ{i,j}(t) = rC{i,j}(t)−
3∑

i=1

α2
i

16ci

[
A
{i,j}
i (t)

]2

,

A
{i,j}
i (T ) = qi , C{i,j}(T ) = 0. (3.23)

Ñèñòåìà (3.23) ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè:

W (t0){i,j}(t, xi, xj) = (W (τ){i,j}(t, xi, xj)) exp [−r(τ − t0)] (3.24)

{i, j} ⊂ {1, 2, 3} , i 6= j .

Îïòèìàëüíûå èíâåñòèöèîííûå ñòðàòåãèè äëÿ êîàëèöèè äâóõ èã-
ðîêîâ ïðèíèìàþò âèä:

u
{i,j}
i (t) =

α2
i

16(ci)2

[
A
{i,j}
i (t)

]2

, i ∈ K ⊂ {1, 2, 3} ; |K| = 2 . (3.25)

Äèíàìèêà òåõíîëîãè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé êîàëèöèè íà âðåìåííîì ïðî-
ìåæóòêå [t0, T ] èìååò âèä:

dxi(s) =
[

α2
i

4ci
A
{1,2,3}
i (s)xi(s)

1/2 + b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 −δxi(s)] ds+

+ σixi(s)dzi(s) ,
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xi(t0) = x0
i , i, j ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3}, i 6= j, |K| = 2. (3.26)

Îòñþäà è ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ êîàëèöèè èç äâóõ
ôèðì.

4. Âåêòîð Øåïëè â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå
Êàê è â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå, èãðîêè áóäóò äåëèòü ñîâìåñò-

íóþ ïðèáûëü â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì Øåïëè. ×òîáû ìàêñèìèçè-
ðîâàòü äîõîä ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ôèðìû áóäóò èñïîëüçîâàòü
âåêòîð óïðàâëåíèé (3.18) íà èíòåðâàëå [t0, T ], ïîëó÷àÿ èç (3.19) ñî-
îòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè {x∗N(t)}T

t=t0
. Â ìîìåíò t0 è

ñîñòîÿíèè xt0
N ôèðìû äîãîâàðèâàþòñÿ, ÷òî äîëÿ äîõîäà ôèðìû i áó-

äåò:

v(t0)i(t0, x
0
N) =

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!

n!

[
W (t0)K(t0, x

0
K)−W (t0)K\i(t0, x0

K\i)
]
.

(4.1)
Äëÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü âåê-

òîð Øåïëè íà âñåì ïðîòÿæåíèè ñîâìåñòíîãî ïðîèçâîäñòâà, ò.å. äëÿ
ëþáîãî ìîìåíòà τ ∈ [t0, T ] äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

v(τ)i(τ, xτ
N) =

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!

n!

[
W (τ)K(τ, xτ

K)−W (τ)K\i(τ, xτ
K\i)

]
.

(4.2)
Ïîñòðîåííûé âåêòîð Øåïëè v(τ)(τ, xτ∗

N ) =
[
v(τ)1(τ, xτ∗

N ), . . . ,

v(τ)n(τ, xτ∗
N )

]
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì äåëåæà:

n∑
i=1

v(τ)i(τ, xτ∗
N ) = W (τ)N(τ, xτ∗

N ),

v(τ)i(τ, xτ∗
N ) ≥ W (τ)i(τ, xτ∗

N ) i ∈ N, τ ∈ [t0, T ] . (4.3)

Ïåðâîå óñëîâèå â (4.3) ãîâîðèò î òîì, ÷òî v(τ)(τ, xτ∗
N ) óäîâëåòâîðÿ-

åò ñâîéñòâó îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî â êàæäûé ìîìåíò èãðû. Âòîðîå
óñëîâèå èëëþñòðèðóåò, ÷òî âåêòîð Øåïëè v(τ)(τ, xτ∗

N ) èíäèâèäóàëüíî
ðàöèîíàëåí â ëþáîé ìîìåíò èãðû. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4.1)-
(4.3) ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè (ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà â ñîîòâåòñòâèè
ñ âåêòîðîì Øåïëè) ñóùåñòâóåò â êàæäûé ìîìåíò èãðû âäîëü îï-
òèìàëüíîé òðàåêòîðèè, âûáðàííîé èçíà÷àëüíî, è ïî ïîñòðîåíèþ îí



Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü óñòîé÷èâîãî ïðåäïðèÿòèÿ 29

äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâ íà ïðîìåæóòêå âûïîëíåíèÿ êîîïåðàòèâíîãî
ñîãëàøåíèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå îæèäàåìàÿ äîëÿ ïðèáûëè êîìïàíèè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âåêòîðîì Øåïëè áóäåò ðàâíà:

v(τ)i(τ, xτ
N) =

1

6
W (τ)i(τ, xτ

i ) +
1

3

(
W (τ){i,j}(τ, xτ

{i,j})−W (τ)j(τ, xτ
j )

)
+

1

3

(
W (τ){i,k}(τ, xτ

{i,k})−W (τ)k(τ, xτ
k)

)
+

+
1

6

(
W (τ){i,j,k}(τ, xτ

{i,j,k})−W (τ){j,k}(τ, xτ
{j,k})

)
,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , τ ∈ [t0, T ] . (4.4)

5. Ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó-
÷àå

Êàê è äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ â äàííîé ìîäåëè íåîáõî-
äèìî êîìïåíñèðîâàòü ïåðåõîäíûå èçìåíåíèÿ â äîõîäàõ ôèðì, ÷òîáû
âåêòîð Øåïëè ïîääåðæèâàëñÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèè ñîâìåñòíîãî ïðî-
èçâîäñòâà. Äëÿ ýòîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå:

v(t0)i(t0, x
0
N) =

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!

n!

[
W (t0)K(t0, x

0
K)−W (t0)K\i(t0, x0

K\i)
]

=

= Et0





T∫

t0

Bi(s) exp


−

T∫

t0

r(y)dy


 ds +qi(x∗i (T )) exp


−

T∫

t0

r(y)dy




|xN(t0) = x0
N} . (5.1)

Çäåñü Bi(s) − ïëàòåæ, ïîëó÷àåìûé êîìïàíèåé i â ìîìåíò s ∈
[t0, T ] ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà. Áîëåå òîãî, äëÿ i ∈ N è t ∈
[t0, T ]:

v(t0)i(t,x
t∗
N) = Et0

{∫ T

t

Bi(s) exp

[
−

∫ s

t0

r(y)dy

]
ds+

+qi(x∗i (T )) exp


−

T∫

t0

r(y)dy


 ∣∣xN(t) = xt∗

N



 (5.2)



Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü óñòîé÷èâîãî ïðåäïðèÿòèÿ 30

- âûèãðûø èãðîêà i îò êîîïåðàöèè íà ïðîìåæóòêå [t, T ], ãäå xt∗
N -

ñîñòîÿíèå èãðû â ìîìåíò t ∈ [t0, T ]. ×òîáû v(t0)i(t, xt∗
N) óäîâëåòâîðÿëî

(5.2), íåîáõîäèìî:

v(t0)i(t, xt∗
N) = v(t)i(t, xt∗

N) exp


−

T∫

t0

r(y)dy


 ,

i ∈ N, t ∈ [t0, T ] è xt∗
N ∈ X t∗

N . (5.3)

Ïîýòîìó çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîãî Bi(s), ïðè êî-
òîðîì v(t0)i(t, xt∗

N) óäîâëåòâîðÿåò (5.1)-(5.3). Îòìåòèì, ÷òî â êàæäûé
ìîìåíò ïðîèñõîäèò òîëüêî ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïðèáûëè, ïîýòîìó ñóì-
ìà äîõîäîâ èãðîêîâ äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé, íî òàê êàê çäåñü
ìû èìååì äåëà ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî ñóììû äîõîäîâ äîëæ-
íû ñîâïàäàòü â ñðåäíåì, ò.å.

Es

{
3∑

i=1

Bi(s)

}
= Es

{
3∑

i=1

[Pix
1/2
i (s)− ciui(s)]

}
, s ∈ [t0, T ] . (5.4)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèáûëü, ïîëó÷àåìàÿ èãðîêîì i â ìîìåíò τ ∈
[t0, T ], ðàâíà:

Bi(τ) = −
∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!

n!

{[
W

(τ)K
t (τ, xτ

K)|t=τ

]
−

−
[
W

(τ)K\i
t (τ, xτ

K\i) |t=τ

]
+

1

2

n∑

h,ζ=1

Ωhζ
K (τ, x∗τ )

[
W

(τ)K

xh
t xζ

t

(t, x∗t ) |t=τ

]

−1

2

n∑

h,ζ=1

Ωhζ
K\i(τ, x

∗
τ )

[
W

(τ)K\i
xh

t xζ
t

(t, x∗t ) |t=τ

]}
(5.5)

Ïîñêîëüêó ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ W (τ)K(τ, xτ∗
K )ïî xj, ãäå j /∈ K óõî-
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äèò, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (5.5) áîëåå ëàêîíè÷íî:

Bi(τ) =

−
∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!

n!

{[
W

(τ)K
t (τ, xτ

K) |t=τ

] [
W

(τ)K\i
t (τ, xτ

K\i) |t=τ

]
+

+
∑
j∈K

[
W

(τ)K
xτ∗

j
(τ, xτ

K) |t=τ

]
fN

j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
−

−
∑

h∈K\i

[
W

(τ)K\i
xτ∗

h
(τ, xτ

K\i) |t=τ

]
fN

h

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
+

+
1

2

n∑

h,ζ=1

Ωhζ
K (τ, x∗τ )

[
W

(τ)K

xh
t xζ

t

(t, x∗t ) |t=τ

]

−1

2

n∑

h,ζ=1

Ωhζ
K\i(τ, x

∗
τ )

[
W

(τ)K\i
xh

t xζ
t

(t, x∗t )|t=τ

]}
, (5.6)

ãäå fN
K

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
- âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç fN

i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
,

i ∈ K.
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Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Bi(τ) ïðèíèìàåò âèä:

Bi(τ) = (−1) ·
(

1

3

(
W

(τ)i
t (τ, xτ

i ) +

+W (τ)i
xi

(τ, xτ
i )f

N
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]

+
1

2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ)i
xixi

(τ, xτ
i )

)
+

+
1

6

(
W

(τ){i,j}
t (τ, xτ

{i,j})−W
(τ)j
t (τ, xτ

j ) + W (τ){i,j}
xi

(τ, xτ
{i,j})·

·fN
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,j} (τ, xτ∗

N )
]

+ W (τ){i,j}
xj

(τ, xτ
{i,j})f

N
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,j} (τ, xτ∗

N )
]
−

−W (τ)j
xi

(τ, xτ
j )f

N
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
j (τ, xτ∗

N )
]

+
1

2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,j}
xixi

(τ, xτ
{i,j})+

+
1

2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ){i,j}
xjxj

(τ, xτ
{i,j})−

1

2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ)j
xjxj

(τ, xτ
j )

)
+

1

6

(
W

(τ){i,k}
t (τ, xτ

{i,k})−

−W
(τ)k
t (τ, xτ

k) + W (τ){i,k}
xi

(τ, xτ
{i,k})f

N
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,k} (τ, xτ∗

N )
]

+W (τ){i,k}
xk

(τ, xτ
{i,k})f

N
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
k (τ, xτ∗

N )
]
−W (τ)k

xk
(τ, xτ

k)·

·fN
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
k (τ, xτ∗

N )
]

+
1

2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,k}
xixi

(τ, xτ
{i,k})+

+
1

2
σ2

k(x
τ
k)

2W (τ){i,k}
xkxk

(τ, xτ
{i,k})−

1

2
σ2

k(x
τ
k)

2W (τ)k
xkxk

(τ, xτ
k)

)

1

3

(
W

(τ){i,j,k}
t (τ, xτ

N)−W
(τ){j,k}
t (τ, xτ

{j,k}) + W (τ){i,j,k}
xi

(τ, xτ
N)·

·fN
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]

+ W (τ){i,j,k}
xj

(τ, xτ
N)fN

j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]
+

+W (τ){i,j,k}
xk

(τ, xτ
N)fN

k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]
−W (τ){j,k}

xj
(τ, xτ

N)·

·fN
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{j,k} (τ, xτ∗

N )
]
−W (τ){j,k}

xk
(τ, xτ

N)fN
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{j,k} (τ, xτ∗

N )
]
+

+
1

2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,j,k}
xixi

(τ, xτ
N) +

1

2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ){i,j,k}
xjxj

(τ, xτ
N)+

+
1

2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,j,k}
xkxk

(τ, xτ
N)− 1

2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ){j,k}
xjxj

(τ, xτ
{j,k})

−1

2
σ2

k(x
τ
k)

2W (τ){j,k}
xkxk

(τ, xτ
{j,k})) (5.7)

Âåêòîð Bi(τ), ïîëó÷åííûé èç ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà,
ãàðàíòèðóåò ðåàëèçóåìîñòü äåëåæà ñîãëàñíî âåêòîðó Øåïëè íà âñåì
ïðîòÿæåíèè èãðû. Òàêèì îáðàçîì, ìãíîâåííûå âûïëàòû Bi(τ, x

τ∗
N )

èãðîêó i ∈ N îáåñïå÷èâàþò äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñîâìåñòíîãî
ïðåäïðèÿòèÿ.
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6. Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè äåòåðìè-
íèðîâàííîé äèíàìèêå

Ïîäòâåðäèì ïîëó÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûâîäû ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå (σ1 = σ2 = σ3 = 0).

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà âñå 3 êîì-
ïàíèè èìåþò îäèíàêîâûå ïàðàìåòðû. Âñå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû
ïðîâîäèëèñü â ïðîãðàììíîé ñðåäå MAPLE.

Ïóñòü
t0 = 0 - íà÷àëüíûé ìîìåíò èãðû (ìîìåíò íà÷àëà ðàáîòû ñîâìåñò-

íîãî ïðåäïðèÿòèÿ).
T = 20 - êîíå÷íûé ìîìåíò èãðû (ìîìåíò ëèêâèäàöèè ñîâìåñòíîãî

ïðåäïðèÿòèÿ).
r = 0.2 - ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.
δ = 0.05 - ïàðàìåòð óñòàðåâàíèÿ òåõíîëîãèé.
c1 = 0.5, c2 = 0.5, c3 = 0.5 - ïàðàìåòðû èíâåñòèöèîííîãî âêëàäà

èãðîêîâ â òåõíîëîãè÷åñêîå ðàçâèòèå.
q1 = 0.1, q2 = 0.1, q3 = 0.1 - ïàðàìåòðû ëèêâèäàöèîííîé ñòîèìîñòè

òåõíîëîãèé êîìïàíèé íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû.
P1 = 0.1, P2 = 0.1, P3 = 0.1 - ïàðàìåòðû ÷èñòîé îïåðàöèîííîé

ïðèáûëè êîìïàíèé.
α1 = 0.3, α2 = 0.3, α3 = 0.3 - ïàðàìåòðû ïðèáàâêè â òåõíîëîãè÷å-

ñêîå ðàçâèòèå êîìïàíèé.
b
[2,1]
1 = b

[3,1]
1 = b

[1,2]
2 = b

[3,1]
2 = b

[1,3]
3 = b

[2,3]
3 = 0.1 - ïàðàìåòðû ïåðåäà-

÷è òåõíîëîãèé ìåæäó êîìïàíèÿìè.
Ãðàôèêè äèíàìèêè ñîñòîÿíèé èãðîêîâ, äåéñòâóþùèõ èíäèâèäó-

àëüíî, âûãëÿäÿò òàê:
1-я компания 2-я компания 3-я компания

х1 х2
х3
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Êàê ìû âèäèì ðàçâèòèå âñåõ êîìïàíèé îäèíàêîâî. Â ñîâìåñòíîì
ïðåäïðèÿòèè ðàçâèòèÿ óðîâíåé òåõíîëîãèé êîìïàíèé âî âðåìåíè òàê-
æå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

1-я компания 2-я компания 3-я компания

х1
х2

х3

Ãðàôèêè ïðèáûëè êîìïàíèé âî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû íèæå. Îíè
òàêæå îäèíàêîâû êàê äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî ñëó÷àÿ,

òàê è äëÿ ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ:
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1-я компания 2-я компания 3-я компания

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ïðèáûëü â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì
Øåïëè äîëæíà ðàñïðåäåëÿòüñÿ ìåæäó èãðîêàìè îäèíàêîâî, ñëåäîâà-
òåëüíî, çäåñü ìû íå äîëæíû íàáëþäàòü ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà.
Ãðàôèêè ôóíêöèé Bi(t) ýòî ïîäòâåðæäàþò:

1-я компания 2-я компания 3-я компания

B1
B2

B3

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü íàøèõ âû÷èñëåíèé è óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè-
áûëü, ïîëó÷åííàÿ êàæäîé êîìïàíèåé äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíà
ïðèáûëè ýòîé æå êîìïàíèè ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç

Pri(t) = Pi[xi(t)]
1/2 − ciui(t) (6.1)

ïðèáûëü êîìïàíèè i â ìîìåíò t äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøåé.
Â äàííîì ïðèìåðå íå ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè.

Ðàçëè÷èå â ïîñëåäíèõ öèôðàõ - ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåï-

ëè íà âñåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ, ò.å.
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ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà:

v(t0)i(t, xt
N) =

T∫

t

Bi(s) exp [−r(s− t0)] ds +

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2 , i ∈ N, t ∈ [t0, T ] . (6.2)

Ðàññìîòðèì àñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé. Ñíà÷àëà èçìåíèì ïàðàìåòð
P .

Ïóñòü òåïåðü P1 = 0.1, P2 = 0.2, P3 = 0.05. Ïîñìîòðèì, êàê èçìå-
íèòñÿ äèíàìèêà ñîñòîÿíèé èãðîêîâ è èõ âûèãðûøè. Íèæå ïðåäñòàâ-
ëåíû ãðàôèêè äèíàìèêè ñîñòîÿíèé êîìïàíèé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
êîàëèöèé â èãðå:

Индивидуальное развитие Совместное развитие

Объединение 1 и 2 Объединение 3 и 2 Объединение 1 и 3

х1

х2

х3

х2

х3

х1

х2

х1

х3

х3

х1

х1

х2

х2

х3

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèáûëè êîìïàíèé íà ïðîòÿæåíèè
èãðû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé:
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Индивидуальная прибыль Совместная прибыль

Объединение 1 и 2 Объединение 3 и 2 Объединение 1 и 3

Pr1

Pr2

Pr3

Pr2

Pr1

Pr3

Pr3

Pr1

Pr2

Pr3Pr1

Pr2

Pr3

Pr1

Pr2

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèáûëåé êîìïàíèé â ñîâìåñòíîì
ïðåäïðèÿòèè áåç è ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè:

Без перераспределения С перераспределением

Pr3

Pr1

Pr2

B3

B1

B2

Êàê ìû âèäèì, â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïåðåðàñïðåäåëåíèå
äîõîäîâ îò êîîïåðàöèè. Ýòî íàáëþäàåòñÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Èìååò ìåñòî ðàçëè÷èå â âåëè÷èíàõ, íî ñóììà äîõîäîâ îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé çà âû÷åòîì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ. Èòàê, â äàííîì
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ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ êîìïàíèé, è ñòðîèòñÿ
íîâîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Àíàëèç
êîëè÷åñòâåííûõ äàííûõ òàêæå ïîäòâåðæäàåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâ
ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäå-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ðåçóëüòàòîâ êîëè÷åñòâåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü èçëîæåííûõ âûøå òåîðåòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ.

7. Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ñòîõà-
ñòè÷åñêîé äèíàìèêå

Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóåì òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è â äåòåðìèíè-
ðîâàííîì ñëó÷àå.

Êàê è ðàíåå ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà âñå
3 êîìïàíèè èìåþò îäèíàêîâûå ïàðàìåòðû.

Ïóñòü:
t0 = 0 - íà÷àëüíûé ìîìåíò èãðû;
T = 20 - êîíå÷íûé ìîìåíò èãðû (ïåðèîä ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâìåñò-

íîãî ïðåäïðèÿòèÿ);
r = 0.2 - ðàçìåð äèñêîíòà;
δ = 0.05 - ïàðàìåòð óñòàðåâàíèÿ òåõíîëîãèé;
c1 = 0.5, c2 = 0.5, c3 = 0.5 - ïàðàìåòðû èíâåñòèöèîííîãî âêëàäà

èãðîêîâ â òåõíîëîãè÷åñêîå ðàçâèòèå;
q1 = 0.1, q2 = 0.1, q3 = 0.1 - ïàðàìåòðû ëèêâèäàöèîííîé ñòîèìî-

ñòè òåõíîëîãèé èãðîêîâ íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà;
P1 = 0.1, P2 = 0.1, P3 = 0.1 - êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå ÷èñòóþ

îïåðàöèîííóþ ïðèáûëü èãðîêîâ;
α1 = 0.3, α2 = 0.3, α3 = 0.3 - êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå ïðèáàâêó

â òåõíîëîãèè èãðîêîâ;
b
[2,1]
1 = b

[3,1]
1 = b

[1,2]
2 = b

[3,1]
2 = b

[1,3]
3 = b

[2,3]
3 = 0.1 - ïàðàìåòðû, õà-

ðàêòåðèçóþùèå ýôôåêòû ïåðåäà÷è òåõíîëîãèé ìåæäó ó÷àñòíèêàìè
ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ;

σ1 = σ2 = σ3 = 0.05 - ïàðàìåòðû âîëàòèëüíîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî
ðàçâèòèÿ.

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé è ïðèáûëåé èãðîêîâ, äåéñòâóþùèõ
èíäèâèäóàëüíî, ïðè óêàçàííûõ ïàðàìåòðàõ èìåþò âèä:
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Состояния компаний

компания

Прибыли компаний

х1

х2

х3

1

2

3

Êàê ìû âèäèì ðàçâèòèå òåõíîëîãèé âñåõ êîìïàíèé äàæå â ñèì-
ìåòðè÷íîì ñëó÷àå íåîäèíàêîâî âñëåäñòâèå ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé.

Ïðè îáúåäèíåíèè â ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå òðàåêòîðèè òåõíîëî-
ãèé êîìïàíèé è ãðàôèêè ïðèáûëåé êîìïàíèé êàê ôóíêöèè âðåìåíè
ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû:

Технологии компаний Прибыли компаний

х1

х2

х3

1

3

2

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ïðèáûëü â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì
Øåïëè äîëæíà ðàñïðåäåëÿòüñÿ ìåæäó èãðîêàìè îäèíàêîâî. Ïîýòîìó
çäåñü ìû íå íàáëþäàåì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäà ïðè êîîïåðàöèè.
Ãðàôèêè ôóíêöèé Bi(t) ýòî ïîäòâåðæäàþò:
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Прибыль до перераспределения Прибыль после перераспределения

B1

B2

B3

1

3

2

Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò êîð-
ðåêòíîñòü íàøèõ âû÷èñëåíèé. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ïðèáûëü, ïîëó÷åííàÿ êàæäîé êîìïàíèåé äî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâ-
íà ïðèáûëè ýòîé æå êîìïàíèè ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

Pri(t) = Pi[xi(t)]
1/2− ciui(t) − ïðèáûëü êîìïàíèè i â ìîìåíò t äî

ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà ñèììåòðè÷íîñòü ïðèìåðà çíà÷åíèÿ
ïðèáûëåé íåîäèíàêîâû, íî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáûëè íå ïðîèñõî-
äèò. Ðàçëè÷èå èìååò ìåñòî èç-çà ñëó÷àéíîñòè äîõîäîâ. Ââåäåì â íàø
ñëó÷àé àñèììåòðèþ. Èçìåíèì ïàðàìåòð P .

Ïóñòü òåïåðü P1 = 0.1, P2 = 0.2, P3 = 0.05. Ïîñìîòðèì, êàê èçìå-
íèòñÿ äèíàìèêà ñîñòîÿíèé èãðîêîâ è èõ âûèãðûøè.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äèíàìèêè ñîñòîÿíèé èãðîêîâ äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé â èãðå:
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Индивидуальное развитие Совместное развитие

х1

х2

х3

х2

х3

х1

х3

х1

х2

х2

х1

х3

х3

х2

х1

1 и 2
2 и 3 1 и 3

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, çäåñü èìååò ìåñòî ñèëüíîå êîëåáàíèå ñî-
ñòîÿíèé, èç-çà ÷åãî íàáëþäàþòñÿ áîëåå ñèëüíûå îòêëîíåíèÿ âåëè÷èí.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèáûëè êîìïàíèé íà ïðîòÿæåíèè
èãðû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé:
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Индивидуальная прибыль Совместная прибыль

Pr1

Pr2

Pr3

Pr2

Pr1

Pr3

1 и 2
2 и 3 1 и 3

Pr2

Pr1

Pr3

Pr3Pr1

Pr2

Pr2

Pr1

Pr3

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèáûëåé êîìïàíèé â ñîâìåñòíîì
ïðåäïðèÿòèè äî è ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ:

До перераспределения После перераспределения

Pr3

Pr1

Pr2

B3

B1

B2

Êàê ìû âèäèì, â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïåðåðàñïðåäåëåíèå
íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ, êîòîðîå çàòåì ïîñòåïåííî ãëóøèòñÿ. Èìååò
ìåñòî ðàçëè÷èå â âåëè÷èíàõ, íî ñóììà äîõîäîâ îñòàåòñÿ ïðèáëèçè-
òåëüíî íåèçìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ñîõðàíÿåò
äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü.
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Abstract : Dynamic joint venture model is investigated. Through
knowledge di�usion participating �rms can gain core skills and
technology that would be very di�cult for them to obtain on their own.
The stochastic evolution of the technology level of company under joint
venture is known as a multivariate stochastic Ito's process. The pro�t of
the joint venture is the expected sum of the participating �rms' pro�ts.
The member �rms would maximize their joint pro�t and share their
cooperative pro�ts according to the Shapley value. Applying the method
of regularization for dynamic cooperation problem, we constructed the
control in the form of special payments, paid at each time instant on
the optimal trajectory. The dynamic stable solution is obtained for the
stochastic joint venture dynamic model.

Keywords : di�erential game, cooperative solution, time-consistency of
cooperative agreement, payo� distribution procedure (PDP), imputation
distribution procedure (IDP), dynamic stability, strategic stability, Shapley
value, stable joint venture.


