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1. Ââåäåíèå
Êëàññè÷åñêèå êîîïåðàòèâíûå èãðû ïðåäïîëàãàþò ðàçðåøåííûìè

ëþáûå êîàëèöèè èç ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Íà ïðàêòèêå, ïî ðàçíûì ïðè-
÷èíàì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñå êîàëèöèè âîçìîæíû. Ïîýòîìó áîëü-
øîé ðàçäåë òåîðèè ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð ïîñâÿùåí îïðåäåëå-
íèþ è íàõîæäåíèÿì ðåøåíèé äëÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé. Íà÷àëî ýòèì ðàáîòàì áûëî ïîëîæåíî Îóýíîì [13], êî-
òîðûé îáîáùèë çíà÷åíèå Øåïëè íà èãðû ñ çàäàííîé êîàëèöèîííîé
ñòðóêòóðîé. Â äàëüíåéøåì èìåííî ëèíåéíûå çíà÷åíèÿ áûëè îïðåäå-
ëåíû è îõàðàêòåðèçîâàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé êîîïåðàöèè
èãðîêîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòû Ìàéåðñîíà [9],
[10], â êîòîðûõ áûëè äàíû îïðåäåëåíèå è àêñèîìàòèçàöèÿ ëèíåéíîãî
"çíà÷åíèÿ Ìàéåðñîíà". Äðóãîå âàæíîå çíà÷åíèå (è òîæå ëèíåéíîå) -
"ïîçèöèîííîå çíà÷åíèå ðàññìîòðåííîå â ðàáîòàõ [4], [8]. Òàêæå àíàëî-
ãè çíà÷åíèÿ Øåïëè áûëè ïîñòðîåíû äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ
ñòðóêòóð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3], [2].

Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ îãðàíè÷åííàÿ êîîïåðàöèÿ çàäàâàëàñü ñ ïî-
ìîùüþ ãðàôà ñâÿçåé ìåæäó èãðîêàìè èëè ñ ïîìîùüþ íàïåðåä çà-
äàííîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ êîàëèöèé.

Îäíàêî âîçìîæåí è äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèè. Â ñëó÷àå, åñëè íåò ýêçîãåííî çàäàííîé êîàëèöèîííîé
ñòðóêòóðû, òî èãðîêàì òðóäíåå îáúåäèíèòüñÿ â áîëüøèå êîàëèöèè,
÷åì â ìàëûå. Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ñ÷èòàòü êîà-
ëèöèè ðàçðåøåííûìè, åñëè ÷èñëî èõ ó÷àñòíèêîâ íå ïðåâûøàåò íåêî-
òîðîãî çàäàííîãî ÷èñëà. Â äàííîé ñòàòüå ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ðàç-
ðåøåííûõ êîàëèöèé èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ïîñòðîåí îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé íàáîð ðåøåíèé êîîïåðàòèâ-
íûõ èãð, êîòîðûå îêàçàëèñü "ïðîìåæóòî÷íûìè"ìåæäó ïîïóëÿðíûìè
ðåøåíèÿìè: ïðåä k-ÿäðîì è ïðåä n-ÿäðîì.

Ýòè ðåøåíèÿ îáëàäàþò ñõîæåé àêñèîìàòè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöè-
åé: îíè íåïóñòû äëÿ ëþáîé êîîïåðàòèâíîé èãðû è óäîâëåòâîðÿþò
èçâåñòíûì àêñèîìàì ñèììåòðèè, êîâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�
Ìàøëåðà [5].

Ïðåä n-ÿäðî ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ðåøåíèåì, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì (õîòÿ è íå åäèíñòâåííî ìèíèìàëüíûì) ðåøåíèåì, óäî-
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âëåòâîðÿþùèì îñòàëüíûì àêñèîìàì, à ïðåä k-ÿäðî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè, èíà÷å, îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì îñòàëüíûì àêñèîìàì.
Òàêèì îáðàçîì, îáà îíè çàíèìàþò êðàéíèå ïîçèöèè ñðåäè ìíîæåñòâà
êîâàðèàíòíûõ, ñèììåòðè÷íûõ è ñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèé.

Åñëè â îïðåäåëåíèè ïðåä n-ÿäðà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ñèëà
âñåõ êîàëèöèé, çàäàâàåìàÿ çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè, òî îïðåäåëåíèå ïðåä k-ÿäðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð
òàêèõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé, ïðîòèâ èñõîäà êîòîðûõ íå ìîæåò âîç-
ðàçèòü íè îäíà ïàðà èãðîêîâ â ñìûñëå òîãî, ÷òî èõ îòíîñèòåëüíûå
ìàêñèìàëüíûå "íåäîâîëüñòâà"îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ýòèõ èã-
ðîêîâ ïî î÷åðåäè èñêëþ÷èòü èç èãðû. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðåä k-ÿäðî
ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìèçàöèîííûì îáðàçîì òàê æå, êàê è ïðåä
n-ÿäðî, åñëè ñðàâíèâàåìûå âåêòîðà âûèãðûøåé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
äâóìÿ êîìïîíåíòàìè. Äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé ñðàâ-
íåíèé âåêòîðîâ âûèãðûøåé ïðîèñõîäèò óâåëè÷èâàþùèìñÿ ðàçìåðîì
ðàçðåøåííûõ êîàëèöèé, òàê ÷òî åñëè âñå êîàëèöèè îêàçûâàþòñÿ ðàç-
ðåøåííûìè, òî ìû ïîëó÷àåì ïðåä n-ÿäðî.

Â ñòàòüå îïðåäåëåí è îõàðàêòåðèçîâàí íàáîð ðåøåíèé êîîïåðà-
òèâíûõ èãð, "ïðîìåæóòî÷íûõ"ìåæäó ïðåä k-ÿäðîì è ïðåä n-ÿäðîì.
Êàæäîå ðåøåíèå, PKNk, îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðàçìåðîì ðàç-
ðåøåííûõ êîàëèöèé k, ãäå k = 2, 3, ... Ðåøåíèå PKNk ñîâïàäàåò ñ
ïðåä k-ÿäðîì äëÿ k = 2. Äëÿ k > 2 âåêòîð âûèãðûøåé x ïðèíàäëå-
æèò ðåøåíèþ PKNk(N, v), åñëè äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ N, |S| =

k, xS = PN(S, vx), ãäå 〈S, vx〉� ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà â îïðåäåëåíèè
Äýâèñà�Ìàøëåðà íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x.

Ðåøåíèÿ PKNk èìåþò è äðóãîå îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ïðåä n-ÿäðà, êî-
òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûèãðûøåé ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ìèíèìèçèðóþùèõ âåêòîðû ýêñöåññîâ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ðåøåíèå PKNk äëÿ êàæäîé èã-
ðû îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîé "÷àñòè÷íîé"ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ìè-
íèìèçàöèåé âåêòîðîâ ýêñöåññîâ, êîòîðàÿ ñðàâíèâàåò ìåæäó ñîáîé
òîëüêî âåêòîðû ñ íå áîëåå ÷åì k ðàçíûìè êîîðäèíàòàìè. Èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû 〈N, v〉 è k < l PKNl(N, v) ⊂
PKNk(N, v), è PKNk(N, v) ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì äëÿ k ≥ n. Òà-
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êèì îáðàçîì, íàáîð ðåøåíèé PKNk, k = 2, ... ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê "ìîñò"ìåæäó ïðåä k-ÿäðîì, è ïðåä n-ÿäðîì.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ: â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà èçâåñòíûõ ñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèé è
îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà òàêèõ ðåøåíèé. Ïàðàãðàô 3
ïîñâÿùåí îïòèìèçàöèîííîìó ïîäõîäó ê îïðåäåëåíèÿì ïðåä k-ÿäðà,
ïðåä n-ÿäðà è íàáîðó ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé. Ìîäèôèêàöèÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè íàáîðîâ êîàëèöèé è åå ïðèìåíåíèå ê õà-
ðàêòåðèçàöèè ðåøåíèé èç ïðåäëàãàåìîãî íàáîðà äàåòñÿ â ïàðàãðàôå
4. Ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé äàíû â ïàðàãðàôå 5.

2. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé êîîïåðàòèâ-
íûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè

Êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ
èãðîé) íàçûâàåòñÿ ïàðà 〈N, v〉, ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ,
v : 2N → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû ñîïîñòàâëÿþùàÿ
êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ N âåùåñòâåííîå ÷èñëî v(S) ( ïîëàãàåòñÿ v(∅) =

0), âûðàæàþùåå ñèëó êîàëèöèè. Èñõîäîì èãðû íàçûâàåòñÿ âåêòîð
âûèãðûøåé èãðîêîâ x ∈ RN ∈ X(N, v), ãäå

X(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi ≤ v(N)}−

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé.
Ðåøåíèåì σ äëÿ êëàññà G ÒÏ èãð íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïî-

ñòàâëÿþùåå êàæäîé èãðå 〈N, v〉 ∈ G íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî σ(N, v) ⊂
X(N, v)

×åðåç X∗(N, v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âû-
èãðûøåé:

X∗(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi = v(N)}.

Åñëè äëÿ êàæäîé èãðû 〈N, v〉 èç êëàññà G |σ(N, v)| = 1, òî ðåøåíèå
σ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì.

ÏóñòüN � ïðîèçâîëüíîå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ. ×åðåç
GN áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé êëàññ èãð , ÷òî

〈N, v〉 ∈ GN =⇒ N ⊂ N .
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Ïóñòü π : N → N � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì
èãðó 〈π(N), πv〉 ∈ GN ðàâåíñòâàìè v(π(S)) = v(S) äëÿ âñåõ S ⊆ N.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ RN îáîçíà÷èì ÷åðåç y = π(x) òàêîé âåêòîð
y ∈ Rπ(N), ÷òî yπ(i) = xi, i ∈ N. Èãðà 〈N ′, w〉 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíîé
èãðå 〈N, v〉, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
π : N → N , ÷òî π(N) = N ′ è πv = w. .

Äâå èãðû 〈N, v〉, 〈N ′, w〉 ∈ GN íàçûâàþòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå π : N → N , ÷òî π(N) = N ′ è òàêèå âåêòîð β ∈ RN è ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî α > 0, ÷òî w = π(v′), ãäå v′ = αv + β.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà òåîðåòèêî-èãðîâûõ ðå-
øåíèé:

Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà GN íàçûâàåòñÿ

� íå ïóñòûì, åñëè σ(N, v) 6= ∅ äëÿ âñåõ 〈N, v〉 ∈ GN ;

� ýôôåêòèâíûì, åñëè
∑
i∈N

Φi(N, v) = v(N) äëÿ ëþáîãî x ∈ σ(N, v)

è ëþáîé èãðû 〈N, v〉 ∈ GN ;

� àíîíèìíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû 〈N, v〉 ∈ GN , èãðîêà i ∈ N è
îòîáðàæåíèÿ π : N → N èãðà 〈π(N), πv〉 ∈ GN è σπ(i)(π(N), πv) =

σi(N, v)

� ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû 〈N, v〉 ∈ GN ñèììåò-
ðè÷íûå èãðîêè i, j, äëÿ êîòîðûõ v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}) äëÿ
âñåõ S 63 i, j, ïîëó÷àþò ïîðîâíó: xi(N, v) = xj(N, v) äëÿ âñåõ
x ∈ σ(N, v);

� êîâàðèàíòíûì, åñëè îíî êîâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíûõ èãð 〈N, v〉, 〈N ′, w〉 : èç w = π(αv+β) ñëåäóåò

σ(N ′, w) = π(ασ(N, v) + β).

äëÿ âñåõ α > 0, β ∈ RN , ãäå (αv+β)(S) = αv(S)+
∑
i∈S

βi äëÿ âñåõ
S ∈ N ;

� óäîâëåòâîðÿåò èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, åñëè äëÿ
ëþáîé èãðû 〈N, v〉 ∈ GN è ÷èñëà b 〈N, v + b〉 ∈ GN , è

x ∈ σ(N, v) =⇒ x ∈ σ(N, v + b),
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ãäå (v + b)(S) = v(S) + b äëÿ âñåõ S $ N, è (v + b)(N) = v(N).

� íåïðåðûâíûì, åñëè èç 〈N, v〉 = 〈N, vn〉 ∈ GN , vn → v, xn ∈
σ(N, vn), xn → x ïðè n →∞, ñëåäóåò x ∈ σ(N, v).

� ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû 〈N, v〉 ∈ GN , êîàëèöèè
T ⊂ N, è âåêòîðà x ∈ σ(N, v) åå ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà (N \
T, vx

N\T ), ïîëó÷åííàÿ ïîñëå óõîäà èãðîêîâ èç êîàëèöèè T ñ âû-
èãðûøàìè xi, i ∈ T, òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó GN è

x = (xN\T , xT ) ∈ σ(N, v) =⇒ xN\T ∈ σ(N \ T, vΦ
N\T ). (2.1)

� îáðàòíî ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ x ∈ X(N, v) èç ñîîòíîøåíèé
x{i,j} ∈ σ({i, j}, vx

{i,j}) äëÿ âñåõ i, j ∈ N ñëåäóåò x ∈ σ(N, v).

� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïîäòâåðæäåíèÿ, åñëè èç x ∈ σ(N, v),

S ⊂ N, yS ∈ σ(S, vx
S), 〈S, vx〉 ∈ GN , ãäå 〈S, vx〉 � ðåäóöèðîâàííàÿ

èãðà íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x, ñëåäóåò
(xN\S, yS) ∈ σ(N, v).

Â ôîðìóëèðîâêàõ òðåõ ïîñëåäíèõ ñâîéñòâ èñïîëüçîâàëèñü ðåäó-
öèðîâàííûå èãðû. Òàêèå èãðû íå îïðåäåëåíû ïðîñòî çàäàíèåì èãðû
è åå âåêòîðîâ âûèãðûøåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðåäó-
öèðîâàíèå. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ èãð ïðèâîäÿò
ê ðàçëè÷íûì ñâîéñòâàì ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé. Â äàííîé ðàáî-
òå èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�
Ìàøëåðà ñî ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ðåäóöèðîâàííûõ èãð:

Ïóñòü σ ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà GN , 〈N, v〉 ∈ GN � ïðî-
èçâîëüíàÿ èãðà, x ∈ X∗(N, v), S $ N � ïðîèçâîëüíûå âåêòîð âûèã-
ðûøåé è êîàëèöèÿ.

Ðåäóöèðîâàííîé èãðîé (S, vx
S) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S îòíîñè-

òåëüíî âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ èãðà ñî ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé:

vx
S(T ) =





v(N)− x(N \ S), åñëè T = S,

max
Q⊂N\S

(v(T ∪Q)− x(Q)) äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé .

Èç îïðåäåëåíèé ïîñëåäíèõ òðåõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñ-
ëè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà èãð G ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî âñåõ
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ñîãëàñîâàííûõ (è, âîçìîæíî, óäîâëåòâîðÿþùèõ åùå êàêèì-ëèáî ñâîé-
ñòâàì) ðåøåíèé, òî â ýòîì ìíîæåñòâå îäíî-òî÷å÷íûå ðåøåíèÿ, ò.å.
çíà÷åíèÿ, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè1 îòíîñè-
òåëüíî âêëþ÷åíèÿ, à òå èç íèõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò åùå ñâîé-
ñòâó îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè, ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè îòíîñè-
òåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ êëàññà èãð ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì
ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N cðåäè ìíîæåñòâà âñåõ íå ïóñòûõ, ýôôåêòèâ-
íûõ, àíîíèìíûõ, êîâàðèàíòíûõ è ñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèé ñóùåñòâó-
þò åäèíñòâåííûå îäíî-òî÷å÷íîå ðåøåíèå � ïðåä n-ÿäðî [1], è ìàêñè-
ìàëüíîå � ïðåä k-ÿäðî [14].

Ïðèâåäåì èõ îïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èãðû 〈N, v〉 è åå âåêòîðà âûèãðûøåé x ýêñöåñ-

ñîì êîàëèöèè S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü v(S)−∑
i∈S

xi. Ýòà ðàçíîñòü âûðàæàåò îòðèöàòåëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîëåç-
íîñòü âûèãðûøà x(S) =

∑
i∈S

xi äëÿ êîàëèöèè S. Âåêòîð çíà÷åíèé ýêñ-
öåññîâ e(x) = {e(S, x)}S⊂N íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ýêñöåññîâ äëÿ x.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ev(x),
ev(S, x) äëÿ òîãî ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, äëÿ êàêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé îïðåäåëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñöåññ.

Ïðåä n-ÿäðîì (PN) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå, óðàâíèâàþùèå çíà÷å-
íèÿ ýêñöåññîâ îòíîñèòåëüíî ëåêñèìèííîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ôîðìàëü-
íî, ïðåä n-ÿäðî èãðû 〈N, v〉, PN(N, v), ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåê-
òîðà âûèãðûøåé, îïðåäåëÿåìîãî èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

−e(PN(N, v)) Âlexmin −e(x) äëÿ âñåõ x ∈ X(N, v). (2.2)

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðåä n-ÿäðà äëÿ êàæäîé èãðû
ñëåäóåò èç òåîðåìû Øìàéäëåðà [15], õîòÿ îí ðàññìàòðèâàë òîëüêî
n-ÿäðà, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (2.2), íî òîëüêî äëÿ èíäèâè-
äóàëüíî ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé (äåëåæåé): x ∈ I(N, v),

ãäå
I(N, v) = {x ∈ X∗(N, v) |xi ≥ v({i}) ∀i ∈ N}.

Äëÿ ëþáîé ïàðû èãðîêîâ i, j ∈ N è ëþáîãî âåêòîðà âûèãðûøåé
x îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå ïðåâûøåíèå èãðîêà i íàä èãðîêîì j â x

1õîòÿ ìèíèìàëüíûì ìîæåò áûòü è íå îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå, ñì., íàïð. [12]
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ðàâåíñòâîì
sij(x) = max

S3i,S 63j
(v(S)− x(S)).

Ïðåä k-ÿäðîì [7] èãðû 〈N, v〉, PK(N, v), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

PK(N, v) = {x ∈ X(N, v) | sij(x) = sji(x) äëÿ âñåõ i, j ∈ N}. (2.3)

Ïðåä n-ÿäðî è ïðåä k-ÿäðî èìåþò àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçà-
öèè. Ðàññìîòðèì êëàññ âñåõ èãð GN c áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì
ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N .

Òåîðåìà 2.1. [Sobolev [1]] Åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ êëàññà
GN , óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, êîâàðèàíòíîñòè, àíî-
íèìíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåä n-ÿäðî.

Òåîðåìà 2.2. [Orshan [11]] Åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ êëàñ-
ñà GN , óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, êîâàðèàíòíîñòè,
ñèììåòðèè è ñîãëàñîâàííîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðåä n-ÿäðî.

Òàê êàê èç îäíîòî÷å÷íîñòè ðåøåíèÿ è åãî àíîíèìíîñòè ñëåäóåò
ñèììåòðèÿ, Òåîðåìà 2.2 ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì Òåîðåìû 2.1.

Òåîðåìà 2.3. [Peleg [14]] Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà GN ,

óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, êîâàðèàíòíîñòè, ñèììåò-
ðèè, ñîãëàñîâàííîñòè è îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðåä
k-ÿäðî.

Èçâåñòíî [1], ÷òî èç ñîãëàñîâàííîñòè ñëåäóåò ýôôåêòèâíîñòü, òàê
÷òî îáà ïðèâåäåííûõ ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíû. Çàìåòèì, ÷òî âûøå ïðè-
âåäåííûå ôîðìóëèðîâêè Òåîðåì 2.1 è 2.2 äàþòñÿ äëÿ çíà÷åíèé, ïî-
ýòîìó èõ ìîæíî (êàê ýòî è äåëàþò àâòîðû) ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ îá-
ùèõ ðåøåíèé, íî äîáàâëÿÿ ïðè ýòîì ñâîéñòâî îäíîòî÷å÷íîñòè. Ïðè
òàêèõ ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìà 2.2 îòëè÷àåòñÿ îò Òåîðåìû 2.3 îäíîé
àêñèîìîé: Àêñèîìà îäíîòî÷å÷íîñòè â Òåîðåìå 2.2 çàìåíÿåòñÿ íà îá-
ðàòíóþ ñîãëàñîâàííîñòü â Òåîðåìå 2.3.

3. Ðåøåíèÿ, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó k-ÿäðîì è n-ÿäðîì
Â ýòîì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ íàáîð ðåøåíèé äëÿ êëàññà GN ñ ïðîèç-

âîëüíûì ìíîæåñòâîìN , êàæäîå èç êîòîðûõ äëÿ ëþáîé èãðû èç ýòîãî
êëàññà ñîäåðæèò ïðåä n-ÿäðî è ñîäåðæèòñÿ â ïðåä k-ÿäðå. Ñâîéñòâà
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ýòèõ ðåøåíèé òàêæå ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè ïðåä n-ÿäðà è ïðåä
k-ÿäðà, ïðèâîäèìûõ â Òåîðåìàõ 2.2 è 2.3, êðîìå ðàçäåëÿþùèõ èõ îä-
íîòî÷å÷íîñòè è îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè: äëÿ íåêîòîðûõ èãð è ðå-
øåíèé èç ïðèâîäèìîãî íàáîðà ýòè ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îäíîòî÷å÷-
íûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îñëàáëåííûì
âàðèàíòàì îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðåä k-ÿäðà, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îïðå-
äåëåíèþ n-ÿäðà, íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåäóð,
ïðèâîäÿùèõ ê ðåøåíèþ. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ïðåä k-ÿäðî èìååò
è îïðåäåëåíèå, ñõîäíîå ñ îïòèìèçàöèîííûì îïðåäåëåíèåì ïðåä n-
ÿäðà. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà âûèãðûøåé x ∈ RN , ëþáîé ïàðû èãðîêîâ
i, j ∈ N è òðàíñôåðà ìåæäó íèìè (yi, yj) : yi+yj = xi+xj j,îáîçíà÷èì
÷åðåç x||yi,j âåêòîð x, â êîòîðîì êîìïîíåíòû xi, xj çàìåíåíû ñîîòâåò-
ñòâåííî íà yi, yj.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð âûèãðûøåé x ïðîèç-
âîëüíîé èãðû 〈N, v〉 ∈ G ïðèíàäëåæàë ïðåä k-ÿäðó, x ∈ PK(N, v),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

−e(x) Âlexmin −e(x||yij) äëÿ âñåõ i, j ∈ N è òðàíñôåðîâ yi, yj. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð x óäî-
âëåòâîðÿåò (3.1), íî íå ïðèíàäëåæèò ïðåä k-ÿäðó. Òîãäà íàéäóòñÿ òà-
êèå èãðîêè i, j, äëÿ êîòîðûõ sij(x) 6= sji(x), è ïóñòü sij(x) > sji(x),

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

max
S:S3i,S 63j

(v(S)− x(S)) > max
S:S3j,S 63i

(v(S)− x(S)).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è òðàíñôåðà (yi, yj) = (ε,−ε)

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

e(x||yij, S)





< e(x, S), åñëè i ∈ S, j /∈ S,

> e(x, S), åñëè j ∈ S, i /∈ S,

= e(x, S), èíà÷å .
(3.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε

−e(x||yij) Âlexmin −e(x)
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1).
Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ PK(N, v),

ñîîòíîøåíèå (3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé òðàíñôåð
(yi, yj), ÷òî

−e(x||yij) Âlexmin −e(x) (3.3)
Ïóñòü yi < xi, yj > xj. Òîãäà

e(S, x)





= e(S, x||yi, yj), äëÿ êîàëèöèé S, òàêèõ ÷òî S 3 i, j èëè S 63 i, j

< e(S, x||yi, yj), äëÿ êîàëèöèé S 3 i, S 63 j

> e(S, x||yi, yj), äëÿ êîàëèöèé S 3 j, S 63 i.

(3.4)
è ïåðâûå íåðàâíûå êîìïîíåíòû óïîðÿäî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ âåê-

òîðîâ e∗(x) è e∗(x||yij ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì êîàëèöèÿì S ′ 3 j, S ′ /∈
i è S ′′ 3 i, S ′′ 63 j. Èç (3.4) è sij(x) = sji(x) ñëåäóåò, ÷òî e(S ′′, x) <

e(S ′′, x||yi, yj), ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.1).
Óòâåðæäåíèå 3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî è ïðåä k-ÿäðî, è ïðåä n-ÿäðî

ñîñòîÿò èç âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ îòðèöàòåëüíûé âåêòîð ýêñöåññîâ
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî îòíîøåíèþ ëåêñèìèíà. Îäíàêî îáëàñòè, íà
êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ, ðàçíûå äëÿ
ýòèõ äâóõ çàäà÷. Äëÿ ïðåä n-ÿäðà òàêîé îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé X(N, v), à äëÿ ïðåä k-
ÿäðà îòíîøåíèå ëåêñèìèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ìåæäó âåêòîðà-
ìè, îòëè÷àþùèìèñÿ íå áîëåå ÷åì äâóìÿ êîìïîíåíòàìè.

Î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå
ïðèâåäóò ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé, ñîñòîÿùèõ èç âåêòîðîâ âûèãðûøåé,
÷üè îòðèöàòåëüíûå ýêñöåññû äîñòèãàþò ìàêñèìóìîâ ïî îòíîøåíèþ
ëåêñèìèíà íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ôèêñèðî-
âàííûì ÷èñëîì êîìïîíåíò. Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ. äëÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà k ≥ 2 è ïðîèçâîëüíîé
èãðû 〈N, v〉 ∈ GN , |N | = n ðåøåíèå

PKNk(N, v) =

{
PK(N, v) äëÿ k = 2,

PN(N, v), äëÿ k ≥ n,

à äëÿ 2 < k < n

x ∈ PNKk(N, v) ⇐⇒ −e(x) Âlexmin −e(x||yS)
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äëÿ ëþáîãî òðàíñôåðà yS, |S| = k, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì
∑
i∈S

yi =
∑
i∈S

xi.

Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ðåøå-
íèé PKNk ïî k : äëÿ ëþáîé èãðû 〈N, v〉

k1 < k2 =⇒ PKNk2(N, v) ⊂ PKNk2(N, v).

Äðóãèå ñâîéñòâà ðåøåíèé PNKk áóäóò ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ
ïàðàãðàôàõ.

4. Õàðàêòåðèçàöèÿ ðåøåíèé PKNk ïîñðåäñòâîì ñáàëàíñè-
ðîâàííîñòè

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ PKNk óäîâëåòâîðÿþò êîâà-
ðèàíòíîñòè è ñèììåòðèè:

Êîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèé PKNk ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ: îíè
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ëåêñèìèíà íà ïîäìíîæåñòâàõ
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ýêñöåññîâ, à âåêòîðû ýêñöåññîâ ïðè êîâàðèàíò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è âåêòîðà âû-
èãðûøåé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îäèíàêîâûì ïîëîæèòåëüíûì ìíîæèòå-
ëåì, òàê ÷òî îòíîøåíèå ëåêñèìèíà ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñèììåòðèÿ ðåøåíèé PNKk òàêæå ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, Îïðåäåëåíèå 3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû
〈N, v〉 ∈ GN è âñåõ k PNKk(N, v) ⊂ PK(N, v).

Èç Îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ PNKk îäíîòî÷å÷íû äëÿ
êëàññà GN ñ |N | = k.

Ïðèâåäåì õàðàêòåðèçàöèþ ðåøåíèé PKNk ñ ïîìîùüþ ñáàëàíñè-
ðîâàííîñòè íàáîðîâ êîàëèöèé, àíàëîãè÷íóþ õàðàêòåðèçàöèè Êîëáåð-
ãà ïðåä n-ÿäðà [6].

Îïðåäåëåíèå 4.1. Íàáîð S êîàëèöèé S ⊂ N íàçûâàåòñÿ k-ñáàëàíñè-
ðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé êîàëèöèè K ⊂ N ìîùíîñòè |K| = k íàáîð

SK = {S ′ ⊂ K |S ′ = S ∩K, S ∈ S}

ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì íà ìíîæåñòâå K.
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Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû x ∈ PNKk(N, v) äëÿ ïðîèçâîëüíîé
èãðû 〈N, v〉 ∈ GN íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
α íàáîð êîàëèöèé

Bk
α(x, v) = {S ∈ N | e(S, x) ≥ α}

ÿâëÿëñÿ ïóñòûì èëè k-ñáàëàíñèðîâàííûì
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x ∈ PNKk(N, v), K ⊂

N � ïðîèçâîëüíàÿ êîàëèöèÿ ìîùíîñòè |K| = k. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
òðàíñôåðà yK ∈ RN , yK(K) = xK(K) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

−e(x) Âlexmin −e(x||yK). (4.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ òðàíñôåðà yK äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N

e(x, S) > e(x||yK , S) =⇒ y(S ∩K) > x(S ∩K).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç îòíîøåíèÿ (4.1) ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ

x(S ∩K) ≥ yK(S ∩K) äëÿ âñåõ S ∈ Bk(α) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α,

åñëè xK 6≡ yK .
(4.2)

Òàê êàê x(K) = yK(K), ïî òåîðåìå Êîëáåðãà [6] íåðàçðåøèìîñòü
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (4.2)ýêâèâàëåíòíà k-ñáàëàíñèðîâàííîñòè íàáîðà
êîàëèöèé Bα èëè åå ïóñòîòå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íàáîðû Bα k-ñáàëàíñèðîâàíû èëè ïóñòû
äëÿ âñåõ α. Ðàññìîòðèì α, äëÿ êîòîðîãî Bα 6= ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîé
êîàëèöèè K ìîùíîñòè |K| = k è òðàíñôåðà yK 6= xK íåâîçìîæíû
íåðàâåíñòâà yK(S ∩ K) ≥ x(S ∩ K) äëÿ âñåõ S ∈ Bα, ÷òî îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîàëèöèè TK,α ∈ Bα, ÷òî yK(TK,α∩K) < x(TK,α∩
K).

Ïóñòü α1 = maxS⊂N(v(S)− x(S).

Òîãäà ëèáî x(S) = y(S) äëÿ âñåõ S ∈ Bα1 , ëèáî íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîàëèöèÿ TK,α1 ∈ Bα1 , äëÿ êîòîðîé (x||yK)(TK,α1) < x(TK,α1), îòêóäà
ïîëó÷àåì îòíîøåíèå −e(x) Âlexmin −e(x||yK).

Åñëè x(S) = y(S) äëÿ âñåõ S ∈ Bα1 , òî ðàññìîòðèì âòîðîé ïî
âåëè÷èíå ýêñöåññ

α2 = max
S:S /∈Bα1

(v(S)− x(S)).
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Îïÿòü èìååì ëèáî x(S) = y(S) äëÿ âñåõ S ∈ Bα2 , ëèáî íàéäåòñÿ
òàêàÿ êîàëèöèÿ TK,α2 ∈ Bα2 , äëÿ êîòîðîé (x||yK)(TK,α2) < x(TK,α2), è
ìû îïÿòü ïîëó÷àåì −e(x) Âlexmin −e(x||yK).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî ëèáî yK ≡ xK ,

ëèáî −e(x) Âlexmin −e(x||yK).

5. Ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé PKNk

Êàê áóäåò äàëåå ïîêàçàíî â ýòîì ïàðàãðàôå, ðåøåíèÿ PKNk ñî-
ãëàñîâàíû äëÿ âñåõ k. Îäíàêî îíè íå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì îáðàò-
íîé ñîãëàñîâàííîñòè è ïîäòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðèçàöèè
ýòèõ ðåøåíèé åäèíîé ñèñòåìîé àêñèîì, ìû îïðåäåëèì �k-ìîäèôè-
êàöèè� ýòèõ àêñèîì, àíàëîãè÷íî òîìó êàê �k-ñáàëàíñèðîâàííîñòü�,
îáîáùàþùàÿ ïîíÿòèå ñáàëàíñèðîâàííîñòè, áûëà îïðåäåëåíà â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ðåøåíèå PKNk

óäîâëåòâîðÿåò k-ìîäèôèöèðîâàííûì àêñèîìàì îáðàòíîé ñîãëàñîâàí-
íîñòè è ïîäòâåðæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà GN óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâó k-îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû 〈N, v〉 ∈ GN
è x ∈ X(N, v) èç ñîîòíîøåíèé xK ∈ σ(K, vx

K) äëÿ âñåõ K ⊂ N ñ
|K| = k ñëåäóåò x ∈ σ(N, v).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàòíàÿ ñîãëàñîâàííîñòè ýêâèâàëåíòíà 2-îáðàò-
íîé ñîãëàñîâàííîñòè, à èç k-îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñëåäóåò l-îáðàò-
íàÿ ñîãëàñîâàííîñòü äëÿ l > k. Ýòî ñâîéñòâî íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ
óñëîâèé íà ðåøåíèÿ èãð ñ ÷èñëîì èãðîêîâ ìåíüøèõ èëè ðàâíûì k.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà GN óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâó k-ïîäòâåðæäåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû 〈N, v〉 ∈ GN ,âåêòîðà
x ∈ σ(N, v) è êîàëèöèè S ⊂ N, |S| ≤ k, yS ∈ σ(S, vx), ãäå 〈S, vx〉�
ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà íà ìíîæåñòâî S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà âûèã-
ðûøåé x, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (xN\S, yS) ∈ σ(N, v).

Î÷åâèäíî, èç ñâîéñòâà l-ïîäòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ñâîéñòâî
k-ïîäòâåðæäåíèÿ äëÿ k < l.

Èç òåîðåìû 4.1 ëåãêî ñëåäóþò ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè è
k-ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé PNKk :



Ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó ïðåä k- è ïðåä n-ÿäðàìè ðåøåíèÿ 59

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ðåøåíèÿ PNKk ñîãëàñîâàíû â êëàññå GN äëÿ
ëþáîãî k ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈N, v〉 ∈ GN� ïðîèçâîëüíàÿ èãðà è x ∈
PNKk(N, v). Åñëè k ≥ n = |N |, òî x = PN(N, v), è ñîãëàñîâàííîñòü
ðåøåíèÿ PNKk ñëåäóåò èç ñîãëàñîâàííîñòè ïðåä n-ÿäðà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k > n. Ïî òåîðåìå 4.1 äëÿ êàæäîãî α íàáîðû
Bα k-ñáàëàíñèðîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîðû

Bα ∩ T = {S ⊂ T |S = S ′ ∩ T, S ′ ∈ Bα}

òàêæå k-ñáàëàíñèðîâàíû äëÿ ëþáîé íà ëþáîé êîàëèöèè T ⊂ N.

Äëÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðû (T, vx
T ) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ T ⊂ N

ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð êîàëèöèé Bα, îáîçíà÷àåìûé êàê BT
α , ðàâåí

BT
α = Bα ∩ T. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

xT ∈ PNKk(T, vx
T ).

Óòâåðæäåíèå 5.2. Äëÿ âñåõ k ≥ 2 ðåøåíèå PNKk óäîâëåòâîðÿåò
l-îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè íà êëàññå GN äëÿ l ≥ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî óñòà-
íîâèòü ýòî ñâîéñòâî äëÿ èãð ñ ÷èñëîì èãðîêîâ n > k.

Ïóñòü 〈N, v〉 ∈ GN , |N | > k, x ∈ X(N, v), è xK = PNKk(K, vx
K) =

PN(K, vx
K) äëÿ âñåõ êîàëèöèé K ⊂ N, |K| = k, ãäå (K, vx

K) � ðåäóöè-
ðîâàííàÿ èãðà íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ K îòíîñèòåëüíî x.

Òîãäà äëÿ òàêèõ êîàëèöèé K âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

−evx
K
(xK) Âlexmin −evx

K
(yK) (5.1)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà âûèãðûøåé yK ∈ X(K, vx
K). Èç îòíîøåíèé (5.1)

ñëåäóþò îòíîøåíèÿ

−ev(x) Âlexmin −ev(x||yK) äëÿ âñåõ K, |K| = k,

îòêóäà, ïî îïðåäåëåíèþ, x ∈ PNKk(N, v).

Óòâåðæäåíèå 5.3. Ðåøåíèå PKNk îáëàäàåò ñâîéñòâîì k-ïîäòâåðæ-
äåíèÿ íà êëàññå GN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èãð 〈N, v〉 ∈ GN ñ ÷èñëîì èãðîêîâ |N | ≤ k

ïî îïðåäåëåíèþ 5.1 ðåøåíèÿ PKNk îäíîòî÷å÷íû, à ïî Óòâåðæäåíèþ
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5.1 îíè ñîãëàñîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ èãð ðåøåíèå PKNk

îáëàäàåò ñâîéñòâîì k-ïîäòâåðæäåíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü |N | > k, è x ∈ PKNk(N, v). Ðàññìîòðèì ðåäóöèðî-

âàííóþ èãðó 〈S, vx〉 íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S, |S| ≤ k îòíîñèòåëüíî
x. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ PKNk âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå xS ∈ PKNk(S, vx). Îäíàêî ðåøåíèå PKNk(S, vx) îä-
íîòî÷å÷íî, ïîýòîìó xS = PKNk(S, vx), îòêóäà è ñëåäóåò ñâîéñòâî
k-ïîäòâåðæäåíèÿ ðåøåíèÿ PKNk.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ðåøåíèé PKNk äëÿ ëþáîãî k ≥ 2, îïè-
ñàííûå â Óòâåðæäåíèÿõ 5.1-5.3, áûëè îïðåäåëåíû è óñòàíîâëåíû äëÿ
âñåõ èãð â êëàññå GN .

6. Ïðèìåð
Äëÿ èãð äâóõ è òðåõ ëèö ïðåä k-ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ PKNk òàêæå ñîâïàäàþò ñ ýòèìè ðåøåíèÿ-
ìè.

Äëÿ èãð ÷åòûðåõ ëèö |N | = 4 ðåøåíèå PKN3(N, v) = PN(N, v).

ðåøåíèå PKN4(N, v) ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé, êîòîðûå
ðåäóöèðóþòñÿ íà ïðåä n-ÿäðî âî âñåõ ðåäóöèðîâàííûõ èãðàõ òðåõ
ëèö. òàê êàê â èãðàõ òðåõ ëèö ïðåä n-ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ïðåä k-ÿäðîì,
ïîëó÷àåì, ÷òî PKN4(N, v) = PK(N, v).

Îòêðûòûì âîïðîñîì îñòàåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî n, äëÿ
êîòîðîãî íàøëàñü áû òàêàÿ èãðà 〈N, v〉, |N | = n, äëÿ êîòîðîé PKNk 6=
PN(N, v), PK(N, v) äëÿ íåêîòîðîãî 2 < k < n.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî n ≤ 11 ïóòåì ïîñòðîåíèÿ
ïðèìåðà èãðû 11 ëèö, äëÿ êîòîðîé äëÿ íåêîòîðûõ k ðåøåíèÿ PKNk

îòëè÷íû è îò ïðåä k-ÿäðà, è îò ïðåä n-ÿäðà.
Ðàññìîòðèì èãðû Γ1 = 〈N1, v1〉, Γ2 = 〈N2, v2〉, ãäå |N1| = 5, |N2| =

6. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ çàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé v1 è v2 îáîçíà-
÷èì N1 = {1, 2, 3, 4, 5}, è N2 = {1′, 2′, 3′, 4′, 5′, 6′}, S1 = {1, 2, 3}, S2 =

{4, 5}, S3 = {1′, 2′, 3′, 4′}, S4 = {5′, 6′} Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè v1, v2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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v1(N1) = v2(N2) = 6,

v1(i, j, k) = 3, åñëè i, j ∈ S1, k ∈ S2,

v2(i, j, k) = 3, åñëè i, j ∈ S3, k ∈ S4,

v1(S) = v2(T ) = 0 äëÿ îñòàëüíûõ S ⊂ N1, T ⊂ N2.

Èãðû Γ1 è Γ2 ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè èãðû èç èçâåñòíîãî ïðèìåðà
â [5]. Â èãðå Γ1 èãðîêè 1,2,3 è 4,5 ñèììåòðè÷íû, à â èãðå Γ2 èãðîêè
1′, 2′, 3′, 4′ è 5′, 6′ ñèììåòðè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðåä k-ÿäðà ýòèõ èãð èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

PK(N1, v1) =
{
t, t, t, 3− 3t

2
, 3− 3t

2

}
t∈[0, 3

2
]
,

PK(N2, v2) = {τ, τ, τ, τ, 3− 2τ, 3− 2τ}τ∈[0, 3
2
] .

(6.1)

Åñëè x ∈ PK(N1, v1), òî

S1(v1, x) =

{
{i, j, k}i,j∈S1,k∈S2 äëÿ t ≤ 3/2,

{i, j, k}i,j∈S1,k∈S2 , {k}, k ∈ S2, äëÿ t = 3/2.
(6.2)

Íàáîð êîàëèöèé âî âòîðîé ñòðîêå ðàâåíñòâ (6.2) ñáàëàíñèðîâàí, è
âåêòîð èç ïðåä n-ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ t = 3t

2
, ðàâåí ïðåä

n-ÿäðó èãðû Γ1. Íàáîð êîàëèöèé â ïåðâîé ñòðîêå ðàâåíñòâ (6.2) íå
ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, íî îí 3-ñáàëàíñèðîâàí, ïîýòîìó ïî Òåî-
ðåìå 4.1, PKN3(N1, v1) = PK(N1, v1), PKN4(N1, v1) = PN(N1, v1).

Àíàëîãè÷íî, åñëè y ∈ PK(N2, v2), òî

S1(v2, y) = {i, j, k}i,j∈S3,k∈S4 ,

è ýòîò íàáîð ñáàëàíñèðîâàí.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2(v2, y) íàáîð êîàëèöèé èç ìíîæåñòâà èãðîêîâ

N2, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýêñöåññ äëÿ âåêòîðà
y:

S2(v2, y) = arg max
S /∈S1(v2,y)

e(v2, y).

Òîãäà ýòîò íàáîð èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé t :

S2(v2, y) =





{i}, i ∈ S3, åñëè t ∈ [0, 1),

{k}, k ∈ S4, åñëè t ∈ (1, 3
2
),

{i}, i ∈ S3, {k}, k ∈ S4, åñëè t = 1.

(6.3)
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Íàáîðû â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ðàâåíñòâ (6.3) íå ÿâëÿþòñÿ ñáà-
ëàíñèðîâàííûìè, íî îíè 5-ñáàëàíñèðîâàíû; íàáîð â òðåòüåé ñòðîêå
(6.3) ñáàëàíñèðîâàí, è âåêòîð y, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ t = 1,

ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì. Èç Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò
PKN3(N2, v2) = PKN4(N2, v2) = PK(N, v),
PKN5(N2, v2) = PN(N2, v2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóììó èãð 〈N, v〉 = Γ1 + Γ2, ãäå N = N1 ∪N2,

è åñëè Q = S ∪ T, S ⊂ N1, T ⊂ N2, òî v(Q) = v1(S) + v2(T ).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k

PNKk(N, v) = PNKk(N1, v1)× PNKk(N2, v2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòîå ñâîé-
ñòâî ïðåä k-ÿäðà ñóììû èãð.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü 〈N, v〉� ñóììà äâóõ èãð:

〈N, v〉 = 〈N1, v1〉+ 〈N2, v2〉.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ PK(N, v) è ëþáîãî ÷èñëà α íàáîðû êîàëèöèé

{S $ Ni, | e(S, v) ≥ α, }, i = 1, 2

ÿâëÿåòñÿ ïóñòûìè èëè 2-ñáàëàíñèðîâàííûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = S1 ∪ S2 � ïðîèçâîëüíàÿ êîàëèöèÿ,

S1 ⊂ N1, S2 ⊂ N2. Òîãäà e(S, x) = e(S1, x) + e(S2, x) è

e(S1, x) ≥ α =⇒ e(S, x) ≥ α + e(S2, x).

Ïóñòü i ∈ S1, j ∈ N1 \ S1. Òàê êàê e(S, x) ≤ sij(x) = max
Q:Q3i

Q63j

e(Q, x)

è x ∈ PK(N, v), íàéäåòñÿ òàêàÿ êîàëèöèÿ T ⊂ N, äëÿ êîòîðîé j ∈
T, i /∈ T, è e(T, x) ≥ e(S, x) ≥ α + e(S2, x). Ïóñòü T = T1 ∪ T2, Ti ⊂
Ni, i = 1, 2. Òîãäà

e(T, x) = e(T1, x) + e(T2, x) ≥ α + e(S2, x). (6.4)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (6.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé S2 ⊂
N2, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ S2 = T2, è èç íåðàâåíñòâà (6.4) ñëåäóåò
e(T1, x) ≥ α.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ âûøå ïðèâåäåííîé èãðû 〈N, v〉 x(N1) =

x(N2) = 6 äëÿ ëþáîãî x ∈ PK(N, v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà âûèãðûøåé x ∈ PK(N, v) ñïðàâåäëèâî
ëèáî íåðàâåíñòâî x(N1) > 6, ëèáî íåðàâåíñòâî x(N1) < 6. Ðàññìîòðèì
îáà ñëó÷àÿ.

1. x(N1) > 6. Âîçüìåì êîàëèöèè T ∈ arg maxS⊂N1 e(S, x), U ∈
arg maxS⊂N2 e(S, x). Ïîêàæåì, ÷òî e(T, x) ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: e(T, x) < 0. Òàê êàê e(N2, x) > 0, òî è e(U, x) > 0. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ èãðîêîâ i ∈ T, j ∈ U ðàññìîòðèì êîàëèöèþ R : e(R, x) = sij(x),

è ïóñòü îíà èìååò âèä R = R1 ∪R2, Ri ⊂ Ni, i = 1, 2. Òîãäà

e(R, x) = e(R1, x) + e(R2, x) ≤ e(T, x) + e(U, x) < e(U, x).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî e(T, x) ≥ 0.

Èç ñèììåòðèè èãðîêîâ â êîàëèöèÿõ S1, S2, S3, S4 ñëåäóåò, ÷òî ëþ-
áîé âåêòîð x èç ïðåä k-ÿäðà PK(N, v) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = (t, t, t, B − 3t

2
, B − 3t

2
, y, y, y, y, 6−B − 2y, 6−B − 2y) (6.5)

ãäå 2B = x(N1) = 12−x(N2). Ïðîâåðèì, êàêîé ìîæåò áûòü êîàëèöèÿ
T ⊂ N1, ñ ìàêñèìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì ýêñöåññîì e(T, x) ≥ 0.

Òàê êàê x ∈ PK(N, v), ïî ñèììåòðèè èãðîêîâ â êîàëèöèÿõ S1, S2 äëÿ
t > 0 íåðàâåíñòâî e(T, x) ≥ 0 âîçìîæíî òîëüêî äëÿ T = {4, 5}, {i, 4, 5},
i ∈ S1. Èãðîêè 4, 5 ïðèíàäëåæàò âñåì ýòèì êîàëèöèÿì. Îäíàêî ïî
Ëåììå 6.1 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîàëèöèÿ Q ⊂ N1, Q 63 4, èëè Q 63 5, ÷òî
e(Q, x) = e(T, x).

Åñëè t = 0, òî e(T, x) = 0, è e(S, x) = 0 =⇒ S ⊂ S1. Îïÿòü ïî
Ëåììå 6.1 ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t > 0. Àíàëîãè÷íî âûøå ïðèâåäåííûì ðàñ-
ñóæäåíèÿì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîàëèöèÿ T ìîæåò èìåòü âèä òîëüêî
T = {1, 2, 3}, {1, 2, 3, k}, ãäå k ∈ S2, äëÿ òîãî ÷òîáû áûòü êàíäèäàòîì
íà êîàëèöèþ ñ ìàêñèìàëüíûì ýêñöåññîì.

Îäíàêî, òàê êàê èãðîêè 1, 2, 3 ïðèíàäëåæàò âñåì òàêèì êîàëèöè-
ÿì, ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

2. x(N1) < 6. Òîãäà x(N2) >, è e(N2, x) < 0. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî e(U, x) > 0 è B < 3 â ïðåäñòàâëåíèè (6.5). Â ýòîì
ñëó÷àå e({i, j, k}, x) = B−3 < 0 äëÿ i, j ∈ S3, k ∈ S4, îòêóäà {i, j, k} 6=
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U. Òàêèì îáðàçîì, åñëè y ≥ 0, òî U = S4 , a åñëè y < 0, òî U = S3

åäèíñòâåííûå âîçìîæíûå êàíäèäàòû íà êîàëèöèè ñ ìàêñèìàëüíûì
ýêñöåññîì. Îäíàêî ïî Ëåììå 6.1 îáà ýòè ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâà x(N1) = x(N2) = 6, è äëÿ
ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N, S = S1 ∪ S2, Si ⊂ Ni, i = 1, 2 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ev(S, x) = ev1(S1, x) + ev2(S2, x),

ãäå ÷åðåç evi
(·, ·), i = 1, 2 îáîçíà÷åíû ýêñöåññû â èãðàõ 〈N1, v1〉, 〈N2, v2〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäñòàâëåíèÿ 6.1 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

PK(N, v) = PK(N1, v1)× PK(N2, v2) =

{
t, t, t, 3− 3t

2
, 3− 3t

2
, y, y, y, y, 3− 2y, 3− 2y

}

t∈[0, 3
2
],y∈[0, 3

2
]

,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå PK(N, v) ⊂ C(N, v) ãäå C(N, v) �
c-ÿäðî èãðû 〈N, v〉. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè e(S, x) ≥ α, äëÿ íåêîòîðîé
êîàëèöèè S ⊂ N, òî α ≤ 0 è

S ∩N1 6= ∅, S ∩N2 6= ∅ =⇒ e(S ∩N1) ≥ α, e(S ∩N2) ≥ α.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî k-ñáàëàíñèðîâàííîñòü
íàáîðîâ Bα äëÿ âñåõ α ≤ 0 ýêâèâàëåíòíà k-ñáàëàíñèðîâàííîñòè íà-
áîðîâ Bi

α äëÿ âñåõ α ≤ 0, ãäå Bi
α = {S ∩Ni, |S ∈ Bα}.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.1 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà PNKk(N, v) =

PNKk(N1, v1) × PNKk(N2, v2) äëÿ âñåõ k = 2, 3, ... Èòàê, äëÿ èãðû-
ñóììû ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

PN(N, v) = PNK2(N, v) = PNK3(N, v) =

{
t, t, t, 3− 3x

2
, 3− 3x

2
, y, y, y, y, 3− 2y, 3− 2y

}

t∈[0, 3
2
],y∈[0, 3

2
]

PNK4(N, v) =

{
3

2
,
3

2
,
3

2
,
3

4
,
3

4
, y, y, y, y, 3− 2y, 3− 2y

}

y∈[0, 3
2
]

PNK5(N, v) = PN(N, v) =

{
3

2
,
3

2
,
3

2
,
3

2
,
3

4
,
3

4
, 1, 1, 1, 1, 1, 1

}
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Abstract : A collection of TU games solutions intermediate between the
prekernel and the prenucleolus is considered. All these solutions are
Davis-Maschler consistent, symmetric and covariant. Each solution from
the collection is parametrized by a positive integer k such that for all
games with the number of players not greater than k, the solution for
parameter k coincides with the prenucleolus, and for games with more
than k players it is maximal, i.e. it satis�es the "k-converse consistency".
The properties of solutions are described and their characterization in
terms of balancedness is given.
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