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Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à âåêòîðíîé
îïòèìèçàöèè ñ öåëåâîé òî÷êîé, êîîðäèíàòû êîòîðîé � òðåáî-
âàíèÿ êîàëèöèé. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà íåïðåðûâíûõ ñòðîãî
âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè êîàëèöèé ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ ðåøåíèå çà-
äà÷è íå èçìåíèòñÿ ïîñëå ïåðåîöåíêè òðåáîâàíèé åãî ýëåìåí-
òîâ, â êîòîðîé ïîòåðè ïîëåçíîñòåé âñåõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ
áóäóò îäèíàêîâû. Â óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ýòî ïðèâîäèò ê
ñïåöèàëüíîìó çíà÷åíèþ èãðû, èìåþùåìó èòåðàòèâíûé ìåòîä
âû÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíàêîâûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè âîçíèêàåò ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïåðåîöåíêà
òðåáîâàíèé êîàëèöèé è ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå âçâåøåííîé ýí-
òðîïèè. Óñëîâèå àíîíèìíîñòè è ñâîéñòâî ¾áîëâàíà¿ äàþò âåê-
òîð Øåïëè, à óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ïðèâîäèò
ê çíà÷åíèþ âçâåøåííîé ýíòðîïèè.
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1. Ââåäåíèå
Èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (TU) íàçûâàåòñÿ ïà-

ðà (N, v), ãäå N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, v � õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. v íàçíà÷àåò êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ N ñêà-
ëÿðíóþ ñèëó âëèÿíèÿ v(S). Â ýòîé ñòàòüå ñèëà âëèÿíèÿ êîàëèöèè
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê åå çàïðîñ â ïðîöåññå ïåðåãîâîðîâ.

Îäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãðû ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòðîåíèå ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ

íàçíà÷àåò äëÿ êàæäîé èãðû (N, v) n-âåêòîð Ψ(N, v), ãäå Ψi(N, v) �
âåëè÷èíà âëèÿíèÿ (èëè ñèëà) èãðîêà i. Îíî ýôôåêòèâíî, åñëè ñóì-
ìà ðàñïðåäåëåíèé ðàâíà v(N). Ðåøåíèå � ýòî ýôôåêòèâíîå ïðàâèëî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à
ïåðåãîâîðîâ ñ öåëåâîé òî÷êîé, ãäå âåêòîð çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè êîàëèöèé � öåëåâàÿ òî÷êà è íàáîð âñåõ àääèòèâíûõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâ ñ çàôèêñèðîâàííûì ðåøåíèåì äëÿ êîàëèöèè N

� äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [2], [3], [6] êàñà-
þùèåñÿ ðåøåíèé îáùèõ çàäà÷ ïåðåãîâîðîâ ñ öåëåâûìè òî÷êàìè ïðè-
ìåíåíû çäåñü ê êîîïåðàòèâíûì èãðàì.

Ñïåöèàëüíûé êëàññ çàäà÷ ïåðåãîâîðîâ ñ öåëåâûìè òî÷êàìè � êëàññ
ïðîáëåì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà, ãäå öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàç-
äåëèòü ôèêñèðîâàííóþ ñóììó ìåæäó àãåíòàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
òðåáîâàíèÿìè (ñì. [11] íàïðèìåð). Äëÿ çàäà÷ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà
øèðîêî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ãëàâíûõ ìåòîäà ðàñïðåäåëåíèÿ: ðàâíîå
ïðèðàùåíèå è ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàçäåëåíèå. Ìåòîäû ðàâíûõ óáûò-
êîâ, ãäå âñå ó÷àñòíèêè èìåþò ðàâíûå ïðèðàùåíèÿ ïîëåçíîñòåé èõ
âûèãðûøåé, îáîáùàþò ýòè ìåòîäû.

Ýòè èäåè âåäóò íàñ ê ñåìåéñòâó íîâûõ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ
èãð. Ïóñòü äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S åå ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè gS èçâåñò-
íà. Òîãäà ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ýòèõ ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè îïðå-
äåëåíî. Ðåøåíèå íàçíà÷àåò äëÿ êàæäîé êîîïåðàòèâíîé èãðû åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè. Åñëè ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè âñåõ êîàëèöèé ðàâíû îäíîé è òîé æå ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, òîãäà ýòî ðåøåíèå � ðåçóëüòàò ìàêñèìèçàöèè âçâå-
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øåííîé ôóíêöèè ýíòðîïèè íà íàáîðå ýôôåêòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Êëàññ ðåøåíèé, îñíîâàííûõ íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè êî-
àëèöèé, ñîäåðæèò ðåøåíèå Øåïëè è ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå ðå-
øåíèå.

Ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè êîàëèöèé, ìîæåò
áûòü îáîñíîâàíî äâóìÿ ïóòÿìè. Ïåðâûé ðàññìàòðèâàåò èòåðàòèâíûé
ïðîöåññ ìîäèôèêàöèè çàïðîñîâ êîàëèöèé. Íà êàæäîé ñòàäèè ýòîãî
ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåìîå ðàçáèåíèå íàáîðà âñåõ èãðîêîâ ïåðåîöåíè-
âàåò çàïðîñû âñåõ åãî ÷ëåíîâ. Ñóììà íîâûõ çàïðîñîâ ðàâíà çíà÷åíèþ
ãëàâíîé êîàëèöèè è âñå ÷ëåíû ðàçáèåíèÿ èìåþò ðàâíûå ïðèðàùåíèÿ
èõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè.

Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè âñåõ ÷ëåíîâ ðàçáèåíèÿ ðàâ-
íû îäíîé è òîé æå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè, òî ðàçáèåíèå ðàñïðå-
äåëÿåò äîõîä îò ïîëíîé êîîïåðàöèè ñðåäè åãî ÷ëåíîâ ïðîïîðöèîíàëü-
íî èõ çàïðîñàì. Ñëåäóþùàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåò äðóãîå
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Åñëè âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â ýòîì ïðîöåññå öèêëè÷åñêè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê àääèòèâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ
îáåñïå÷èâàåò ðåçóëüòàò ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Âòîðîé ïóòü � àêñèîìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ðåøåíèÿ, ãäå êëþ÷å-
âàÿ àêñèîìà � îãðàíè÷åííàÿ ñîãëàñîâàííîñòü, îñíîâàííàÿ íà ôóíê-
öèÿõ ïîëåçíîñòè êîàëèöèé. Ýòî òðåáóåò äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ìíî-
æåñòâà èãðîêîâ ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
ñëå ïåðåîöåíêè çàïðîñîâ ÷ëåíîâ ðàçáèåíèÿ ïðè ðàâíûõ ïîòåðÿõ èõ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà èãðîêîâ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïåðåîöåíêà çíà÷åíèé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ÷ëåíîâ ðàçáèåíèÿ íå èçìåíÿåò ðåçóëü-
òàò ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèå íåïðåðûâíîñòè âåäóò
íàñ ê îáîñíîâàíèþ ðåøåíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî âçâåøåííóþ ýíòðî-
ïèþ â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ. Åñëè ìû çàìåíÿåì ïðîïîðöèîíàëüíûé
ïðèíöèï ïåðåîöåíêè ïðèíöèïîì ðàâíîãî ïðèðàùåíèÿ, òî òå æå ñà-
ìûå àðãóìåíòû âåäóò íàñ ê ðàñïðåäåëåíèþ, ìèíèìèçèðóþùåìó ñóì-
ìó êâàäðàòîâ ýêñöåññîâ êîàëèöèé, ò. å. ê ìèíèìàëüíîìó êâàäðàòè÷-
íîìó ðåøåíèþ.

Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé, îñíîâàííûõ íà ôóíê-
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öèÿõ ïîëåçíîñòè êîàëèöèé, äàþò âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü ýòè ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè. Ñâîéñòâî ¾áîëâàíà¿ è ïðåäïîëîæåíèå àíîíèìíîñòè
ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ Øåïëè. Ïðåäïîëîæåíèå ïîëîæèòåëüíîé îäíî-
ðîäíîñòè è ðàâíûå ïðàâà âñåõ êîàëèöèé äàþò ðåøåíèå, ìàêñèìèçè-
ðóþùåå âçâåøåííóþ ýíòðîïèþ.

Äëÿ çàäà÷ ïåðåãîâîðîâ ñ öåëåâûìè òî÷êàìè, íåçàâèñèìûìè îò
äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ, ðåçóëüòàò ìàêñèìèçàöèè âçâåøåííîé ôóíê-
öèè ýíòðîïèè áûë ïðåäëîæåí Áðåãìàí è Ðîìàíîâñêèì [3]. Íàóìî-
âà [4] ôîðìàëèçîâàëà èõ àðãóìåíòû è ïðåäñòàâèëà àêñèîìàòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ. Ýòà àêñèîìàòèêà áûëà îáîáùåíà â Áðåã-
ìàí è Íàóìîâà [2], ãäå ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ðå-
øåíèþ, ìàêñèìèçèðóþùåìó âçâåøåííóþ ýíòðîïèþ, áûëè çàìåíåíû
ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè àãåíòîâ. Êðîìå òîãî, â [2] è
[6] ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè àãåíòîâ, ïîðîæäàþùèõ ðåøå-
íèå çàäà÷è, áûëî ïîëó÷åíî èç íåêîòîðûõ àêñèîì. Ïîäîáíûé ðåçóëü-
òàò áûë ïîëó÷åí ïîçæå íåçàâèñèìî Csiczar [7] ïðè äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð Hamiache [9] îïèñàë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñõîäÿùóþñÿ ê àääèòèâíîé ôóíê-
öèè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå Øåïëè äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ýòîé ñòàòüå ðåøåíèå Øåïëè ïîëó÷åíî êàê ïðå-
äåë äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñõî-
äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáùåì
ñëó÷àå îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòå Áðåãìàí [1]. Ïîíÿòèå ¾îãðàíè÷åííîé
ñîãëàñîâàííîñòè¿ áûëî ââåäåíî Hamiache [9], ãäå îíî èñïîëüçîâà-
ëîñü äëÿ íîâîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèÿ Øåïëè. Ýòî
îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ èçìåíåíèÿõ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

2. Ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè êîàëèöèé

Ïóñòü X = R1 èëè X = (0, +∞), (N, v) � TU êîîïåðàòèâíàÿ èãðà
ñ v(S) ∈ X äëÿ âñåõ S 6= ∅, v(∅) = 0, G = {gQ}∅6=Q⊂N � ñåìåéñòâî
ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X ñ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ðàâíûì R1.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

min
x∈Xn:x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

∫ x(S)

v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt, (2.1)

ãäå x(S) =
∑
i∈S

xi.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Çàäà÷à (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó

min
∑

S:S⊂N

∫ xS

v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt, (2.2)

îïðåäåëåííóþ äëÿ {xS}S:S⊆N,S 6=∅ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

xS ∈ X äëÿ âñåõ S ⊂ N, S 6= ∅,∑
S∈P

xS = v(N) äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé P ìíîæåñòâà N.

Çàäà÷è (2.1) è (2.2) ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó âñå äîïóñòèìûå òî÷-
êè çàäà÷è (2.2) ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâà.

Äëÿ êàæäîãî S ⊂ N , y ∈ X îáîçíà÷èì fS(y) =
y∫

v(S)

(gS(t) −
gS(v(S)))dt. Èìååì f ′S(y) = gS(y) − gS(v(S)), ñëåäîâàòåëüíî ñòðîãîå
âîçðàñòàíèå gS âëå÷åò òî, ÷òî fS � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ (2.2) òàêæå ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå, ïîýòîìó, åñëè ðåøåíèå (2.2) ñóùåñòâóåò, òî
îíî åäèíñòâåííî.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî fS(y) ≥
fS(v(S)) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ X.

Ïóñòü X = R1, òîãäà, ïîñêîëüêó {gS(y) : y ∈ X} = R1, fS(y) →
+∞ ïðè y → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò αS, βS (S ⊂ N), òàêàÿ
÷òî äîïîëíåíèå íåðàâåíñòâ αS ≤ xS ≤ βS äëÿ âñåõ S ⊂ N ê îãðàíè÷å-
íèÿì (2.2) íå èçìåíÿåò ðåøåíèå (2.2). Íîâàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå,
ïîñêîëüêó îíà èìååò êîìïàêòíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü X = (0, +∞). Òîãäà äëÿ âñåõ S, xS ≤ v(N) äëÿ âñåõ äîïó-
ñòèìûõ x. Ôóíêöèÿ fS(y) ñòðîãî óáûâàåò ïî y < v(S). Åñëè lim

y→0
fS(y) =

+∞, òî ñóùåñòâóåò αS > 0 òàêàÿ, ÷òî äîïîëíåíèå íåðàâåñòâà xS ≥ αS
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ê îãðàíè÷åíèÿì (2.2) íå èçìåíÿåò ðåøåíèå (2.2). Åñëè lim
y→0

fS(y) <

+∞, òî îïðåäåëèì fS(0) = lim
y→0

fS(y) è αS = 0. Òåïåðü ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó (2.3), ãäå óñëîâèå xS ∈ X â çàäà÷å (2.2) çàìåíåíî íà
αS ≤ xS ≤ v(N). Çàäà÷à (2.3) èìååò êîìïàêòíîå äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî è íåïðåðûâíóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ, ñëåäîâàòåëüíî èìååò ðå-
øåíèå z = {zS}S⊂N . Äîêàæåì, ÷òî z � ðåøåíèå (2.2). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî zQ = 0 äëÿ íåêîòîðîãî Q ⊂ N . Ñóùåñòâóþò i, j ∈ N òà-
êèå, ÷òî i ∈ Q, z{j} > 0. Çàôèêñèðóåì ε : 0 < ε < min

zS>0
zS. Ïóñòü

M = max
S:zS>0

max{|gS(t) − gS(v(S))| : t ∈ [zS − ε, zS + ε]}. Çàôèêñèðóåì
δ > 0 òàêîå, ÷òî δ < min{ε, min

S⊂N
v(S)} è gQ(δ) − gQ(v(Q)) > 2nM .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå x = {xS}S⊂N :
xS = zS + δ, i ∈ S, j 6∈ S,
xS = zS − δ, i 6∈ S, j ∈ S,
xS = zS èíà÷å.
Åñëè zs > 0, òî |fS(xS)−fS(zS)| < δM . Åñëè zs = 0, òî fS(xS) < fS(zS).
Áîëåå òîãî, fQ(xQ) − fQ(zQ) < −2nδM . Ñëåäîâàòåëüíî

∑
S⊂N

fS(xS) <
∑

S⊂N

fS(zS). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ z, ñëåäîâàòåëüíî z � ðå-
øåíèå çàäà÷è (2.2).

Ïóñòü G = {gQ}∅6=Q⊂N � ñåìåéñòâî ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ðàâ-
íûì R1. Ðåøåíèå ΨG, îñíîâàííîå íà ñåìåéñòâå ôóíêöèé G � ýòî îòîá-
ðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäîå (N, v) ñ v(S) ∈ X â åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (2.1). Òåïåðü îïèøåì îáîñíîâàíèå çíà÷åíèÿ ΨG.

Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ P èç N îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ vP,G ñëåäóþùèì îáðàçîì.





vP,G(S) = v(S) äëÿ âñåõ S /∈ P ,∑
S∈P

vP,G(S) = v(N),

gS(vP,G(S))− gS(v(S)) ðàâíû äëÿ âñåõ S ∈ P .

Çäåñü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ vP,G � ðåçóëüòàò ïåðåîöåíêè v

äëÿ ÷ëåíîâ P , ãäå âñå ÷ëåíû ïîëó÷àþò ðàâíûå ïðèðàùåíèÿ èõ ïî-
ëåçíîñòåé.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå 3 ñâîéñòâà ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ, îïðå-
äåëåííîå íà ìíîæåñòâå (âñåõ / ïîëîæèòåëüíûõ) êîîïåðàòèâíûõ TU
èãð.

C1. Åñëè v � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî Ψi(N, v) = v({i}) äëÿ âñåõ
i ∈ N .

C2. Åñëè vk → v ïðè k →∞, òî Ψ(N, vk) → Ψ(N, v) ïðè k →∞.
C3. Ψ(N, v) = Ψ(N, vP,G) äëÿ âñåõ v, âñåõ ðàçáèåíèé P ìíîæåñòâà

N .
Óñëîâèå C1 èçâåñòíî êàê íåñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî èãðû, C2, ïðåä-

ïîëîæåíèå íåïðåðûâíîñòè, C3 ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê íåêîòîðûé
òèï óñòîé÷èâîñòè èëè íåêîòîðûé òèï óñëîâèé èíâàðèàíòíîñòè. (Hamiache
[9] íàçûâàåò ñâîéñòâî ýòîãî òèïà ¾îãðàíè÷åííîé ñîãëàñîâàííîñòüþ¿.)
Ôàêòè÷åñêè ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîõðàíåíèþ ðåçóëüòàòà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè ïåðåîöåíêå òðåáîâàíèé ÷ëåíîâ ðàçáèåíèÿ P ñ ðàâíûìè ïðèðàùå-
íèÿìè èõ ïîëåçíîñòåé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X = R1 èëè X = (0, +∞), G = {gQ}∅6=Q⊂N �
ñåìåéñòâî ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà X ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, ðàâíûì R1.

Òîãäà ΨG � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå
êîîïåðàòèâíûõ TU èãð (N, v) ñ v(S) ∈ X äëÿ S 6= ∅ è óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì C1, C2, C3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ΨG óäîâëåòâîðÿåì óñëîâèÿì C1, C2,
C3.

Ïóñòü v � àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, zi = v({i}) äëÿ âñåõ i ∈ N , òîãäà
z(S) = v(S) äëÿ âñåõ S. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fS ìèíèìèçèðîâàíà íà
v(S) äëÿ âñåõ S ⊂ N , C1 âûïîëíåíî.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2.1) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò v. Ïóñòü
vk → v ïðè k →∞. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé gS ðàâíî R1, âñå
ΨG(N, vk) ïðèíàäëåæàò êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó. Òîãäà ïðåäïîëîæå-
íèå ΨG(N, vk) 6→ ΨG(N, v) ïðè k → ∞ ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ (2.1). Ïîýòîìó C2 âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì C3. Ïóñòü P � ðàçáèåíèå N . Ðàññìîòðèì íîâóþ çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè (2.4) ñ òàêîé æå öåëåâîé ôóíêöèåé êàê è (2.2) è òîëüêî
îäíèì óðàâíåíèåì âî ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíèé:

∑
S∈P

xS = v(N).
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Òàêæå êàê è çàäà÷à (2.2), çàäà÷à (2.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå z = {zS}S⊂N . Äëÿ êàæäîãî S ⊂ N , y ∈ X îáîçíà÷èì fS(y) =

y∫
v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt. Ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R1,
f ′S(zS) = 0 äëÿ S 6∈ P è f ′S(zS) = λ äëÿ âñåõ S 6∈ P .
Ïîñêîëüêó f ′S(zS) = gS(zS)− gS(v(S)), ïîëó÷èì z = vP,G.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è
(2.2):

∑
S:S⊂N

xS∫
v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt =
∑

S:S⊂N

zS∫
v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt

+
∑

S:S⊂N

xS∫
zS

(gS(t)− gS(zS))dt +
∑

S:S⊂N

xS∫
zS

(gS(zS)− gS(v(S)))dt.

Òàê êàê äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x,
∑
S∈P

xS = v(N) =
∑
S∈P

zS,

∑
S:S⊂N

∫ xS

zS

(gS(zS)− gS(v(S)))dt =
∑
S∈P

λ(xS − zS) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû çàìåíèì â çàäà÷å (2.2) v íà z = vP,G, òî
öåëåâûå ôóíêöèè íîâîé çàäà÷è è çàäà÷è (2.2) ðàçëè÷àþòñÿ íà êîí-
ñòàíòó

∑
S:S⊂N

zS∫
v(S)

(gS(t)− gS(v(S)))dt, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèÿ ýòèõ çà-

äà÷ ñîâïàäàþò. Òàê êàê çàäà÷à (2.1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (2.2), ΨG

óäîâëåòâîðÿåò C3.
Òåïåðü ïóñòü ðåøåíèå Ψ óäîâëåòâîðÿåò C1, C2, C3. Ïåðå÷èñëèì

âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ P1, . . . ,Pm ìíîæåñòâà N . Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé v0, v1, . . .:
v0 = v, vi = (vi−1)Pj ,G ñ j ≡ i (mod m). Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî
vi → w ïðè i →∞, ãäå w � ðåøåíèå çàäà÷è (2.2), ò. å. w � àääèòèâíàÿ
ôóíêöèÿ è {w{i}}i∈N = ΨG(N, v). Ïî C1, {w{i}}i∈N = ΨG(N, w), ñëå-
äîâàòåëüíî ΨG(N, v) = ΨG(N,w). Ïî C1, ΨG(N, w) = Ψ(N, w). Ââèäó
C3 è C2, Ψ(N, v) = Ψ(N, vi) → Ψ(N, w), ñëåäîâàòåëüíî Ψ(N, v) =

Ψ(N,w), so Ψ = ΨG.

Çàìå÷àíèå 2.1. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ìîäèôèêàöèé çàïðîñîâ êîàëè-
öèé, ðàññìîòðåííûé â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.1, ìîæåò ñàì áûòü
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îáîñíîâàíèåì çíà÷åíèÿ ΨG. Ýòî îáîñíîâàíèå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì
äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, ðàññìîòðåííûõ
íèæå.

Çàìå÷àíèå 2.2. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ΨG(N, v).

Çàìå÷àíèå 2.3. Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (2.2) ìîæåò áûòü
èçìåíåíî: íåîáõîäèìî òîëüêî ãàðàíòèðîâàòü àääèòèâíîñòü äîïóñòè-
ìûõ âåêòîðîâ â ýòîé çàäà÷å. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç íå áîëåå ÷åì òðåõ ýëåìåíòîâ.

3. Âçâåøåííàÿ ýíòðîïèÿ è ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå ðå-
øåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ΨG äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà G ôóíêöèé ïî-
ëåçíîñòè. Ïóñòü X = (0, +∞), gS(t) = ln(t) äëÿ âñåõ S ⊂ N , S 6= ∅,
Ψ � ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå êîîïåðàòèâíûõ TU èãð ñ
ïîëîæèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà C3 ïðå-
âðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå óñëîâèå.

C4. Ψ(N, v) = Ψ(N, vP) äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ v, âñåõ ðàçáèå-
íèé P = {S1, . . . , Sk} ìíîæåñòâà N , ãäå

{
vP(S) = v(S) äëÿ S 6∈ P ,

vP(S) = v(N)v(S)/
∑k

i=1 v(Si) äëÿ S ∈ P .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ vP � ðåçóëüòàò ïðîïîðöèîíàëüíîé
ïåðåîöåíêè çàïðîñîâ äëÿ êîàëèöèé â P , åñëè ïåðåãîâîðû âåäóòñÿ ñðå-
äè åå ÷ëåíîâ.

C4 � ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîé
ïåðåîöåíêå çàïðîñîâ ÷ëåíàìè ðàçáèåíèÿ P .

Ðåøåíèå, ìàêñèìèçèðóþùåå âçâåøåííóþ ýíòðîïèþ äëÿ (N, v) �
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Rn:xi>0,x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

x(S) ln(x(S)/v(S)), (3.1)

ãäå x(S) =
∑
i∈S

xi.
Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ áóäåò äîêàçàíî â Òåîðåìå 3.1. Ðå-

øåíèå âçâåøåííîé ýíòðîïèè � ðåøåíèå, êîòîðîå íàçíà÷àåò êàæäîé
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èãðå (N, v) ñ ïîëîæèòåëüíûìè v ðåøåíèå, ìàêñèìèçèðóþùåå åå âçâå-
øåííóþ ýíòðîïèþ.

Òåîðåìà 3.1. Ðåøåíèå âçâåøåííîé ýíòðîïèè � ýòî åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ êîîïåðàòèâ-
íûõ TU èãð è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì C1, C2, C4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ Rn, x(N) = v(N), òî
∑

S⊂N

x(S) =

v(N) · · · 2n−1. Ïîýòîìó ðåøåíèå, ìàêñèìèçèðóþùåå âçâåøåííóþ ýí-
òðîïèþ äëÿ (N, v), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

min
x∈Rn:xi>0,x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

x(S)(ln(x(S)/v(S))− 1). (3.2)

Áîëåå òîãî, ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.
Äëÿ êàæäîãî S ⊂ N ðàññìîòðèì hS(t) = t(ln(t/v(S))− 1). Èìååì

h′S(t) = ln t− ln v(S), ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à (3.2) ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé
(2.1) äëÿ gS(t) = ln t.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå
Òåîðåìû 2.1, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ âçâå-
øåííîé ýíòðîïèè. Àâòîð èñïîëüçóåò ýòîò ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Ïî-
ñêîëüêó ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïåðåîöåíêà çàïðîñîâ êîàëèöèé êàæåòñÿ
åñòåñòâåííîé, ýòî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê îáîñíîâàíèå ðåøåíèÿ âçâå-
øåííîé ýíòðîïèè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òå æå ñàìûå àðãóìåíòû îáîñíîâàíèÿ, èñïîëü-
çóÿ ïðèíöèï ðàâíîãî ïðèðàùåíèÿ âìåñòî ïðîïîðöèîíàëüíîãî.

Ïóñòü X = R1, gS(t) = t äëÿ âñåõ S ⊂ N , S 6= ∅, Ψ � ðåøåíèå,
îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå âñåõ êîîïåðàòèâíûõ TU èãð. Òîãäà C3
ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå óñëîâèå.

C5. Ψ(N, v) = Ψ(N, vP) äëÿ âñåõ v, âñåõ ðàçáèåíèé P ìíîæåñòâà
N , ãäå
vP(S) = v(S) äëÿ S 6∈ P ,
vP(S) = v(S) + (v(N)−

k∑
i=1

v(Si))/|P| äëÿ S ∈ P .
C5 îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà âñå êîà-

ëèöèè â ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè N ðàçäåëÿþò êîîïåðàòèâíûé èç-
ëèøåê ïîðîâíó.



Îãðàíè÷åííàÿ ñîãëàñîâàííîñòü 97

Ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå ðåøåíèå � ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò êàæ-
äîé TU èãðå (N, v) ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Rn:x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

(v(S)− x(S))2.

Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ èçâåñòíî. Òîãäà Òåîðåìà 2.1 îáåñïå÷è-
âàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2. Ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå ðåøåíèå � ýòî åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå âñåõ êîîïåðàòèâíûõ TU
èãð è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì C1, C2, C5.

Îáîáùåííîå ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå ðåøåíèå � ðåøåíèå, êî-
òîðîå äàåò êàæäîé TU èãðå (N, v) ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Rn:x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

a(S)(v(S)− x(S))2,

ãäå a(S) ≥ 0 äëÿ âñåõ S ⊂ N .
Keane [10] äîêàçàë, ÷òî ðåøåíèå Øåïëè � îáîáùåííîå ìèíèìàëü-

íîå êâàäðàòè÷íîå ðåøåíèå äëÿ a(S) = (|S| − 1)!(n − |S| − 1)!. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ãåíåðèðóåò èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, ñõîäÿùèéñÿ ê ðåøå-
íèþ Øåïëè. Ïðîöåññ îòëè÷àåòñÿ îò ïðîöåññà â [9].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íàøèõ ðåøåíèé.
Ðåøåíèå f óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ¾áîëâàíà¿ åñëè v(S ∪ {i0}) =

v(S) + v({i0}) äëÿ âñåõ S 6= ∅ âëå÷åò fi0(N, v) = v({i0}).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîé ñèììåò-

ðèè è óñëîâèè ¾áîëâàíà¿ òîëüêî ðåøåíèå Øåïëè âîçìîæíî.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü n ≥ 3, X = R1 èëè X = (0, +∞), {gk}n−1
k=1

� ñåìåéñòâî ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà X ñî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ðàâíûì R1. Åñëè ðåøåíèå
f , îïðåäåëåííîé íà TU-èãðàõ ñ v(S) ∈ X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
¾áîëâàíà¿ è äëÿ âñåõ (N, v), f(N, v) � ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Xn:x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

∫ x(S)

v(S)

(g|S|(t)− g|S|(v(S)))dt,

òî X = R1 è f � ðåøåíèå Øåïëè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u, t ∈ X, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå (N, v):
v({i} = u äëÿ âñåõ i ∈ N \ {n},
v(S) = t|S| äëÿ S ⊂ N \ {n}, |S| ≥ 2,
v(S ∪ {n}) = v(S) + v(n) äëÿ âñåõ S ⊂ N \ {n}.
Îáîçíà÷èì x̄ = f(N, v). Ïîñêîëüêó n � ¾áîëâàí¿ äëÿ (N, v) è gS = g|S|,
èç ñâîéñòâà ¾áîëâàíà¿ ñëåäóåò, ÷òî x̄i = t äëÿ âñåõ i < n è x̄n = v(n),
ñëåäîâàòåëüíî x̄(S) = v(S) äëÿ |S \ {n}| ≥ 2. Ïóñòü

H(x) =
∑

S:S⊂N

∫ x(S)

v(S)

(g|S|(t)− g|S|(v(S)))dt,

òîãäà èç ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî ∂
∂xi

H(x̄) = ∂
∂xj

H(x̄)

äëÿ âñåõ i, j ∈ N . Èìååì

∂

∂xi

H(x̄) =
∑
S:i∈S

(g|S|(x̄(S))− g|S|(v(S)).

Óñëîâèå ∂
∂x1

H(x̄) = ∂
∂xn

H(x̄) âëå÷åò

g1(t)− g1(u) = (n− 2)(g2(t + v(n))− g2(u + v(n))). (3.3)

Ïîñêîëüêó t, u, v(n) ïðîèçâîëüíû, èìååì

g1(t)− g1(u) = g1(t + h)− g1(u + h) äëÿ âñåõ t, u, h ∈ X.

Äëÿ u,w ∈ X, w > u, h = (w − u)/2, t = (w + u)/2, ïîëó÷èì

2g1((t + u)/2) = g1(t) + g1(u).

Ýòî óðàâíåíèå Éåíñåíà (ñì. [5]), òàêèì îáðàçîì g1(t) = at + b. Òàê
êàê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé g1 ðàâíÿåòñÿ R1, X = R1 è a 6= 0. Ñòðîãîå
âîçðàñòàíèå g1 âëå÷åò a > 0 è ìû ìîæåì ïðèíÿòü áåç ïîòåðè îáù-
íîñòè, ÷òî g1(t) = t. Òî÷íî òàê æå ñëåäóåò èç (3.3), ÷òî g2 ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òîãäà

(n− 2)g2 = g1.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m ÷òî Cm−1
n−2 gm = g1 äëÿ âñåõ m ≤ n − 1.

Ïóñòü m > 2 è Cj−1
n−2gj(t) = g1(t) = t äëÿ âñåõ j < m. Ïóñòü t ∈ X,

òîãäà ðàññìîòðèì èãðó (N, vm), ãäå
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vm(S) = 0 äëÿ |S| < m, n 6∈ S,
vm(S) = t|S| äëÿ |S| ≥ m, n 6∈ S,
vm(S ∪ {n}) = vm(S) + v(n) äëÿ âñåõ S ⊂ N \ {n}.
Òîãäà, ïî ñâîéñòâó ¾áîëâàíà¿, fi(N, vm) = t äëÿ âñåõ i < n è fn(N, vm) =

v(n).
Óñëîâèå ∂

∂x1
H(f(N, vm)) = ∂

∂xn
H(f(N, vm)) âëå÷åò

m−1∑

k=1

Ck−1
n−2(gk(kt)− gk(0)) =

m∑

k=2

Ck−1
n−2(gk((k − 1)t + v(n))− gk(v(n))).

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

m−2∑

k=1

Ck−1
n−2(gk(kt)− gk(0)) =

m−1∑

k=2

Ck−1
n−2(gk((k − 1)t + v(n))− gk(v(n))),

ñëåäîâàòåëüíî

Cm−1
n−2 (gm((m− 1)t + v(n))− gm(v(n))) =

Cm−2
n−2 (gm−1((m− 1)t)− gm−1(0)) = (m− 1)t.

Ïîñêîëüêó t è v(n) ïðîèçâîëüíû, èç ýòîãî ñëåäóåò (ïîäîáíî ñëó÷àþ
m = 1), ÷òî gm � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è òîãäà Cm−1

n−2 gm(t) = t. Òàêèì
îáðàçîì,

gk(t) = t
(k − 1)!(n− k − 1)!

(n− 2)!

è, ââèäó ðåçóëüòàòà Keane, f ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Øåïëè.

Çàìå÷àíèå 3.2. Â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî âñå ôóíêöèè gS ëèíåé-
íû, ðåçóëüòàò Òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò èç [14].

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü X = (0, +∞) èëè X = R1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ΨG = ΨH äëÿ äâóõ ñåìåéñòâ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé G = {gS}S⊂N è H = {hS}S⊂N , îïðåäåëåííûõ íà X ñ ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé, ðàâíûì R1. Òîãäà ñóùåñòâóþò K > 0 è cS ∈ R1

(S ⊂ N , S 6= N), òàêèå ÷òî hS(t) = KgS(t) + cS äëÿ âñåõ S ⊂ N ,
S 6= N , t ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ
P N ñ |P| > 1, hS(t) = KgS(t) + cS äëÿ âñåõ S ∈ P . Çàôèêñèðóåì
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P òàêîå, ÷òî |P| > 1. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå Q ∈ P è îïðåäåëèì
ôóíêöèþ µ(λ) íà R1 êàê

µ(λ) = hQ(g−1
Q (λ))− hQ(g−1

Q (0)).

Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî

µ(λ) = hS(g−1
S (λ))− hS(g−1

S (0)) äëÿ âñåõ S ∈ P (3.4)

è
µ(λ) = Kλ äëÿ íåêîòîðîãî K > 0. (3.5)

Èç (3.4) è (3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ cS = hS(g−1
S (0)) äëÿ êàæäîãî

t ∈ X, åñëè λ = gS(t), òî KgS(t) + cS = hS(t) äëÿ âñåõ S ∈ P .
Äîêàæåì (3.4). Çàôèêñèðóåì λ ∈ R1. Ñóùåñòâóåò z ∈ Xn òàîå,

÷òî z(S) = g−1
S (0) äëÿ âñåõ S ∈ P . Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíóþ èãðó

(N, v), ãäå
v(T ) = z(T ) äëÿ âñåõ T 6∈ P ,
v(T ) = g−1

T (λ) äëÿ âñåõ T ∈ P .

Ïóñòü x = ΨG(N, v). Èç ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò,
÷òî ∑

T :i∈T

(gT (x(T ))− gT (v(T ))) + η = 0

äëÿ íåêîòîðîãî η ∈ R1 äëÿ âñåõ i ∈ N,

x(N) = v(N).





(3.6)

Âåêòîð z óäîâëåòâîðÿåò (3.6). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî S ∈ P ,
i ∈ N ,∑
T :i∈T

(gT (z(T ))−gT (v(T ))) = gS(z(S))−gS(v(S)) = 0−λ, z(N) = v(N).
Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2.1) ñòðîãî âû-

ïóêëà, z � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (2.1). Òîãäà z = ΨG(N, v) = ΨH(N, v),
ñëåäîâàòåëüíî z � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Xn:x(N)=v(N)

∑
S:S⊂N

∫ x(S)

v(S)

(hS(t)− hS(v(S)))dt. (3.7)

Ïî ïðàâèëó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò χ ∈ R1 òàêîé, ÷òî
∑

T :i∈T

(hT (z(T ))− hT (v(T ))) = χ äëÿ âñåõ i ∈ N.
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Çàôèêñèðóåì S ∈ P , i ∈ S, òîãäà hS(z(S)) − hS(v(S)) = χ, ò. å.
hS(g−1

S (0)− hS(g−1
S (λ)) = χ. Òàêèì îáðàçîì (3.4) äîêàçàíî.

Äîêàæåì (3.5). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ(λ) ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

µ(λ1 + λ2) = µ(λ1) + µ(λ2). (3.8)

Ñóùåñòâóåò y ∈ Xn òàêîé, ÷òî y(S) = g−1
S (0) äëÿ S ∈ P , S 6= Q,

y(Q) = g−1
Q (λ1). Ðàññìîòðèì èãðó (N, w), ãäå

w(T ) = y(T ) äëÿ T 6∈ P ,
w(T ) = g−1

T (λ2) äëÿ T ∈ P , T 6= Q,
w(Q) = g−1

Q (λ1 + λ2).

Ïðîâåðèì, ÷òî y � ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈Xn:x(N)=w(N)

∑
S:S⊂N

∫ x(S)

w(S)

(gS(t)− gS(w(S)))dt. (3.9)

Åñëè S ∈ P , S 6= Q, òî gS(y(S)) − gS(w(Q)) = −λ2. Áîëåå òîãî,
gQ(y(Q))− gQ(w(Q)) = λ1 − λ1 − λ2 = λ2. Òîãäà

∑
T :i∈T

(gT (y(T ))− gT (w(T ))) = −λ2 äëÿ âñåõ i ∈ N,

ñëåäîâàòåëüíî y � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (13), ò. å. y = ΨG(N, w).
Òîãäà y = ΨH(N, w) è y � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

min
x∈Xn:x(N)=w(N)

∑
S:S⊂N

∫ x(S)

w(S)

(hS(t)− hS(w(S)))dt. (3.10)

Èç ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ ∈ R1

òàêîé, ÷òî
hS(y(S))− hS(w(S)) = δ äëÿ S ∈ P , S 6= Q,
hQ(y(Q))− hQ(w(Q)) = δ.
Ïî îïðåäåëåíèþ y è áëàãîäàðÿ (3.4), ïîëó÷èì
δ = hS(g−1

S (0))−hS(g−1
S (λ2)) = µ(λ2) äëÿ S 6= Q, S ∈ P , ñëåäîâàòåëüíî

ââèäó îïðåäåëåíèÿ y,

hQ(g−1
Q (λ1))− hQ(g−1

Q (λ1 + λ2) = −µ(λ2).
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Òåïåðü

µ(λ1 + λ2) = hQ(g−1
Q (λ1 + λ2))− hQ(g−1

Q (0))

= hQ(g−1
Q (λ1 + λ2))− hQ(g−1

Q (λ1)) + hQ(g−1
Q (λ1))− hQ(g−1

Q (0))

= µ(λ2) + µ(λ1).

Ýòî äîêàçûâàåò (3.8).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü X = (0, +∞), G = {gS}S⊂N � ñåìåéñòâî ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé,
ðàâíûì R1 è

ΨG(N,αv) = αΨG(N, v) äëÿ âñåõ α > 0. (3.11)

Òîãäà ñóùåñòâóþò δS > 0, βS ∈ R1 òàêèå, ÷òî gS(t) = δS ln t + βS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = ΨG(N, v), α > 0. Èç (15) è ïðàâèëà ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R1,

∑
T :i∈T

(gT (αx(T ))−
gT (αv(T ))) = λ äëÿ âñåõ i ∈ T è αx(N) = αv(N). Ïîñêîëüêó öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2.1) ñòðîãî âûïóêëà, x = ΨH(N, v), ãäå H =

{hS}S⊂N è hS(t) = gS(αt). Ïî Òåîðåìå 3.4, ñóùåñòâóþò K(α) > 0 è
cS(α) ∈ R1 òàêèå, ÷òî

gS(αt) = K(α)gS(t) + cS(α).

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî gs(1) = 0, òî gs(α) = cS(α), ïîýòîìó

gS(αt) = K(α)gS(t) + gS(α). (3.12)

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé gS ðàâíî R1, (16) âëå÷åò gS(t) =

δS ln t äëÿ íåêîòîðîãî δS > 0 (ñì. [5], [7] (Òåîðåìà 4) èëè [12] (Ñëåä-
ñòâèå 2.1)).

Â îáùåì ñëó÷àå βS = gS(1).

4. Çàêëþ÷åíèå
1. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó: ÿâëÿþòñÿ ëè èññëåäîâàííûå ðåøåíèÿ èí-

äèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíûìè äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð? Äëÿ èãðû
òðåõ ëèö ðåøåíèå âçâåøåííîé ýíòðîïèè è ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷-
íîå ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíû äëÿ ñóïåðàäèòèâíûõ èãð,
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íî îòâåò îòðèöàòåëåí â îáùåì ñëó÷àå. Ñóùåñòâóþò ñóïåðàääèòèâíûå
èãðû 4-õ ëèö ñ ðåøåíèåì âçâåøåííîé ýíòðîïèè, êîòîðîå íå èíäè-
âèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî. Ìîæåò áûòü, åñòü íå àíîíèìíûé ΨG êðîìå
ðåøåíèÿ Øåïëè, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ.

2. Äðóãàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè åñòå-
ñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ íà ðåøåíèå, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâà-
íèÿ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè êîàëèöèé.
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Abstract : A cooperative game problem is treated as a bargaining problem
with claim point. For given continuous strictly increasing utility functions
of coalitions, we suppose that for every partition of the player set,
the result does not change after equal sacri�ce w.r.t. these functions
overestimation of characteristic function values for partition members.
This supposition and continuity assumption lead to a special value and
give an iterative method for computation its results. In particular, for
equal logarithmic utility functions of coalitions, we get proportional
overestimation of characteristic functions for partition members and the
value is the weighted entropy solution. The anonymity assumption and
the "dummy"property give the Shapley value. The weighted entropy
solution follows from the positive homogeneity assumption.

Keywords : cooperative game, weighted entropy, Shapley value.


