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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà, êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå,
âðåìåííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü êîîïåðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé, ïðîöåäóðà
ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà (ÏÐÂ), ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà
(ÏÐÄ), ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, çàùèòà îò èððàöèîíàëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Êîîïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñíîâíûõ ôîðì ÷åëîâå÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ. Ïîýòîìó ïî ìíîãèì ïðàêòè÷åñêèì ïðè÷èíàì âàæíî,
÷òîáû òàêàÿ êîîïåðàöèÿ áûëà óñòîé÷èâîé íà âñåì âðåìåííîì ïðî-
ìåæóòêå åå ðåàëèçàöèè. Ìû âûäåëèì òðè íà íàø âçãëÿä îñíîâíûõ
óñëîâèÿ òàêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîáëåìû óñòîé÷èâî-
ñòè äîëãîñðî÷íûõ êîîïåðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé.

1. Ñîñòîÿòåëüíîñòü âî âðåìåíè (äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü)
êîîïåðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé. Âðåìåííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñâîéñòâî êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ, êîãäà ñëå-
äóÿ êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè ó÷àñòíèêè ñîãëàøåíèÿ ïðèäåð-
æèâàþòñÿ îäíîãî è òîãî æå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè â êàæäûé
òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, à ïîýòîìó íå èìåþò îáúåêòèâíûõ ìî-
òèâîâ îòêëîíÿòüñÿ îò ðàíåå âûáðàííîãî ðåøåíèÿ î êîîïåðàöèè.

2. Ñòðàòåãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêîå èí-
äèâèäóàëüíîå îòêëîíåíèå îò êîîïåðàöèè êàæäîãî ó÷àñòíèêà íå
ïðèíîñèò âûãîäû îòêëîíèâøåìóñÿ ó÷àñòíèêó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èñõîä òàêîãî êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêî-
òîðîì ðàâíîâåñèè ïî Íýøó, êîòîðîå è áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ñòðà-
òåãè÷åñêóþ ïîääåðæêó òàêîé êîîïåðàöèè.

3. Çàùèòà îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî êîîïåðà-
öèè äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ, ïîñêîëüêó íåò óâåðåííîñòè â òîì,
÷òî âñå ó÷àñòíèêè êîîïåðàöèè áóäóò âåñòè ñåáÿ ðàöèîíàëüíî íà
âñåì ïðîäîëæèòåëüíîì ïðîìåæóòêå ðåàëèçàöèè êîîïåðàòèâíî-
ãî ñîãëàøåíèÿ. Ó÷àñòíèêè êîîïåðàöèè äîëæíû áûòü óâåðåíû,
÷òî äàæå â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè íàèõóäøåãî ñöåíàðèÿ (íàïðèìåð,
àííóëèðîâàíèÿ êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ) èõ âûèãðûø áóäåò
íå ìåíüøå, ÷åì ïðè èçíà÷àëüíîì íåêîîïåðàòèâíîì ïîâåäåíèè.
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Â ðàáîòå ðàçâèò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îñíîâàííûé íà ïðèìåíå-
íèè ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà (ÏÐÂ) èëè ïðîöåäóðû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ) ïðèìåíèòåëüíî ê àíîíñèðîâàííûì âûøå
àñïåêòàì êîîïåðàöèè [1].

2. Ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî âðåìåíè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó n - ëèö Γ(x0, T − t0) ñ ïðåäïè-
ñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ è íåçàâèñèìûìè äâèæåíèÿìè íà âðå-
ìåííîì ïðîìåæóòêå [t0, T ]. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

ẋi = fi(xi, ui), ui ∈ Ui ⊂ R`, xi ∈ Rm,

xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . , n. (2.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) óäî-
âëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è ïðîäîë-
æèìîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîãî n� íàáîðà èçìåðèìûõ óïðàâëåíèé
u1(t), . . . , un(t).

Âûèãðûø èãðîêà i îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hi(x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·)) =

∫ T

t0

hi(x(τ))dτ,

ãäå hi(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ è x(τ) =

{x1(τ), . . . , xn(τ)} ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ïðè äîïóñòèìîì ïðîãðàìì-
íîì óïðàâëåíèè

u1(τ), . . . , un(τ)

è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x(t0) = {x1(t0), . . . , xn(t0)} = {x0
1, . . . , x

0
n} = x0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò n � íàáîð ïðîãðàììíûõ óïðàâëå-
íèé ū(τ) = (ū1(τ), . . . , ūn(τ)) è òðàåêòîðèÿ x̄(τ), τ ∈ [t0, T ], òàêèå ÷òî

max
u1(τ),...,un(τ)

n∑
i=1

Hi(x0, T − t0; u1(τ), . . . , un(τ)) =

=
n∑

i=1

Hi(x0, T − t0; ū1(τ), . . . , ūn(τ)) =
n∑

i=1

∫ T

t0

hi(x̄(τ))dτ.(2.2)



Ïðèíöèïû óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè 109

Òðàåêòîðèþ x̄(τ) = (x̄1(τ), . . . , x̄n(τ)), óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.2), áóäåì
íàçûâàòü "îïòèìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèåé".

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = {1, . . . , n} - ìíîæåñòâî èãðîêîâ è îïðåäå-
ëèì â èãðå Γ(x0, T − t0) - êëàññè÷åñêèì îáðàçîì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ:

V (x0, T − t0; N) =
n∑

i=1

∫ T

t0

hi(x̄(τ))dτ,

V (x0, T − t0; ∅) = 0,

V (x0, T − t0; S) = V al ΓS,N\S(x0, T − t0), (2.3)

ãäå V al ΓS,N\S(x0, T − t0) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå àíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-
ðû ìåæäó êîàëèöèåé S, äåéñòâóþùåé êàê èãðîê 1, è êîàëèöèåé N\S,

äåéñòâóþùåé êàê èãðîê 2, ïðè ýòîì âûèãðûø èãðîêà S ðàâåí:
∑
i∈S

Hi(x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·)).

Îïðåäåëèì òàêæå L(x0, T−t0) êàê ìíîæåñòâî äåëåæåé â èãðå Γ(x0, T−
t0) (ñì. [4]):

L(x0, T − t0) = {α = (α1, . . . , αn) :

αi > V (x0, T − t0; {i}),
∑
i∈N

αi = V (x0, T − t0; N)}.(2.4)

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ èãðà Γα(x0, T − t0). Äëÿ êàæäîãî äåëåæà α ∈
L(x0, T − t0) îïðåäåëèì íåêîîïåðàòèâíóþ èãðó Γα(x0, T − t0), êîòîðàÿ
îòëè÷àåòñÿ îò èãðû Γ(x0, T − t0) òîëüêî âûèãðûøàìè âäîëü îïòè-
ìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè x̄(τ), τ ∈ [t0, T ].

Ïóñòü α ∈ L(x0, T−t0). Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà
(ÏÐÄ) ([5]) êàê ôóíêöèþ β(τ) = (β1(τ), . . . , βn(τ)), τ ∈ [t0, T ], òàêóþ
÷òî

αi =

∫ T

t0

βi(τ)dτ. (2.5)

Îïðåäåëèì ÷åðåç Hα
i (x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·)) ôóíêöèþ âûèãðûøà â

èãðå Γα(x0, T − t0) è ÷åðåç x(τ) ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ. Òîãäà

Hα
i (x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·))
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åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî t ∈ (t0, T ], ÷òî x(τ) = x̄(τ) äëÿ τ ∈ (t0, t].

Ïóñòü t = sup{t′ : x(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, t
′]} è t > t0. Òîãäà

Hα
i (x0, T − t0; u1(·), . . . , un(·)) =

=

∫ t

t0

βi(τ)dτ + Hi(x̄(t), T − t; u1(·), . . . , un(·)) =

=

∫ t

t0

βi(τ)dτ +

∫ T

t

hi(x(τ))dτ.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà x(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, T ] (åñëè x(τ) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîîïåðàòèâíóþ òðàåêòîðèþ), èìååì

Hα
i (x0, T − t0; ū1(·), . . . , ūn(·)) =

∫ T

t0

βi(τ)dτ = αi.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè âûèãðûøà â èãðå Γα(x0, T − t0) ïîëó-
÷èì, ÷òî âäîëü îïòèìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè ýòè âûèãðû-
øè ðàâíû êîìïîíåíòàì äåëåæà α = (α1, . . . , αn).

Ðàññìîòðèì òåêóùèå ïîäûãðû ([4]) Γ(x̄(t), T − t) âäîëü x̄(t) è òå-
êóùèå ìíîæåñòâà äåëåæåé L(x̄(t), T − t). Ïóñòü α(t) ∈ L(x̄(t), T − t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α(t) ìîæåò áûòü âûáðàí êàê äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ïî t, t ∈ [t0, T ] ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èãðà Γα(x0, T − t0) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé
èãðû Γ(x0, T − t0) ( α - ðåãóëÿðèçàöèÿ), åñëè ÏÐÄ β îïðåäåëÿåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî

αi(t) =

∫ T

t

βi(τ)dτ

èëè
βi(t) = −α′i(t). (2.6)

Èç (2.6) ïîëó÷àåì

αi =

∫ t

t0

βi(τ)dτ + αi(t), (2.7)
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ãäå α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ L(x0, T−t0) , è α(t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t)) ∈
L(x̄(t), T − t) .

Ïóñòü M(x0, T − t0) ⊂ L(x0, T − t0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé
ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè äëÿ êîîïåðàòèâíîé âåðñèè èãðû Γ(x0, T−t0),

à M(x̄(t), T − t) ⊂ L(x̄(t), T − t) - òîò æå ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè,
íî îïðåäåëåííûé äëÿ ïîäûãð Γ(x̄(t), T − t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè íà êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè. Â êà÷åñòâå M ìîæåò áûòü âûáðà-
íî c - ÿäðî, HM - ðåøåíèå, âåêòîð Øåïëè, ÿäðî è äðóãèå ïðèíöè-
ïû îïòèìàëüíîñòè, èñïîëüçóåìûå â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð. Åñ-
ëè α ∈ M(x0, T − t0) è α(t) ∈ M(x̄(t), T − t), òî óñëîâèå (2.7) äàåò
íàì âðåìåííóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü âûáðàííîãî äåëåæà α, èëè âûáðàí-
íîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (2.7)
îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìûé ê ïîëó÷åíèþ âûèãðûø â òåêóùåé ïîäûãðå
α(t) ïðè âñåõ t ïðèíàäëåæèò îäíîìó è òîìó æå ïðèíöèïó îïòèìàëü-
íîñòè M(x̄(t), T −t). Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî
âðåìåííàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü (äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü) âûáðàí-
íîãî êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êî-
îïåðàòèâíûõ ñîãëàøåíèé. Îñíîâûâàÿñü íà ïðîöåäóðå ðàñïðåäåëåíèÿ
äåëåæà β, óäîâëåòâîðÿþùåé (2.5), ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ îñ-
íîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1 Â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Γα(x0, T − t0) äëÿ êàæäîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ε - ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ( Nash (1951)) ñ âûèãðû-
øàìè α = (α1, . . . , αi, . . . , αn).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà êîíñòðóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ε -ðàâíî-

âåñèÿ ïî Íýøó â êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèÿõ (ÊÏÑ) ñ ïàìÿ-
òüþ.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ÊÏÑ ñòðàòåãèé ñ ïàìÿòüþ â äèôôåðåíöè-

àëüíîé èãðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̂(t) ïðîèçâîëüíóþ äîïóñòèìóþ òðà-
åêòîðèþ ñèñòåìû (2.1) íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t0, t], t ∈ [t0, T ].

Ñòðàòåãèÿ ui(·) èãðîêà i íàçûâàåòñÿ ÊÏÑ, åñëè îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïà-
ðîé (a, σ), ãäå σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà [t0, T ],

t0 < t1 < . . . < tl = T, ( tk+1 − tk = δ > 0 ) è a îòîáðàæåíèå, êîòî-
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ðîå êàæäîé òî÷êå ðàçáèåíèÿ (x̂(tk), tk), tk ∈ σ, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå ui(t), t ∈ [tk, tk+1).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî àññîöèèðîâàííûõ ñ Γ(x, T − t) (íî íå ñ
Γα(x, T − t)) àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð Γ{i},N\{i}(x, T − t) èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x ïðîäîëæèòåëüíîñòè T−t ìåæäó êîàëèöèåé S , ñîñòîÿùåé
èç îäíîãî èãðîêà i è äîïîëíèòåëüíîé êîàëèöèåé N\{i} ñ âûèãðûøåì
èãðîêà i ðàâíûì

Hi(x, T − t; u1(·) . . . , un(·)).
Âûèãðûø èãðîêà N\{i} â èãðå Γ{i},N\{i}(x, T − t) ðàâåí (−Hi).

Ïóñòü û(x, t; ·) åñòü ε-îïòèìàëüíàÿ ÊÏÑ ñòðàòåãèÿ èãðîêà N\{i} â èã-
ðå Γ{i},N\{i}(x, T − t). Çàìåòèì, ÷òî û(x, t; ·) = {ûj(x, t; ·)} , j ∈ N\{i}.

Ïóñòü x̂(τ) = {x̂1(τ), . . . , x̂n(τ)} - îòðåçîê äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè
(2.1), îïðåäåëåííîé íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t0, t], t ∈ [t0, T ]. Äëÿ
êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} îïðåäåëèì t̄(i) = sup{ti : x̂i(ti) = x̄i(ti)} è
¯̄t(j) = min

i
{t̄(i) = t̄(j)}. ¯̄t(j) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïðîìåæóòêîâ

[tk, tk+1), k = 0, 1, . . . , l − 1. Òàêèì îáðàçîì, t̄(i)− t0 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äëèíó âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà, íà÷èíàþùåãîñÿ â t0, íà êîòîðîì
x̂i(t) ñîâïàäàåò ñ x̄i(t) - i -àÿ êîìïîíåíòà êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè
x̄(t). Â ñâîþ î÷åðåäü, ¯̄t(j)− t0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó âðåìåííîãî
ïðîìåæóòêà, íà÷èíàþùåãîñÿ â t0, íà êîòîðîì x̂(t) ñîâïàäàåò ñ êîîïå-
ðàòèâíîé òðàåêòîðèåé x̄(t).

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè èãðîêà i ∈ N :

u∗i (·) =





ūi(t) äëÿ (x̂(tk), tk) íà îïòèìàëüíîé
êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè
x̄(t) (x̂(τ) = x̄(τ), τ ∈ [t0, tk]);

ûi(x̂(tk+1), tk+1; ·) i-àÿ êîìïîíåíòà ε/2 îïòèìàëüíîé ÊÏÑ
ñòðàòåãèè èãðîêà N \ {j} â èãðå
Γ{j},N\{j}(x(tk+1), T − tk+1),

åñëè tk 6 ¯̄t(j) < tk+1;

ïðîèçâîëüíî

Ïîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèÿ u∗(·) = (u∗1(·), . . . , u∗n(·)) è åñòü ε-ðàâíîâåñèå
ïî Íýøó â èãðå Γα(x0, T − t0).
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Äåéñòâèòåëüíî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Hi(x0, T − t0; u
∗(·)) = Hi(x0, T − t0; u

∗
1(·), . . . , u∗n(·)) =

∫ T

t0

βi(t)dt = αi.

(2.8)
Ðàññìîòðèì íàáîð ñòðàòåãèé (u∗(·)||ui(·)) , ãäå èãðîê i èçìåíÿåò

ñâîþ ñòðàòåãèþ ñ u∗i (·) íà ui(·) . Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Hi(x0, T − t0; u
∗(·)) > Hi(x0, T − t0; u

∗(·)||ui(·))− ε. (2.9)
äëÿ âñåõ i ∈ N è ëþáîé ÊÏÑ èãðîêà i.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîãäà ðàçûãðûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ u∗(·), èãðà ðàç-
âèâàåòñÿ âäîëü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè x̄(t). Åñëè ïðè (u∗(·)||ui(·))
òàêæå ðåàëèçóåòñÿ òðàåêòîðèÿ x̄(t) , òî (2.9) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-
ñòâî è ïîýòîìó óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè
(u∗(·)||ui(·)) ðåàëèçîâàâøàÿñÿ òðàåêòîðèÿ x(t) îòëè÷àåòñÿ îò x̄(t). Òî-
ãäà ïóñòü

t̄ = inf{t : x̄(t) 6= x(t)}.
è t̄ ∈ [tk−1, tk). Ïîñêîëüêó äâèæåíèÿ èãðîêîâ íåçàâèñèìû, òî ñðàçó
ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî x̄m(tk) = xm(tk) äëÿ m ∈ N\{i} è x̄i(tk) 6= xi(tk)

(íî x̄j(tk−1) = xj(tk−1) äëÿ j ∈ N).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèè u∗(·) ñëåäóåò, ÷òî èãðîêè m ∈ N\{i}

áóäóò èñïîëüçîâàòü ñâîè ñòðàòåãèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ε/2 - îïòè-
ìàëüíûìè â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå Γ{i},N\{i}(x(tk), T − tk) ïðîòèâ
èãðîêà i, êîòîðûé îòêëîíèëñÿ îò îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè íà âðå-
ìåííîì ïðîìåæóòêå [tk−1, tk).

Åñëè èãðîêè èç ìíîæåñòâà N\{i} áóäóò èñïîëüçîâàòü ñâîè ñòðàòå-
ãèè ûm(x̂(tk), tk; ·), òî èãðîê i, íà÷èíàÿ èç ñîñòîÿíèÿ x(tk), tk, ïîëó÷èò
íå áîëüøå, ÷åì

V (x(tk), T − tk; {i}) +
ε

2
,

ãäå V (x(tk), T−tk; {i}) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå èãðû Γ{i},N\{i}(x(tk),

T − tk). Òîãäà îáùèé âûèãðûø èãðîêà i â èãðå Γα(x0, T − t0) ïðè ðå-
àëèçàöèè ñèòóàöèè (u∗(·)||ui(·)) íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíó

∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +
ε

2
+

∫ tk

tk−1

hi(x(τ))dτ. (2.10)
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Íî âûèãðûø èãðîêà i â ñèòóàöèè u∗(·) ðàâåí

αi =

∫ T

t0

βi(τ)dτ =

∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ+

∫ T

tk−1

βi(τ)dτ =

∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ+αi(tk−1).

(2.11)
Ïî îïðåäåëåíèþ ÏÐÄ (ñì. (2.5), (2.6)), αi(tk−1) ∈ L(x̄(tk−1), T − tk−1),∫ T

tk−1

βi(τ)dτ = αi(tk−1) > V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i}). (2.12)

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V è íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèè x(t) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå δ > 0 ( tk+1 − tk = δ ) ñïðàâåäëèâî âûïîë-
íåíèå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

|V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i})− V (x(tk), T − tk; {i})| < ε

4
,

∫ T

tk−1

βi(τ)dτ = αi(tk−1) > V (x(tk), T − tk; {i})− ε

4
.

Ñðàâíèì αi(tk−1) è V (x(tk), T − tk; {i}) + ε
2

+
tk∫

tk−1

hi(xi(τ))dτ. Âûáè-

ðàÿ âåëè÷èíó δ = tk+1 − tk äîñòàòî÷íî ìàëîé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
èíòåãðàë

tk∫
tk−1

hi(xi(τ))dτ áóäåò òàêæå ìàë (ìåíüøå, ÷åì ε/4).

Äîáàâëÿÿ â îáå ÷àñòè (2.12) âåëè÷èíó
∫ tk−1

t0
βi(τ)dτ è èñïîëüçóÿ

ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåì, ÷òî

αi =

∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + αi(tk−1) >

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x̄(tk−1), T − tk−1; {i})

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i})− ε

4

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i})− ε

4
+

∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ − ε

4

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +

∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ − ε

2

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +

∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ +

+
ε

2
− ε

2
− ε

2
. (2.13)
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Çäåñü ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñîñòàâ-
ëÿþò âåðõíþþ ãðàíèöó âûèãðûøà èãðîêà i â ñèòóàöèè (u∗(·)||u∗i (·)).

Îäíàêî αi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûèãðûø èãðîêà i â ñèòóàöèè u∗(·),
îòêóäà

Hi(x0, T − t0; u
∗(·)) = αi >

>
∫ tk−1

t0

βi(τ)dτ + V (x(tk), T − tk; {i}) +

∫ tk

tk−1

hi(τ)dτ +
ε

2
− ε >

> Hi(x0, T − t0; u
∗(·)||ui(·))− ε (2.14)

È òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì (2.9). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Ñîäåðæàòåëüíî, óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî êîîïåðàòèâ-

íîå ðåøåíèå (íåêîòîðûé äåëåæ) ìîæåò áûòü ñòðàòåãè÷åñêè ïîääåð-
æàíî â ðåãóëÿðèçîâàííîé èãðå Γα(x0, T − t0) (ðåàëèçóåìî â ñïåöèàëü-
íî ñêîíñòðóèðîâàííîì ðàâíîâåñèè ïî Íýøó) ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó
u∗(·) , îïðåäåëåííûì â òåîðåìå 2.1

Óñëîâèÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Ïðåäïî-
ëîæèì òåïåðü, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èððàöèîíàëüíîå ïî-
âåäåíèå èãðîêà (èëè ãðóïïû èãðîêîâ) ïðèâîäèò ê ðàñïàäó áîëüøîé
êîàëèöèè, à òåì ñàìûì è ïðåêðàùåíèþ äåéñòâèÿ êîîïåðàòèâíîãî ñî-
ãëàøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâå-
äåíèÿ (ñì.[7]) òðåáóåò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

V (x0, T − t0; {i}) ≤
∫ t

t0

βi(τ)dτ + V (x̄(t), T − t; {i}), i ∈ N. (2.15)

Åñëè ÏÐÄ β(t) ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî óäîâëåòâîðÿþòñÿ è
óñëîâèå âðåìåííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè è óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèî-
íàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (óñëîâèå ñòðàòåãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò
èç âðåìåííîé ñîñòîÿòåëüíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.1), òîãäà
êîîïåðàòèâíîå ñîãëàøåíèå î âûáîðå äåëåæà α = (α1, α2, . . . , αn) áó-
äåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûì êîîïåðàòèâíûì ñîãëàøåíèåì.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè V (x, T ; {i}), òî
äëÿ âûïîëíåíèÿ (2.15) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÏÐÄ β(τ) = (β1(τ), β2(τ), . . . ,

βn(τ)) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ:

βi(τ) ≥ − d

dτ
V (x̄(τ), T − τ ; {i}), i = 1, . . . , n. (2.16)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ óñòîé÷èâîãî ñîãëàøåíèÿ âñå òðè óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ. Íå âñåãäà ýòî èìåííî òàê. Îäíàêî
ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â çàäà÷å ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì âñå òðè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ.

Â (2.16) âåëè÷èíà V (x̄(τ), T − τ ; {i}) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå
àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû ìåæäó êîàëèöèåé N\{i}, äåéñòâóþùåé êàê
îäèí èãðîê è èãðîêîì {i} ñ êîàëèöèîííûì âûèãðûøåì ðàâíûì
[−Hi(x̄(τ), T − τ ; u1, . . . , un)].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y(t), t ∈ [τ, T ] åñòü òðàåêòîðèÿ ýòîé àíòàãî-
íèñòè÷åñêîé èãðû ïðè ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé (ñòðàòå-
ãèé èç ñåäëîâîé òî÷êè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé x̄(τ), T − τ, τ ∈ [t0, T ] òàêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò (åñëè
íåò, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ε-ñåäëîâóþ òî÷êó â êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ
ñòðàòåãèÿõ, êîòîðàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî ε ≥ 0,

íî ñëåäóþùèå ôîðìóëû áóäóò âåðíû ñ òî÷íîñòüþ äî ε).
Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü

V (x̄(τ), T − τ ; {i}) =

∫ T

τ

hi(x̄(τ); y(t))dt,

ãäå y(τ) = x̄(τ). Èç (2.16) èìååì

βi(τ) ≥ − d

dτ

∫ T

τ

hi(x̄(τ); y(t))dt =

= −[−hi(x̄(τ); y(τ)) +

∫ T

τ

n∑

l=1

m∑

k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))

∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt] =

= hi(x̄(τ); x̄(τ))−
∫ T

τ

n∑

l=1

m∑

k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))

∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt

èëè

βi(τ) ≥ hi(x̄(τ); x̄(τ))−
∫ T

τ

n∑

l=1

m∑

k=1

∂hi(x̄(τ); y(t))

∂xlk

flk(x̄(τ), ū(τ))dt.
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3. Ñëó÷àé äèñêðåòíîãî âðåìåíè

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè ðàñ-
ñìîòðèì èãðó â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ñ ïîëíîé (ñîâåðøåííîé) èíôîð-
ìàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Äåðåâî èãðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé äðå-
âîâèäíûé ãðàô K ñ êîðíåâîé âåðøèíîé (êîðíåì) x0.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
x íåêîòîðàÿ âåðøèíà (ïîçèöèÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(x) ïîääåðåâî K

ñ êîðíåì x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(x) - ìíîæåñòâî âåðøèí, íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóþùèõ çà x. Âåðøèíû y, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà
x, íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâàìè â âåðøèíå x (y ∈ Z(x)).
Èãðîêà, êîòîðûé äåëàåò õîä â x (êîòîðûé âûáèðàåò ñëåäóþùóþ àëü-

òåðíàòèâó â ïîçèöèè x ), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç i(x). Âûáîð èãðîêà
i(x) â ïîçèöèè x áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x̄ ∈ Z(x).

Ïóñòü N = {1, . . . , n} - ìíîæåñòâî âñåõ èãðîêîâ â èãðå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Èãðà â ðàçâåðíóòîé ôîðìå c ïîëíîé èíôîðìà-
öèåé (ñì. [2]) G(x0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðåâîâèäíûé ãðàô K(x0),

êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:

• Ìíîæåñòâî âåðøèí (ïîçèöèé) ðàçëàãàåòñÿ íà n + 1 ïîäìíîæå-
ñòâî

P1, P2, . . . , Pn+1,

êîòîðûå îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ âåðøèí ãðàôà K.

Âåðøèíû (ïîçèöèè) x ∈ Pi íàçûâàþòñÿ ëè÷íûìè ïîçèöèÿìè
èãðîêà i, i = 1, . . . , n; âåðøèíû (ïîçèöèè) x ∈ Pn+1 íàçûâàþòñÿ
òåðìèíàëüíûìè ïîçèöèÿìè.

• Â êàæäîé âåðøèíå (ïîçèöèè) x çàäàí íàáîð äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë h(x) = (h1(x), . . . , hn(x)), ãäå hi(x) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
âûèãðûø èãðîêà i â âåðøèíå (ïîçèöèè) x.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðà-
æåíèå Ui(·), êîòîðîå êàæäîé x ∈ Pi ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåí-
íóþ àëüòåðíàòèâó y ∈ Z(x).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi(x; u1(·), . . . , un(·))
ôóíêöèþ âûèãðûøà èãðîêà i ∈ N â ïîäûãðå G(x) èç ïîçèöèè x.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Hi(x; u1(·), . . . , un(·)) =
l∑

i=1

hi(x
′
i)

ãäå x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
l) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóòü, ðåàëèçîâàâøèéñÿ â

ïîäûãðå G(x) â ñèòóàöèè (u1(·), . . . , un(·)) , x′1 = x .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ū(·) = (ū1(·), . . . , ūn(·)) ñèòóàöèþ è ñîîòâåòñòâó-

þùóþ òðàåêòîðèþ (ïóòü) x̄ = (x̄0, x̄1, . . . , x̄m) , x̄m ∈ Pn+1 , òàêèå
÷òî

max
u1(·),...,un(·)

n∑
i=1

Hi(x0; u1(·), . . . , un(·)) =

=
n∑

i=1

Hi(x0; ū1(·), . . . , ūn(·)) =
n∑

i=1

hi(x̄m). (3.1)

Ïóòü x̄ = (x̄0, . . . , x̄m), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ (3.1), áóäåì
íàçûâàòü "êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèåé" èëè "êîîïåðàòèâíûì ïóòåì".

Îïðåäåëèì â G(x0) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêèì
îáðàçîì:

V (x0; N) =
n∑

i=1

hi(x̄m),

V (x0; ∅) = 0,

V (x0; S) = V al ΓS,N\S(x0),

ãäå V al ΓS,N\S(x0) åñòü çíà÷åíèå àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû ìåæäó êîà-
ëèöèåé S, äåéñòâóþùåé êàê ïåðâûé èãðîê, è äîïîëíèòåëüíîé êîàëè-
öèåé N\S, äåéñòâóþùåé êàê èãðîê 2, ñ âûèãðûøåì èãðîêà S ðàâíûì

∑
i∈S

Hi(x0; u1(·), . . . , un(·)).
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Îïðåäåëèì L(x0) êàê ìíîæåñòâî äåëåæåé â èãðå G(x0).

L(x0) =

{
α = (α1, . . . , αn) : αi > V (x0; {i}),

∑
i∈N

αi = V (x0; N)

}
.

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ èãðà Gα(x0). Äëÿ êàæäîãî α ∈ L(x0) îïðåäå-
ëèì íåêîîïåðàòèâíóþ èãðó Gα(x0), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò èãðû G(x0)

òîëüêî âûèãðûøàìè, îïðåäåëåííûìè â âåðøèíàõ (ïîçèöèÿõ) âäîëü
îïòèìàëüíîãî êîîïåðàòèâíîãî ïóòè x̄ = (x̄0, . . . , x̄m). Ïóñòü α ∈ L(x0).

Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ) êàê ôóíêöèþ
βk = (β1(k), . . . , βn(k)), k = 0, 1, . . . ,m, òàêóþ ÷òî

αi =
m∑

k=0

βi(k). (3.2)

Îïðåäåëèì ÷åðåç Hα
i (x0; u1(·), . . . , un(·)) ôóíêöèþ âûèãðûøà â èã-

ðå Gα(x0) è ÷åðåç x̄ = {x̄0, . . . , x̄m} êîîïåðàòèâíûé ïóòü.

Ïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàçâèòèè èãðû âäîëü êîîïåðàòèâíîé òðàåêòî-
ðèè

Hα
i (x0; u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0; u1(·), . . . , un(·))

È ïóñòü x̄k = xk, ïðè 0 ≤ k ≤ l. Òîãäà

Hα
i (x0; u1(·), . . . , un(·)) = Hi(x0; u1(·), . . . , un(·)) =

l∑

k=0

βi(k)+
m∑

k=l+1

hi(xk)

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè âûèãðûøà â èãðå Gα(x0)

âûèãðûøè âäîëü îïòèìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè ðàâíû êîì-
ïîíåíòàì äåëåæà α = (α1, . . . , αn).

Ðàññìîòðèì òåêóùèå ïîäûãðû G(x̄k) âäîëü îïòèìàëüíîãî ïóòè x̄ è

òåêóùèå ìíîæåñòâà äåëåæåé L(x̄k). Ïóñòü αk ∈ L(x̄k).
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Èãðà Gα(x0) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé èãðû
G(x0) (α-ðåãóëÿðèçàöèÿ), åñëè ÏÐÄ β îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî

αk
i =

m∑

j=k

βi(j)

èëè βi(k) = αk
i −αk+1

i , i ∈ N , k = 0, 1, . . . , m− 1, βi(m) = αm
i , α0

i = αi.

Òåîðåìà 3.1. Â ðåãóëÿðèçàöèè Gα(x0) èñõîäíîé èãðû ñóùåñòâóåò
ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ñ ðàâíîâåñíûìè âûèãðûøàìè α = (α1, . . . , αn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âäîëü êîîïåðàòèâíîãî ïóòè èìååì

αk
i > V (x̄k; {i}), i ∈ N, k = 0, 1, . . . , m.

ïîñêîëüêó αk = (αk
1, . . . , α

k
n) ∈ L(x̄k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëåæ â

G(x̄k) (çàìåòèì, ÷òî çäåñü V (x̄k; {i}) âû÷èñëÿåòñÿ â ïîäûãðå G(x̄k), à
íå â Gα(x̄k) ). Â òîæå âðåìÿ

αk
i =

m∑

j=k

βi(j)

è ìû ïîëó÷àåì
m∑

j=k

βi(j) > V (x̄k; {i}), i ∈ N, k = 0, 1, . . . , m. (3.3)

Îäíàêî
m∑

j=k

βi(j) åñòü âûèãðûø èãðîêà i â ïîäûãðå Gα(x̄k) âäîëü

êîîïåðàòèâíîãî ïóòè. Òîãäà èç (3.3), èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû àíàëîãè÷-
íûå òàêîâûì â òåîðåìå 2.1, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
ñ âûèãðûøàìè α = (α1, . . . , αn) è ðåçóëüòèðóþùèì êîîïåðàòèâíûì
ïóòåì x̄ = (x̄0, . . . , x̄m). Óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâå-
äåíèÿ â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè ïðèìåò âèä

l∑
j=0

βi(j) + Vi(x̄l+1; {i}) ≥ Vi(x0; {i}), 0 ≤ l ≤ m, i ∈ N. (3.4)
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Ïðèìåð.
Â ýòîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå äåëåæà ðàññìîòðèì âåêòîð Øåïëè

(Shapley value) [6]. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå ðåãóëÿðèçàöèþ èã-
ðû, ïîêàæåì, ÷òî çäåñü ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ñ ðàâíîâåñ-
íûìè âûèãðûøàìè ðàâíûìè êîìïîíåíòàì âåêòîðà Øåïëè.
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Ðèñóíîê 1. Èãðà G(x0)

Â èãðå G(x0) : N = {1, 2}, P1 = {x0, x2, x4}, P2 = {x1, x3}, P3 =

{y1, y2, y3, y4, y5, y6}. h(x0) = (1, 0), h(x1) = (0, 1), h(x2) = (1, 0), h(x3) =

(2, 1), h(x4) = (1, 1), h(x5) = (4, 4), h(y1) = (0, 0), h(y2) = (0, 0),

h(y3) = (1, 2), h(y4) = (2, 2), h(y5) = (3, 2), h(y6) = h(x5) = (4, 4).

Îïòèìàëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ (êîîïåðàòèâíûé ïóòü) x̄ =

{x0, x1, x2, x3, x4, x5}.

x0 x1 x2 x3 x4 x5

V (x; {1}) 0 0 2 4 5 4
V (x; {2}) 0 3 5 4 5 4

V (x; {1, 2}) 15 15 14 13 10 8
Sh(x; {1}) 7,5 6 5,5 6,5 6 4
Sh(x; {2}) 7,5 9 8,5 6,5 4 4

β1(x) = β1(j) 1,5 0,5 -1 0,5 2 4
β2(x) = β2(j) -1,5 0,5 2 2,5 0 4

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (3.3)

m∑

j=k

βi(j) ≥ V (x̄k; {i})
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äëÿ i ∈ N , è ñâîéñòâî çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (3.4)
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ:

l∑
j=0

βi(j) + Vi(x̄l+1; {i}) ≥ V (x0; {i}), i = 1, 2, 1 ≤ l ≤ 4.
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Abstract : There are three important aspects which must be taken
into account when the problem of stability of long-range cooperative
agreements is investigated: time-consistency of the cooperative
agreements, strategic stability and irrational behavior proofness. The
mathematical results based on imputation distribution procedures
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cooperation. We proved that for a special class of di�erential games time-
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