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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîøàãîâûå ñåòåâûå èãðû ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Â êàæäûé ìîìåíò èãðû çàäàåòñÿ òåêó-
ùàÿ ñåòåâàÿ ñòðóêòóðà, ñâÿçûâàþùàÿ èãðîêîâ. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ëþáîå ðåáðî ñåòè èìååò ïîëåçíîñòü (ïîëåçíîñòü îäíîãî
èãðîêà îò ñâÿçè ñî âòîðûì), è èãðîêè âïðàâå èçìåíÿòü ñòðóê-
òóðó ñåòè íà êàæäîì øàãå. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â èãðàõ òàêîãî òèïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåòü, ñåòåâûå èãðû, ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, âåêòîð Øåïëè, ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

1. Ïîñòðîåíèå ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ñ ïîëíîé èíôîð-
ìàöèåé

Ïóñòü N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ïîñòðîèì äåðåâî èã-
ðû � êîíå÷íûé äðåâîâèäíûé ãðàô K = (X,F ) ñ íà÷àëüíîé âåð-
øèíîé x0 [2, 6]. Ìíîæåñòâî X åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà K, à
F : X 7→ X åñòü òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî Fx âåðøèí
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ãðàôà, ñëåäóþùèõ íåïîñðåäñòâåííî çà âåðøèíîé x. Âåðøèíû x äðå-
âîâèäíîãî ãðàôà K, äëÿ êîòîðûõ Fx = ∅ áóäåì íàçûâàòü îêîí÷àòåëü-
íûìè (òåðìèíàëüíûìè). Ìíîæåñòâî X âåðøèí äðåâîâèäíîãî ãðàôà
K ïðåäñòàâèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì â âèäå îáúåäèíåíèÿ n + 1 íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ: X = P1 ∪ . . . ∪ Pn ∪ Pn+1, ãäå ìíîæåñòâî Pi

� ìíîæåñòâî ëè÷íûõ ïîçèöèé èãðîêà i, i ∈ N , à ìíîæåñòâî Pn+1 �
ìíîæåñòâî îêîí÷àòåëüíûõ ïîçèöèé äðåâîâèäíîãî ãðàôà K. Â äàëü-
íåéøåì ÷åðåç i(x) áóäåì îáîçíà÷àòü èãðîêà, êîòîðûé äåëàåò õîä â
âåðøèíå x â èãðå íà äðåâîâèäíîì ãðàôå K.

Îïèøåì ïîøàãîâîå ðàçâèòèå èãðîâîãî ïðîöåññà.

1.1. Ïîñòðîåíèå äðåâîâèäíîãî ãðàôà ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé
èãðû

Íà÷àëüíûé øàã. Â íà÷àëüíîé âåðøèíå x0 äðåâîâèäíîãî ãðàôà K

îïðåäåëåíà ñåòü Gx0 = (N, θ(x0)). ×åðåç gx0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðå-
áåð ñåòè Gx0 . Ìíîæåñòâî óçëîâ N ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì èãðîêîâ
(óçåë ñåòè îòîæäåñòâëÿåì ñ èãðîêîì), è θ(x0) : gx0 7→ R � ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôóíêöèþ ïîëåç-
íîñòè.

Øàã 1. Èãðîê i(x0) èìååò ñëåäóþùèå n àëüòåðíàòèâ â âåðøèíå x0:
• íå ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé, ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ
ïåðåõîäèò â âåðøèíó y11 ∈ Fx0 ;

• ðàçîðâàòü ñâÿçü ñ îäíèì èãðîêîì j ∈ N , j 6= i(x0), åñëè ðåáðî
(i(x0), j) ∈ gx0 ; ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ ïåðåõîäèò â âåðøèíó
y1j ∈ Fx0 ;

• ïðåäëîæèòü èãðîêó k, k 6= i(x0) óñòàíîâèòü ñâÿçü (i(x0), k), åñëè
ðåáðî (i(x0), k) /∈ gx0 ; ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ ïåðåõîäèò â
âåðøèíó y1k ∈ Fx0 .

Òàêèì îáðàçîì êàæäàÿ èç n âåðøèí y11, {y1j}j, {y1k}k ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó Fx0 . Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà èãðîêîì i(x0) àëü-
òåðíàòèâû, â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Fx0 íà÷àëüíàÿ ñåòü èçìåíÿåòñÿ,
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ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ðåáåð íîâîé ñåòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

gy11 = gx0 , åñëè èãðîê i(x0) íå ïðåäïðèíèìàåò
íèêàêèõ äåéñòâèé;

gy1j = gx0 \ (i(x0), j), åñëè èãðîê i(x0) ðàçðûâàåò ñâÿçü
ñ èãðîêîì j;

gy1k = gx0 ∪ (i(x0), k), åñëè èãðîê i(x0) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ñ èãðîêîì k.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåðøèíû x1 ∈ Fx0 = {y11, {y1j}j, {y1k}k} ìíîæå-
ñòâî ðåáåð gx1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Åñëè x1 /∈ Pn+1, òî ìû ïåðåõî-
äèì ê ðàññìîòðåíèþ øàãà 2 äëÿ êàæäîé âåðøèíû x1 ∈ Fx0 . Ýòîò øàã
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí øàãó 1, ïîýòîìó îïóñêàÿ èçëîæåíèå âòîðîãî
øàãà èãðû, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé øàã t.

Øàã t (1 < t 6 l). Ïðåäïîëîæèì, ìû ïîñòðîèëè äðåâîâèäíûé
ãðàô äî âåðøèí, êîòîðûå ìîæíî äîñòè÷ü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû x0

íå áîëåå ÷åì çà t− 1 øàãîâ. Ïóñòü {x0, x1, . . . , xt−1} � íåêîòîðàÿ òðà-
åêòîðèÿ èç x0 ïîñòðîåííîãî äðåâîâèäíîãî ãðàôà â âåðøèíó xt−1, â
êîòîðóþ ìîæíî ïîïàñòü èç x0 çà t−1 øàã. Ïî ïîñòðîåíèþ âî âñåõ ïî-
çèöèÿõ x0, x1, . . . , xt−1 ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ðåáåð gx0 , gx1 , . . .,
gxt−1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî gxt .

Â âåðøèíå xt−1 ó èãðîêà i(xt−1) èìåþòñÿ ñëåäóþùèå n àëüòåðíà-
òèâ:

• íå ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé, ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ
ïåðåõîäèò â âåðøèíó yt1 ∈ Fxt−1 ;

• ðàçîðâàòü ñâÿçü ñ îäíèì èãðîêîì j ∈ N , j 6= i(xt−1), åñëè ðåáðî
(i(xt−1), j) ∈ gxt−1 ; ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ ïåðåõîäèò â âåð-
øèíó ytj ∈ Fxt−1 ;

• ïðåäëîæèòü èãðîêó k, k 6= i(xt−1) óñòàíîâèòü ñâÿçü (i(xt−1), k),
åñëè ðåáðî (i(xt−1), k) /∈ gxt−1 ; ïðè ýòîì èãðîâîé ïðîöåññ ïåðå-
õîäèò â âåðøèíó ytk ∈ Fxt−1 .

Òàêèì îáðàçîì êàæäàÿ èç n âåðøèí yt1, {ytj}j, {ytk}k ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó Fxt−1 . Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà èãðîêîì i(xt−1) àëü-
òåðíàòèâû, â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Fxt−1 òåêóùàÿ ñåòü èçìåíÿåòñÿ,
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ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ðåáåð íîâîé ñåòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

gyt1 = gxt−1 , åñëè èãðîê i(xt−1) íå ïðåäïðèíèìàåò
íèêàêèõ äåéñòâèé;

gytj = gxt−1 \ (i(xt−1), j), åñëè èãðîê i(xt−1) ðàçðûâàåò ñâÿçü
ñ èãðîêîì j;

gytk = gxt−1 ∪ (i(xt−1), k), åñëè èãðîê i(xt−1) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ñ èãðîêîì k.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåðøèíû xt ∈ Fxt−1 = {yt1, {ytj}j, {ytk}k} ìíî-
æåñòâî ðåáåð gxt îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Åñëè xt /∈ Pn+1, òî ìû ïå-
ðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî øàãà ïîñòðîåíèÿ äðåâîâèäíîãî
ãðàôà äëÿ êàæäîé âåðøèíû xt ∈ Fxt−1 . Åñëè â âåðøèíå xt èãðîâîé
ïðîöåññ íå çàêàí÷èâàåòñÿ, ò.å. åñëè xt /∈ Pn+1, òî ìû ïåðåõîäèì ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà èãðû, è ïîñòðîåíèå èãðû íà äðåâîâèä-
íîì ãðàôå ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðè t = l ïîñòðîåíèå
äðåâîâèäíîãî ãðàôà K çàêîí÷åíî.

1.2. Îïðåäåëåíèå èíäèâèäóàëüíûõ âûïëàò èãðîêàì

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü S ⊆ N . Âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ v : X ×
2N 7→ R, çàäàííóþ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâà X è
ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N è îïðåäåëåííóþ ïî
ïðàâèëó

v(y, S) =
∑

(i,j)∈gy: i,j∈S

θij(y), (1.1)

ãäå y ∈ X, áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Çäåñü
θij(y) � çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè θ(y), îïðåäåëåííîé ñåòåâîé
èãðîé Gy = (N, θ(y)), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëåçíîñòü èãðî-
êà i îò ñâÿçè ñ èãðîêîì j â âåðøèíå y.

Çàäàâ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ N è ôóíêöèþ v(y, ·), îïðåäå-
ëåííóþ ïî ïðàâèëó (1.1), ìîæíî ïîñòðîèòü èãðó â ôîðìå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî èãðîêà îïðåäåëåíû ëèøü
ïîëåçíîñòè ñâÿçåé ñ äðóãèìè èãðîêàìè. Îïðåäåëèì âûïëàòû èãðîêàì
â ñåòè. Ñ ýòîé öåëüþ âûáèðàåì íåêîòîðûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè
òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå òàêîãî ïðèí-
öèïà îïòèìàëüíîñòè âûáåðåì âåêòîð Øåïëè [9], è ñ åãî ïîìîùüþ



70 Ë. À. Ïåòðîñÿí, À.À. Ñåäàêîâ

îïðåäåëèì äåëåæ γ(y) = (γ1(y), . . . , γn(y)), êîìïîíåíòû êîòîðîãî âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

γk(y) =
∑

{S: S⊆N, k∈S}

(n− s)!(s− 1)!

n!
[v(y, S)− v(y, S \ k)] . (1.2)

Çäåñü s � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S, v(y, S) � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïî ïðàâèëó (1.1).

Ðàñïèøåì áîëåå ïîäðîáíî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.2). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè v(y, ·) èç (1.1) äëÿ ëþáîãî y ∈ X è k ∈ N , èìååì:

v(y, S)− v(y, S \ k) =
∑

(i,j)∈gy: i,j∈S

θij(y)−
∑

(i,j)∈gy: i,j∈S\k
θij(y) =

=
∑

(i,k)∈gy : i∈S\k
θik(y) +

∑

(k,j)∈gy: j∈S\k
θkj(y).

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå:

γk(y) =
∑

{S: S⊆N, k∈S}

(n− s)!(s− 1)!

n!


 ∑

(i,k)∈gy: i∈S\k
θik(y)+

+
∑

(k,j)∈gy: j∈S\k
θkj(y)


 , (1.3)

ãäå y ∈ X, k ∈ N .
Âåëè÷èíà

∑
(i,k)∈gy : i∈S\k

θik(y) +
∑

(k,j)∈gy: j∈S\k
θkj(y) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé âêëàä èãðîêà k, åñëè òîò, ïðèñîåäèíèâøèñü ê êîàëèöèè S \ k,
ïðèâåäåò ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèè S. Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå∑
(i,k)∈gy: i∈S\k

θik(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíóþ ïîëåçíîñòü èã-

ðîêîâ êîàëèöèè S \ k, âíåñåííóþ èãðîêîì k. Âòîðîå ñëàãàåìîå∑
(k,j)∈gy: j∈S\k

θkj(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíóþ ïîëåçíîñòü èã-

ðîêà k, ïîëó÷àåìóþ ïðè ïðèñîåäèíåíèè ê èãðîêàì êîàëèöèè S \ k.
Ïóñòü â èãðå ðåàëèçîâàëñÿ ïóòü {x0, x1, . . . , xl}. Òîãäà âûèãðûø

èãðîêà i ∈ N âäîëü ýòîãî ïóòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∑

x∈{x0,...,xl}
γi(x), i ∈ N,
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ãäå γi(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé i-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà Øåïëè, âû÷èñ-
ëåííîãî ïî ïðàâèëó (1.3) â ñåòåâîé èãðå Gx = (N, θ(x)).

1.3. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðîé n ëèö ñ ïîëíîé èí-
ôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ äðåâîâèäíûé ãðàô K, íà êîòîðîì:

• çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí X íà n + 1 ìíîæåñòâî
P1,

P2, . . . , Pn, Pn+1, ãäå Pi, i ∈ N åñòü ìíîæåñòâî ëè÷íûõ ïîçè-
öèé èãðîêà i, ìíîæåñòâî Pn+1 = {x : Fx = ∅} åñòü ìíîæåñòâî
îêîí÷àòåëüíûõ âåðøèí;

• â êàæäîé âåðøèíå x ∈ X îäíîçíà÷íûì îáðàçîì çàäàíà ñåòü
Gx = (N, θ(x)): ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòè N (ìíîæåñòâî èãðî-
êîâ) è ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè θ : gx 7→ R.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñòðàòåãèåé ui(·) èãðîêà i ∈ N íàçîâåì îòîá-
ðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé âåðøèíå x ∈ Pi ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
âåðøèíó y ∈ Fx ëèáî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå px íà ìíîæåñòâå
Fx

px = {px(y)}, y ∈ Fx, px(y) > 0,
∑
y∈Fx

px(y) = 1.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ñòðàòåãèé (ñèòóàöèè) u(·) = (u1(·), . . . , un(·))
â èãðå íà äðåâîâèäíîì ãðàôå K îïðåäåëèì ôóíêöèè âûèãðûøà èã-
ðîêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â ñèòóàöèè u(·) = (u1(·), . . . , un(·))
ðåàëèçîâàëñÿ íåêîòîðûé ïóòü {x0, x1, . . . , xl} èç íà÷àëüíîé âåðøèíû
x0 â îêîí÷àòåëüíóþ xl. Òîãäà ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà i:

Hi(u(·)) =
∑

x∈{x0,...,xl}
γi(x), i ∈ N.

Çäåñü γi(x) åñòü âûïëàòà èãðîêó i, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà êàê i-àÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðà Øåïëè, ðàññ÷èòàííîãî ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè v(x, ·) äëÿ ñåòåâîé èãðû Gx = (N, θ(x)), çàäàííîé â âåðøèíå x

(ñì. (1.3)).
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Íàáîð ñòðàòåãèé u∗(·) = (u∗1(·), . . . , u∗i (·), . . . , u∗n(·))
íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå íà
äðåâîâèäíîì ãðàôå K ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé x0, åñëè

Hi(u
∗(·)||ui(·)) 6 Hi(u

∗(·))
äëÿ ëþáûõ i ∈ N è ëþáûõ äîïóñòèìûõ ui.

2. Ïîñòðîåíèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ìíîãîøàãîâîé
ñåòåâîé èãðå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà èãðû ðàâíà l + 1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíöåïöèþ àáñî-
ëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ â êîíå÷íîøàãîâîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Ââåäåì ôóíêöèþ Áåëëìàíà [1, 5] ϕt
i êàê âûèãðûø èãðîêà i â ñè-

òóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå çà l− t øàãîâ (ïîëîæèì ϕl+1
i = 0).

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà ϕ âî âñåõ âåðøèíàõ äðåâîâèäíîãî ãðà-
ôà K îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóê-
öèè (ðåøàÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà îò îêîí÷àòåëüíûõ âåðøèí ãðàôà K

ê íà÷àëüíîé ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè).
Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé îêîí÷àòåëüíîé âåðøèíû xl ∈ Pn+1

ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕl
i(xl) = γi(xl), i ∈ N.

Â ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíå xt äðåâîâèäíîãî ãðàôà K ôóíêöèÿ
Áåëëìàíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

ϕt
i(xt)(xt) = max

y∈Fxt

(
γi(xt)(xt) + ϕt+1

i(xt)
(y)

)
=

= γi(xt)(xt) + max
y∈Fxt

(
ϕt+1

i(xt)
(y)

)
=

= γi(xt)(xt) + ϕt+1
i(xt)

(ȳ). (2.1)

Äëÿ èãðîêà j 6= i(xt) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ïðàâèëó:

ϕt
j(xt) = γj(xt) + ϕt+1

j (ȳ). (2.2)
Ðåøàÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ϕt

i, t = 0, . . . , l, i ∈
N . Ïðè t = 0 óðàâíåíèå ðåøåíî. Âåêòîð (ϕ0

1(x0), . . . , ϕ
0
n(x0)) íàçîâåì

çíà÷åíèåì ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.
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Âìåñòå ñ íàõîæäåíèåì çíà÷åíèÿ ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû îïðå-
äåëÿþòñÿ è îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ, êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ
îáðàçóþò ñèòóàöèþ àáñîëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå: â êàæäîé âåð-
øèíå x ∈ X äðåâîâèäíîãî ãðàôà K èãðîê i(x) âûáèðàåò âåðøèíó
y ∈ Fx ñîãëàñíî ïðàâèëó (2.1). Â ñèòóàöèè àáñîëþòíîãî ðàâíîâå-
ñèÿ ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûé ïóòü â ãðàôå èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â
îêîí÷àòåëüíóþ. Òàêîé ïóòü áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ïóòåì â
ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Ïîñòðîåííàÿ ñèòóàöèÿ u∗(·) = (u∗1(·), . . . , u∗n(·)), â êî-
òîðîé äëÿ êàæäîé âåðøèíû x /∈ Pn+1, ñòðàòåãèÿ u∗i (x) èãðîêà i îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

u∗i (x) = ȳ,

ãäå ȳ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1), îáðàçóåò ñèòóàöèþ àáñî-
ëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå, çàäàí-
íîé íà äðåâîâèäíîì ãðàôå K.

Îäíàêî, íå âñåãäà ãàðàíòèðóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü àáñîëþòíîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ïî Íýøó â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü íàðÿäó ñ âåðøèíîé ȳ ∈ Fxt , äîñòàâëÿþùåé
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕt+1

i(xt)
(y) â (2.1), âåðøèíà ỹ ∈ Fxt

òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè. Òîãäà ñ î÷åâèäíî-
ñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ϕt+1
i(xt)

(ȳ) = ϕt+1
i(xt)

(ỹ),

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ
ϕt

i(xt)
(xt). Ñëåäîâàòåëüíî, èãðîêó, ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèå â âåðøèíå

xt (èãðîêó i(xt)), ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ âåðøèíó y ∈ Fxt , äîñòàâëÿ-
þùóþ ìàêñèìóì ôóíêöèè ϕt+1

i(xt)
(y) â (2.1).

Â òåõ æå âåðøèíàõ ȳ è ỹ äëÿ îòëè÷íûõ îò i(xt) èãðîêîâ j ∈ N ,
j 6= i(xt) â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ϕt+1
j (ȳ) 6= ϕt+1

j (ỹ).
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Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð èãðîêîì i(xt) âåðøèíû
èç ìíîæåñòâà

I(xt) = arg max
y∈Fxt

ϕt+1
i(xt)

(y) (2.3)

âëèÿåò íà ðåøåíèÿ ïîñëåäóþùèõ èãðîêîâ (â ñèëó ðàçëè÷èÿ çíà÷å-
íèé ôóíêöèè Áåëëìàíà ýòèõ èãðîêîâ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà I(xt)). Òà-
êèì îáðàçîì â îáùåì ñëó÷àå â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå èìååò ìå-
ñòî íååäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ïóòè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè âûèãðûøà.

Ñëó÷àé íååäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî ïóòè ëåãêî îáõîäèòñÿ ââå-
äåíèåì ïîíÿòèÿ èíäèôôåðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ìíîãîøà-
ãîâîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé [8]. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå
|I(xt)| > 1, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêó i(xt) áåçðàçëè÷åí âûáîð âåð-
øèíû èç ìíîæåñòâà I(xt). Ïðåäïèøåì i(xt) âûáèðàòü ýòè âåðøèíû
ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ò. å. pxt(y) = 1/|I(xt)|, äëÿ ëþáîãî
y ∈ I(xt). Òîãäà â ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíå xt äðåâîâèäíîãî ãðàôà K

ôóíêöèÿ ϕt
i óäîâëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîìó (2.1) ðåêóððåíòíîìó ñîîò-

íîøåíèþ:

ϕt
i(xt)(xt) = γi(xt)(xt) +

1

|I(xt)| ·
∑

y∈I(xt)

ϕt+1
i(xt)

(y). (2.4)

Äëÿ èãðîêà j 6= i(xt) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:

ϕt
j(xt) = γj(xt) +

1

|I(xt)| ·
∑

y∈I(xt)

ϕt+1
j (y). (2.5)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ϕt
i, t = 0, . . . , l, i ∈ N .

Ïðè t = 0 óðàâíåíèå ðåøåíî. Âåêòîð (ϕ0
1(x0), . . . , ϕ

0
n(x0)) òàêæå íàçî-

âåì çíà÷åíèåì ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.
Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 2.1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ïîñòðîåííàÿ ñèòóàöèÿ uIE(·) = (uIE
1 (·), . . . , uIE

n (·)), â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé âåðøèíû x /∈ Pn+1, ñòðàòåãèÿ uIE

i (x) èãðîêà i

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

uIE
i (x) = {px(y)}, y ∈ I(x), px(y) =

1

|I(x)| ,
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ãäå âåðøèíû y íàõîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (2.3)�(2.4),
îáðàçóåò ñèòóàöèþ èíäèôôåðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ìíîãî-
øàãîâîé ñåòåâîé èãðå, çàäàííîé íà äðåâîâèäíîì ãðàôå K.

3. ×èñëåííûé ïðèìåð ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ñ ïîëíîé
èíôîðìàöèåé

Äëÿ èëëþñòðàöèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñåòåâîé èãðû
ïðèâåäåì êîíòðîëüíûé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì òðåõøàãîâóþ ñåòåâóþ èãðó. Ïóñòü N = {1, 2, 3} åñòü
ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ïîñòðîèì äðåâîâèäíûé ãðàô K ñ íà÷àëüíîé âåð-
øèíîé â x0.

Ïóñòü â x0 çàäàíà ñåòü, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 1.

Ðèñóíîê 1. Ñåòü Gx0

Ìíîæåñòâî ðåáåð gx0 = {(1, 2), (2, 3), (3, 2)}. Çàäàäèì ôóíêöèþ ïî-
ëåçíîñòè θ(x0) â âèäå ìàòðèöû Θ(x0):

Θ(x0) =




0 2 0

0 0 1

0 1 0


 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíîé âåðøèíå õîäèò èãðîê 1, ó êîòîðîãî
åñòü òðè àëüòåðíàòèâû: (1) íå ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé (ïðè
ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x1), (2) ðàçîðâàòü ñâÿçü ñ èãðîêîì 2
(ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x2), (3) íàëàäèòü ñâÿçü ñ èãðîêîì
3 (ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x3). Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
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àëüòåðíàòèâû èãðîêîì 1 èìååì:

gx1 = gx0 , åñëè èãðîê 1 âûáèðàåò ïåðâóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x0;

gx2 = gx0 \ (1, 2), åñëè èãðîê 1 âûáèðàåò âòîðóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x0;

gx3 = gx0 ∪ (1, 3), åñëè èãðîê 1 âûáèðàåò òðåòüþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x0.

Ïóñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòåé θ(x1), θ(x2) è θ(x3) çàäàíû â âèäå
ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

Θ(x1) =




0 −3 −1

2 0 2

5 1 0


 , Θ(x2) = Θ(x3) =




0 3 −2

−1 0 1

3 1 0


 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû x1 è x3 ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíûìè,
à âåðøèíà x2 ÿâëÿåòñÿ ëè÷íîé ïîçèöèåé èãðîêà 2. Â x2 âòîðîé èãðîê
èìååò òðè àëüòåðíàòèâû: (1) íå ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé
(ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x4), (2) íàëàäèòü ñâÿçü ñ èãðîêîì
1 (ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x5), (3) ðàçîðâàòü ñâÿçü ñ
èãðîêîì 3 (ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x6). Â çàâèñèìîñòè
îò âûáîðà àëüòåðíàòèâû èãðîêîì 2 èìååì:

gx4 = gx2 , åñëè èãðîê 2 âûáèðàåò ïåðâóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x2;

gx5 = gx2 ∪ (2, 1), åñëè èãðîê 2 âûáèðàåò âòîðóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x2;

gx6 = gx2 \ (2, 3), åñëè èãðîê 2 âûáèðàåò òðåòüþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x2.

Ïóñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòåé θ(x4), θ(x5) è θ(x6) çàäàíû â âèäå
ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

Θ(x4) =




0 −3 −1

2 0 2

5 1 0


 , Θ(x5) = Θ(x6) =




0 −1 −1

−1 0 2

2 4 0


 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû x4 è x6 ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíûìè,
à âåðøèíà x5 ÿâëÿåòñÿ ëè÷íîé ïîçèöèåé èãðîêà 3. Â x5 òðåòèé èãðîê
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èìååò òðè àëüòåðíàòèâû: (1) íå ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé
(ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x7), (2) íàëàäèòü ñâÿçü ñ èãðîêîì
1 (ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x8), (3) ðàçîðâàòü ñâÿçü ñ
èãðîêîì 2 (ïðè ýòîì èãðà ïåðåõîäèò â âåðøèíó x9). Â çàâèñèìîñòè
îò âûáîðà àëüòåðíàòèâû èãðîêîì 2 èìååì:

gx7 = gx5 , åñëè èãðîê 3 âûáèðàåò ïåðâóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x5;

gx8 = gx5 ∪ (3, 1), åñëè èãðîê 3 âûáèðàåò âòîðóþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x5;

gx9 = gx5 \ (3, 2), åñëè èãðîê 3 âûáèðàåò òðåòüþ àëüòåðíàòèâó
â âåðøèíå x5.

Ïóñòü ôóíêöèè ïîëåçíîñòåé θ(x7), θ(x8) è θ(x9) çàäàíû â âèäå
ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

Θ(x7) = Θ(x8) = Θ(x9) =




0 −3 −1

2 0 2

5 1 0


 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû x7, x8, x9 ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíûìè
âåðøèíàìè. Òîãäà ìíîæåñòâà ëè÷íûõ ïîçèöèé èãðîêîâ P1, P2, P3 è
ìíîæåñòâî îêîí÷àòåëüíûõ âåðøèí P4 èìåþò âèä: P1 = {x0}, P2 =

{x2}, P3 = {x5}, P4 = {x1, x3, x4, x6, x7, x8, x9}, à äðåâîâèäíûé ãðàô K

ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.

Ðèñóíîê 2. Äðåâîâèäíûé ãðàô K

Äëÿ íà÷àëà âû÷èñëèì èíäèâèäóàëüíûå âûïëàòû èãðîêàì â êàæ-
äîé âåðøèíå ãðàôà K. Ðàññìîòðèì âåðøèíó x0. Ïîñòðîèì õàðàêòå-
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ðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî ïðàâèëó (1.1):

v(x0, {1, 2, 3}) = 4,

v(x0, {1, 2}) = 2,

v(x0, {1, 3}) = 0,

v(x0, {2, 3}) = 2,

v(x0, {1}) = v(x0, {2}) = v(x0, {3}) = 0.

Èíäèâèäóàëüíûå âûïëàòû èãðîêàì â x0 âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ âåêòîðîìØåïëè ïî ïðàâèëó (1.3). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì âåêòîð:

γ(x0) = (1, 2, 1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíûå âûïëàòû èã-
ðîêàì â îñòàëüíûõ âåðøèíàõ äðåâîâèäíîãî ãðàôà K. Ïðèâåäåì èõ
îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ:

γ(x1) = (−1.5, 0, 1.5), γ(x6) = (0, 2, 2),

γ(x2) = (0, 1, 1), γ(x7) = (1, 2.5, 1.5),

γ(x3) = (0.5, 2.5, 0), γ(x8) = (3.5, 2.5, 4),

γ(x4) = (0, 1.5, 1.5), γ(x9) = (1, 2, 1).

γ(x5) = (−0.5, 2.5, 3),

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âûïëàò èãðîêàì â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà K

ïîñòðîåíèå ñèòóàöèè àáñîëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ìíîãîøàãîâîé ñåòå-
âîé èãðå íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ òðóäíîñòåé. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íà çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñèòóàöèè àáñîëþòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ â ìíîãîøàãîâîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ òîé ëèøü ðàç-
íèöåé, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå âûèãðûøè èãðîêîâ çàäàíû â
îêîí÷àòåëüíûõ âåðøèíàõ ãðàôà èãðû, à â ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëàãà-
þòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Èñêîìàÿ ñèòóàöèÿ àáñîëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ â
ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøå-
íèé (2.1)�(2.2).

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ ñëåäóþùèå:

u∗1(x0) = x2, u∗2(x2) = x5, u∗3(x5) = x8.

Â ñèòóàöèè àáñîëþòíîãî ðàâíîâåñèÿ (u∗1, u
∗
2, u

∗
3) ðåàëèçóåòñÿ îïòèìàëü-

íûé ïóòü {x0, x2, x5, x8} èç íà÷àëüíîé âåðøèíû x0 â îêîí÷àòåëüíóþ
x8. Âäîëü îïòèìàëüíîãî ïóòè èãðà ðàçâèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàíà ñåòü Gx0 , óêàçàííàÿ íà ðèñ. 1. Äàëåå
èãðîê 1 ðàçðûâàåò ñâÿçü ñî âòîðûì èãðîêîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåòè
Gx2 , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3. Ïîñëå ýòîãî äåëàåò õîä èãðîê 2, êîòîðûé

Ðèñóíîê 3. Ñåòü Gx2

çà ñâîé õîä óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ñ èãðîêîâ 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåòè
Gx5 , ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4. È, íàêîíåö, ñâîèì õîäîì èãðîê 3 çàêàí-

Ðèñóíîê 4. Ñåòü Gx5

÷èâàåò èãðó, óñòàíîâèâ ñâÿçü ñ èãðîêîì 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåòè Gx8 ,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 5.

Çíà÷åíèå ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû ðàâíî (4, 8, 9), à ïîøàãî-
âûå èíäèâèäóàëüíûå âûïëàòû ñëåäóþùèå: γ(x0) = (1, 2, 1), γ(x2) =

(0, 1, 1), γ(x5) = (−0.5, 2.5, 3), γ(x8) = (3.5, 2.5, 4).
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Ðèñóíîê 5. Ñåòü Gx8
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MULTISTAGE NETWORKING GAMES WITH FULL
INFORMATION
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Abstract : Multistage networking games with full information are
considered. The network structure which connects the players is de�ned
at every time moment. We assume that each verge has a utility (the
player's pro�t form the connection with another player), and players
have a right to change network structure at every stage. The approach
to de�ne optimal players' behavior is proposed.

Keywords : network, networking games, utility, Shapley value, Nash equilibrium.


