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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíûé âàðèàíò èãðû ÍÈÌ,
â êîòîðîé äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè çà÷åðïûâàþò âîäó èç êàêîé-òî
åìêîñòè. Âûèãðûâàåò èãðîê, ñäåëàâøèé ýòî ïîñëåäíèì. Íàõî-
äÿòñÿ îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè è çíà÷åíèå èãðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èãðà ÍÈÌ, îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð, íåïðåðûâíûé
âàðèàíò, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè.

1. Ââåäåíèå
Epp è Ferguson ðàññìîòðåëè â [1] ñëåäóþùóþ èãðó äâóõ ëèö è íà-

øëè åå ðåøåíèå. Â äàííîé èãðå äâà èãðîêà äîñòàþò èç êó÷è êàìíåé
êàêîå-òî ÷èñëî êàìíåé. Ïðè ýòîì, çàäàíû íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî m è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ f(n). Âíà÷àëå ïåðâûé èãðîê äî-
ñòàåò èç êó÷è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî êàìíåé n1, êîòîðîå íå ïðåâûøàåò
m. Íà ñëåäóþùåì øàãå äðóãîé èãðîê äîñòàåò èç êó÷è êàêîå-òî ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî êàìíåé n2, êîòîðîå íå ïðåâûøàåò f(n1) è òàê äàëåå.
Èãðîê, äîñòàâøèé ïîñëåäíèé êàìåíü èç êó÷è, âûèãðûâàåò â äàííîé
èãðå. Ýòà èãðà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì èãðû ÍÈÌ (ñì., íàïðèìåð, [2]).
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ äàííîé èãðû.

2. Íåïðåðûâíàÿ èãðà ÍÈÌ
Ðàññìîòðèì èãðó äâóõ ëèö. Ïóñòü m, b ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî m ≤ b, è ïóñòü g íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëåííàÿ íà [m, +∞[, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

g(m) ≥ m, (2.1)
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g(x) < M x ∈ [m,M [, (2.2)

ãäå M = g(m) + m.
Ïóñòü â íåêîòîðîì áàññåéíå íàëèòî X ëèòðîâ âîäû. Íà ïåðâîì

øàãå ïåðâûé èãðîê çà÷åðïûâàåò èç áàññåéíà íåêîòîðûé îáúåì âîäû
x1, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

min(m,X) ≤ x1 ≤ min(b,X).

Íà ñëåäóþùåì øàãå âòîðîé èãðîê çà÷åðïûâàåò èç áàññåéíà îáúåì
âîäû x2, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

min(m, X) ≤ x2 ≤ min(g(x1), X),

è òàê äàëåå. Èãðîê, çà÷åðïíóâøèé âîäó ïîñëåäíèì, âûèãðûâàåò â
äàííîé èãðå.

3. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ
Äëÿ X > 0 îïðåäåëèì V (X) êàê ìíîæåñòâî òàêèõ x ≥ min(m,X),

÷òî èãðîê ìîæåò çà÷åðïíóòü x ëèòðîâ âîäû è îáÿçàòåëüíî âûèãðà-
åò. Òîãäà äëÿ X, íå ïðåâûøàþùåãî M , ìíîæåñòâî V (X) ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà X.

Ïîëîæèì v(X) = inf V (x). Äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ X è âñåõ
x ∈ [m,X[, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
Åñëè g(x) < v(X − x), òî x ∈ V (X).

Åñëè g(x) > v(X − x), òî x /∈ V (X).

Åñëè g(x) = v(X − x) è v(X − x) ∈ V (X − x), òî x /∈ V (X).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(X) ∈ V (X). Òîãäà ïåðâûé èãðîê âûèãðû-
âàåò, åñëè b ≥ v(X), à âòîðîé âûèãðûâàåò, åñëè b < v(X). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ èãðû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ X

âûïîëíÿåòñÿ v(X) ∈ V (X) è íàéòè ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ v(X).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü X ≥ m ìîæíî çàïèñàòü â âèäå X = nM +h, ãäå
n öåëîå ÷èñëî è 0 < h ≤ M. Òîãäà v(X) ≥ max(m, h), è äëÿ h < M

èìååò ìåñòî v(X) ∈ V (X), è v(X) = max(m,h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ m ≤ X ≤ M. Ïðåä-
ïîëîæèì îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ X ≤ K è äîêàæåì åãî äëÿ X ≤ K+m.
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Äëÿ y ∈ [m,max(m,h)[ èìååì

X − y = nM + h− y, h ≥ m, 0 < h− y < M, X − y ≤ K.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ v(X − y) ∈ V (X − y) è v(X − y) =

max(m,h− y). Êðîìå òîãî, èìååì v(X − y) ≤ M −m = g(m) ≤ g(y) è
y /∈ v(X). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v(X) ≥ max(m,h). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ h < M è y = max(m,h) èìååò ìåñòî

X − y = (n− 1)M + M + h− y, 0 < M + h− y ≤ M.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ v(X−y) ≥ M +h−y. Åñëè h ≥ m,
òî y = h è g(y) < M = M + h − y. Åñëè h < m, òî y = m è g(y) =

M−m < M +h−y. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ g(y) < v(X−y). Òàêèì îáðàçîì,
y ∈ V (X) è v(X) = y. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Îñòàåòñÿ íàéòè v(X) è äîêàçàòü, ÷òî v(X) ∈ V (X) äëÿ X âèäà
nM. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé g(M) < M. Èç ëåììû ñëåäóåò g(M) < M ≤ v((n −
1)M). Òîãäà M ∈ V (nM). Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷èì v(nM) ≥
M è v(nM) = M.

Âòîðîé ñëó÷àé g(M) ≥ M. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f îò íàòóðàëüíîãî
àðãóìåíòà ïî ôîðìóëå

f(n) = [g(nM)/M ]

(ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò äèñ-
êðåòíóþ èãðó ÍÈÌ. Êîðîòêî îïèøåì ðåøåíèå ýòîé èãðû (äåòàëè ñì.
â [1]). Äëÿ êó÷è èç n êàìíåé ïóñòü L(n) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êàìíåé,
êîòîðîå èãðîê äîëæåí äîñòàòü èç êó÷è è áûòü ïîáåäèòåëåì. Òîãäà
ôóíêöèÿ f è L îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

f(k) ≥ L(n− k) äëÿ 1 ≤ k < L(n),

f(k) < L(n− k) äëÿ k = L(n).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ äîêàçàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1. v(nM) = L(nM) è v(nM) ∈ V (nM).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ïî èíäóêöèè ïî n. Î÷åâèäíà áà-
çà èíäóêöèè. Ïî ëåììå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî v(nM) ≥ M . Äëÿ
x ∈ [M, L(n)M ] âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

1) x = kM + h, ãäå k öåëîå ÷èñëî, è 0 < h < M. Òîãäà nM −
x = (n − k − 1)M + M − h è 0 < M − h < M. Ñîãëàñíî ëåììå,
v(nM − x) = M − h < g(x) è x /∈ V (nM).

2) x = kM, 1 ≤ k ≤ L(n). Ïî èíäóêöèè v((n−k)M) = L((n−k)M)

è v((n − k)M) ∈ V ((n − k)M). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f,

èìååì
(f(k) + 1)M > g(x) ≥ f(k)M.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k < L(n), òî

f(k) ≥ L(n− k), g(x) ≥ L(n− k)M è x /∈ V (nM).

Åñëè æå k = L(n), òî

f(k) < L(n−k), f(k)+1 ≤ L(n−k), g(x) < L(n−k)M è x ∈ V (nM).

4. Íåïðåðûâíàÿ èãðà ÍÈÌ áåç óñëîâèÿ (2.2)
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàê è âûøå, äâà èãðîêà ïî-î÷åðåäè âû-

÷èòàþò ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåæíèì óñëîâèÿì, èç ïîëîæèòåëü-
íîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà X. Íî, åñëè ðàíüøå èãðà çàêàí÷èâàëàñü,
êîãäà ðàçíèöà ñòàíîâèëàñü íåïîëîæèòåëüíîé è èãðîê, ñäåëàâøèé ýòî,
ñòàíîâèëñÿ ïîáåäèòåëåì, òî òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èãðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ ïðè îòðèöàòåëüíîé ðàçíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå
(2.2) íà ôóíêöèþ g íå òðåáóåòñÿ.

5. Âûèãðûâþùåå ïðåäñòàâëåíèå
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(i) = g(m) ïðè 1 ≤ i ≤ m. Îáîçíà÷èì V (X)

íàáîð òàêèõ x ≥ m, ÷òî èãðîê ìîæåò âû÷åñòü x èç X è îáÿçàòåëüíî
âûèãðàåò. Ïóñòü v(n) = inf V (n). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî v(X) = ∞
ïðè X ≤ 0. Îïðåäåëèì

ṽ(X) = (v(X), 0), åñëè v(X) ∈ V (X),

ṽ(X) = (v(X), 1), åñëè v(X) /∈ V (X),
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g̃(x) = (g(x), 0).

Ñ÷èòàåì, ÷òî R×{0, 1} ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, ò.å.

(x, s) ≤ (x′, s′) ýêâèâàëåíòíî x < x′ èëè (x = x′ è s ≤ s′).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x ∈ V (X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g̃(x) <

ṽ(X − x). Çàìåòèì, ÷òî m ≤ v(X) ≤ X è ṽ(X) = max((m, 0), (X, 1))

äëÿ 0 ≤ X < m + g(m). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ṽ−(X) = inf
ε>0

sup{ṽ(x)|X − ε < x < X},

v−(X) = pr1ṽ−(X),

g+(X) = inf
ε>0
{g̃(X + ε)},

g−(X) = sup
ε>0
{g̃(X − ε)}.

Ïóñòü
A = {X ≥ 0| v(X) = max{(X, 1), (m, 0)}},

B = {X ≥ 0| v(X) < v−(X)},
C = {X ≥ 0| v(X) < X è v−(X) = X}.

Ñ÷èòàåì, ÷òî (x1, s) + x2 = (x1 + x2, s).

Çàìåòèì, ÷òî

X ∈ A, 0 ≤ X < m + g(m),

X /∈ B, 0 < X < m + g(m),

0 ∈ B, m + g(m) ∈ C.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü 0 ≤ Y < X, t ∈ V (X), t − (X − Y ) ∈
V (Y ). Òîãäà t− (X − Y ) ∈ V (Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

g̃(t) < ṽ(X − t),

g̃(t− (X − Y )) ≤ g̃(t) < ṽ(X − t) = ṽ(Y − (t− (X − Y ))),

t− (X − Y ) ∈ V (Y ).
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Ëåììà 5.2. Ïóñòü Y < X ≤ Y + m, ṽ(Y ) > (m, 0), ṽ(X) < ṽ(Y ) +

X − Y. Òîãäà ṽ(x) = (m, 0) äëÿ X ≤ x ≤ Y + m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [(X+Y )/m] = k. ([z] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà z.) Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k. Î÷åâèäíî, ýòî
âåðíî äëÿ k ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ k ≤ K è äîêàæåì
âûïîëíåíèå äëÿ k = K + 1. Âûáåðåì t ∈ V (X) òàêîå, ÷òî (t, 0) <

ṽ(Y ) + X − Y. Åñëè t ≥ m + X − Y , òî ïî Ëåììå 5.1 t − (X − Y ) ∈
V (Y ) è (t − (X − Y ), 0) ≥ ṽ(Y ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò ÷òî
t < m + X − Y. Ïóñòü X − t < s ≤ Y. Òîãäà [(X − t + s)/m] ≤ k. Åñëè
ṽ(s) < ṽ(X − t), òî ṽ(Y ) = (m, 0) ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî ṽ(X − t) ≤ ṽ(s),

è èìååì g̃(m) ≤ g(t) < ṽ(X − t) ≤ ṽ(x − m) è ṽ(x) = (m, 0) äëÿ
X ≤ x ≤ Y + m. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè v(X) = (v(X), 1), òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òà-
êîå, ÷òî ]v(X), v(X) + ε[⊂ V (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì 0 < ε1 < m òàêîå, ÷òî v(X) + ε1 ∈ V (X).

Òîãäà
ṽ(X − (v(X) + ε1)) > g̃(v(X) + ε1) ≥ (m, 0).

Åñëè ṽ(x) < ṽ(X − (v(X) + ε1)) äëÿ X − (v(X) + ε1) < x < X − v(X),

òî ïî Ëåììå 5.2 ṽ(t) = (m, 0) äëÿ x ≤ t ≤ X − v(X), è s /∈ V (X) äëÿ
v(X) < s < X − x. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òàêîãî x

íåðàâåíñòâî ṽ(x) ≥ ṽ(X − (v(X) + ε)) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî
]v(X), v(X) + ε[⊂ V (X).

Ëåììà 5.3. Ïóñòü X ∈ B. Òîãäà ṽ(X) = (m, 0) äëÿ X ≤ x < X +m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < ε < m. Âûáåðåì Y òàê, ÷òî X − ε <

Y < X è ṽ(Y ) > ṽ(X). Òîãäà äëÿ X ≤ x ≤ Y +m èìååì ṽ(x) = (m, 0)

ïî Ëåììå 5.1. Íåîáõîäèìîå çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ïðîèçâîëüíîñòè
ε.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü X ≥ 0. Åñëè ṽ(X) > (m, 0), òî ṽ(X) = (v(X), 1)

è ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ṽ(x) = ṽ(X) + x − X äëÿ X ≤
x < X + ε. Åñëè ṽ(X) = (m, 0), òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
ṽ(X) = (m, 0) äëÿ X ≤ x < X + ε.



Íåïðåðûâíàÿ èãðà ÍÈÌ 9

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [X/m] = k. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî âåðíî
ïðè k ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ k ≤ K è äîêàæåì äëÿ
k = K + 1.

Ñëó÷àé ṽ(X) > (m, 0).

Ïóñòü t ∈ V (X). Òîãäà t > m, g̃(x) < ṽ(X−t), ṽ(X−t) > (m, 0). Ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî ṽ(x) =

ṽ(X − t) + x− (X − t) äëÿ X − t ≤ x < (X − t) + ε. Òîãäà g̃(t− ε/2) <

ṽ(X − (t − ε/2)) è t − ε/2 ∈ V (X). Ñëåäîâàòåëüíî ṽ(X) = (v(X), 1).

Âûáåðåì t ∈ V (X) òàêîå, ÷òî t− v(X) < m. Òîãäà ṽ(X − t) > (m, 0).

Èç Ëåììû 5.2 ïîëó÷èì, ÷òî ṽ(y) ≥ ṽ(X−t) äëÿ X−t ≤ y < X−v(X).

Ïóñòü X ≤ x < X +(t−v(X)). Òîãäà äëÿ v(X)+x−X < s ≤ t èìååì
g̃(s) < ṽ(x− s), s ∈ V (X), è ñëåäîâàòåëüíî ṽ(x) ≤ ṽ(X) + x−X.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
ε1 > 0 òàêîå, ÷òî m /∈ V (x) äëÿ X ≤ x < X + ε1. Îáîçíà÷àÿ ε =

min(t−v(X), ε1) è èñïîëüçóÿ Ëåììó 5.3, ïîëó÷èì ṽ(x) = ṽ(X)+x−X

äëÿ X ≤ x < X + ε.

Ñëó÷àé ṽ(X) = (m, 0) ìîæåò áûòü äîêàçàí òàêèì æå îáðàçîì.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü 0 ≤ Y < X, ṽ(Y ) > (m, 0), ṽ(Y ) + X − Y ≤
ṽ(X) < ṽ(Y ) + X − Y + m. Òîãäà ṽ(X) = ṽ(Y ) + X − Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ṽ(X) > ṽ(Y ) + X − Y. Òîãäà
0 < (Y − v(Y )) − (X − v(X)) < m. Âûáåðåì x ∈ V (X) è y ∈ V (Y )

òàê, ÷òî X − x < Y − v(Y ) è (Y − y) − (X − x) < m. Òîãäà ṽ(Y −
y), ṽ(X−x) > (m, 0). Ïî Ëåììå 5.2 ṽ(Y−y) ≥ ṽ(X−x). Ñëåäîâàòåëüíî
g̃(X − Y + y) < ṽ(Y − y), X − Y + y ∈ V (X). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
y → v(Y ), èìååì v(X) = v(Y ) + X − Y. Ïîýòîìó, ïî Ëåììå 5.4,
ṽ(X) = (v(X), 1), ṽ(Y ) = (v(Y ), 1) è ṽ(X) = ṽ(Y ) + X − Y.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü v−(X) > (m, 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå,
÷òî ṽ(x) = (v−(X) + x−X, 1) äëÿ X − ε < x < X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε1 < m òàê, ÷òî v(t) − v−(X) < m/2 äëÿ
X−ε1 ≤ t < X. Âûáåðåì 0 < ε ≤ ε1 òàê, ÷òî v(X−ε)−v−(X) > −m/2.

Ïî Ëåììå 5.5 èìååì ṽ(x) = ṽ(X − ε) + x− (X − ε) è ṽ(x) = (v−(X) +

x−X, 1).



10 Ñ.Â. Âèííè÷åíêî

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè X ∈ C, òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
x ∈ A äëÿ X − ε < x < X.

Ëåììà 5.7. Ïóñòü

m ≤ Y ≤ X, m ≤ y ≤ Y, g+(Y − y) < v−(X − Y ), x− Y ∈ B.

Òîãäà y ∈ V (Y ) ýêâèâàëåíòíî y ∈ V (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ V (Y ). Òîãäà ïåðâûé èãðîê âû÷èòàåò y

èç X è âûèãðûâàåò èãðó ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì X. Íà ïîñëåäíåì
øàãå îí âû÷èòàåò y1 èç X − Y + y2, 0 ≤ y2 ≤ Y − y, y1 > y2. Ñóùå-
ñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî g(Y − y + ε) < v(X − Y − ε). Åñëè y2 ≥ m,

òî ïåðâûé èãðîê âû÷èòàåò y2 + ε âìåñòî y1 è âûèãðûâàåò èãðó ñ íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì X. Åñëè y2 < m, òî îí âû÷èòàåò m âìåñòî y1 è
òàêæå âûèãðûâàåò èãðó ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì X. Ñëåäîâàòåëüíî
y ∈ V (Y ).

Ïóñòü òåïåðü y /∈ V (Y ). Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì,
÷òî ïåðâûé èãðîê, âû÷èòàþùèé y èç X, ïðîèãðûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî
y /∈ V (X).

Ëåììà 5.8. Ïóñòü m ≤ Y ≤ X. Òîãäà (Y, 1) = ṽ(X) ýêâèâàëåíòíî
g+(Y ) < v−(X − Y ), Y ∈ A, è X − Y ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Y, 1) = ṽ(X). Ïî ñëåäñòâèþ 5.2 ñóùåñòâóåò
ε > 0 òàêîå, ÷òî ]Y, Y +ε[⊂ V (X). Èç ýòîãî èìååì g+(Y ) < v−(X−Y ).

Ïîñêîëüêó Y /∈ V (X), òî v(X − Y ) < v−(X − Y ) è X − Y ∈ B.

Ïóñòü m ≤ y ≤ Y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ∈ V (Y ). Ïî Ëåììå 5.7 èìååì
y ∈ V (X). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî Y ∈ A.

Ïóñòü, íàîáîðîò, g+(Y ) < v−(X − Y ), Y ∈ A, X − y ∈ B, è m ≤
y ≤ Y. Òîãäà y ∈ V (Y ). Èç Ëåììû 5.7 ïîëó÷èì, ÷òî y /∈ V (X). Èç
Ëåììû 5.6 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ε > 0 òàêîãî, ÷òî ]Y, y + ε[⊂ V (X).

Ñëåäîâàòåëüíî ṽ(X) = (Y, 1).

Ëåììà 5.9. Ïóñòü X > 0. Òîãäà X ∈ B ýêâèâàëåíòíî v−(X) ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 5.6 ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî v(x) =

v−(X) + x − X äëÿ X − ε < x < X. Ïóñòü Y = v(x). Ïî Ëåììå 5.8
èìååì g+(Y ) < V−(X − Y ), Y ∈ A, è x− Y = X = v−(X) ∈ B. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî g+(v−(X)−m) < v−(X−v−(X)). Ïî Ëåììå 5.7 m ∈ V (X)
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ýêâèâàëåíòíî m ∈ V (v−(X)). Ñëåäîâàòåëüíî X ∈ B ýêâèâàëåíòíî
v−(X) ∈ C.

Ëåììà 5.10. Ïóñòü ṽ(X) = (m, 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò 0 ≤ a < m

òàêîå, ÷òî X − a ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (m, 0) ≤ g̃(m) < ṽ(X − m). Ïî Ëåììå 5.3
ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ṽ(x) = ṽ(X − m) + x − (X − m) äëÿ
X−m ≤ x < X−m+ε. Ïóñòü a = sup{0 ≤ x < m| ṽ(X−x) = (m, 0)}.
Òîãäà 0 ≤ a < m. Èç Ëåììû 5.4 ñëåäóåò, ÷òî ṽ(X − a) = (m, 0) è
X − a ∈ B.

Ïóñòü X ïðåäñòàâëåíî êàê ñóììà:

X = a + h1 + . . . + ht, (5.1)

hi ∈ C, g̃−(hi−1) < (hi, 1), 2 ≤ i ≤ t,

a ∈ A, g+(a) < h1. (5.2)

Êàê è â [1], ñóììó (5.1) áóäåì íàçûâàòü âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÷èñëà X.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü X èìååì âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå (5.1).
Òîãäà

1) ṽ(X) = max((m, 0), (a, 1));

2) v−(X − a) = h1;

3) X ∈ B ýêâèâàëåíòíî a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî t. Áàçà èíäóêöèè
ïðè t = 0 î÷åâèäíà. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òî x ∈ A äëÿ h1−ε < x < h1.

Òîãäà
Y = x + h2 + . . . + ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òàêîãî x. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ ṽ(Y ) = max((m, 0), (a, 1)). Ñëåäîâàòåëüíî v−(X − a) =

h1 ∈ C. Ïî Ëåììå 5.9 X − a ∈ B. Èç Ëåìì 5.2 è 5.6 ñëåäóåò ṽ(X) =

max((m, 0), (a, 1)). Îêîí÷àòåëüíî, åñëè X ∈ B, òî ṽ(X) = (m, 0),
v−(X) > m, m > a. Åñëè a > 0, òî v−(X) = m. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî a = 0.
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Òåîðåìà 5.2. Êàæäîå X ≥ 0 èìååò åäèíñòâåííîå âûèãðûâàþùåå
ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [X/m] = k. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî
k. Óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè k ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
âåðíî ïðè k ≤ K è äîêàæåì äëÿ k = K + 1.

Ñëó÷àé ṽ(X) = (a, 1).

Â ýòîì ñëó÷àå g+(a) < v−(X−a), a ∈ A, X−a ∈ B, è [(X−a)/m] ≤
K. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ X − a èìååò âûèãðûâàþùåå
ïðåäñòàâëåíèå

X − a = a′ + h1 + . . . + ht,

è a′ = 0 ïî Òåîðåìå 5.1. Ñëåäîâàòåëüíî

x = a + h1 + . . . + ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå.
Ñëó÷àé ṽ(X) = (m, 0).

Ïî Ëåììå 5.10 ñóùåñòâóåò 0 ≤ a < m òàêîå, ÷òî X − a ∈ B.

Ïî Ëåììå 5.6 ìîæíî âûáðàòü ε > 0 òàêîå, ÷òî ṽ(x) = (v−(X) + x −
X, 1) äëÿ X − ε < x < X. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ x èìååò
âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå

x = a′ + h2 + . . . + ht,

a′ = v−(X) + x−X.

Ïóñòü h1 = v−(X). Òîãäà g̃−(h1) < (h2, 1). Ïî Ëåììå 5.9 h1 ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî g(a) < v−(X), è

x = a + h1 + . . . + ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå.
Åäèíñòâåííîñòü âûèãðûâàþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü

ïðîñòîé èíäóêöèåé.

6. Âû÷èñëåíèå a è hi

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai, ci. Ïóñòü a1 = 1, c1 = m +

f(m). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ai, ci áûëè óæå îïðåäåëåíû äëÿ i ≤ r, è
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû

a1 < c1 < a2 < c2 < . . . < ar < cr.
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Åñëè g̃−(cr) < (cr, 1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai, ci êîíå÷íû è êàæäàÿ
èç íèõ ñîñòîèò èç r ÷ëåíîâ.

Â äðóãîì ñëó÷àå, ïóñòü p íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî p ≤ r è
g−(cp) ≥ (cr, 1). Ïóñòü q = inf{ap ≤ t < cp| g(t) ≥ cr}. Òîãäà g+(q) ≥ cr.

Îïðåäåëèì ar+1, cr+1 íåðàâåíñòâàìè:

ar+1 = cr + q, cr+1 = ar+1 + min(m, cp − q)

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü X ≥ 0. Åñëè ai ≤ X < ci äëÿ íåêîòîðîãî i, òî
X ∈ A. Åñëè ci ≤ X < ai+1, òî X /∈ A. Åñëè cs � íàèáîëüøåå ÷èñëî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ci, òî X /∈ A äëÿ X ≥ cs. ×èñëà cr ôîðìèðóþò
íàáîð C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî i. Áàçà èí-
äóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ i ≤ r

è äîêàæåì äëÿ i = r + 1. Ïóñòü ar+1 ≤ X < cr+1. Òîãäà X − cr ∈ A.

Åñëè m ≤ x ≤ X − cr è

X − cr − x = a + h1 + . . . + ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå, òî ht < cp è g̃−(ht) < (cr, 1) ïî âûáîðó
p. Òàêæå èìååì, ÷òî g̃(x) < (a, 1). Ñëåäîâàòåëüíî

X − x = a + h1 + . . . + ht + cr

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå, è x /∈ V (X). Åñëè X − cr < x ≤ X,

òî x > q, g(x) ≥ cr > X − x, x /∈ V (X). Òîãäà X ∈ A. Ïóñòü òåïåðü
cr+1 ≤ X < ar+2 è

X − cr+1 = a + h1 + · · ·+ ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå. Êàê è âûøå èìååì

x = a + h1 + . . . + ht + cr+1

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñ áîëåå ÷åì îäíèì ñëàãàåìûì. Ñëåäî-
âàòåëüíî X /∈ A. Â ÷àñòíîñòè cr+1 /∈ A. Ïîñêîëüêó v−(cr+1) = cr+1,

òî cr+1 ∈ C. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî X /∈ C äëÿ ar+1 ≤ X < c−r+1 è
cr+1 < X < ar+2.
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Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ci èìååò
íàèáîëüøèé ýëåìåíò cs. Òîãäà g̃−(cs) < (cs, 1). Çàïèøåì x ≥ cs â
ôîðìå X = ncs + X ′, ãäå 0 ≤ X ′ < cs, n ≥ 1. Ïóñòü

X ′ = a + h1 + · · ·+ ht

âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà g̃(ht) ≤ g̃−(cs) < (cs, 1), è

X = a + h1 + . . . + ht + cs + . . . + cs︸ ︷︷ ︸
n ñëàãàåìûõ

òàêæå âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîãî
ñëàãàåìîãî. Ñëåäîâàòåëüíî X /∈ A. Î÷åâèäíî X /∈ C.

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü X èìååò âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå (5.1),
a ≥ m, t ≥ 1, h1 = ci, x > a, è g(x) < h1. Òîãäà ]a, L] ⊂ V (X), ãäå
L = min(x, a + h1 − g(x), a + ci − ai).

Ïîýòîìó, èìååì ñëåäóþùóþ âûèãðûâàþùóþ ñòðàòåãèþ. Åñëè åñòü
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî X è âåðõíåå îãðàíè÷åíèå b, òî èãðîê äîëæåí
íàéòè âûèãðûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå

X = a + h1 + · · ·+ ht.

Åñëè a < m, òîãäà îí äîëæåí âû÷åñòü m. Åñëè a ≥ m, òî îí äîëæåí
âû÷åñòü ëþáîå ÷èñëî x, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì a < x ≤
min(b, L). (L îïðåäåëåíî â Òåîðåìå 6.2) Åñëè a ≤ b, òî âûèãðàòü
íåâîçìîæíî.

Åñëè èãðîê, êîòîðûé äåëàåò îòðèöàòåëüíóþ ðàçíèöó, ïðîèãðûâà-
åò, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òó æå ñàìóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ÷èñëà X−m.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Epp R.J., Ferguson T.S. A note on take-away games // The Fibonacci
Quarterly. 1980. V. 44. � 18. P. 39-53.

2. Moulin H. Theorie des jeux pour l'economie et la politique, Hermann,
Paris, 1981.



Íåïðåðûâíàÿ èãðà ÍÈÌ 15

3. A.J. Schwenk, Take-Away Games // The Fibonacci Quarterly. 1970.
V. 8. P. 225-234.

CONTINUOUS GAME NIM

Sergey V. Vinnichenko, Chita Institute of Natural Resources,
Siberian Branch of RAS, Novosibirsk, Cand. Sc.

Abstract : A continuous version of game NIM is considered in which two
players take water from the tank one by one. The player wins the game
if she makes the last turn. Optimal strategies and value of the game is
obtained.

Keywords : game NIM, restriction for the choice, continuous version, optimal
strategies.


