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1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íîé çàäà÷åé òåîðèè óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìàìè (ÒÓ-
ÎÑ) [3], ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè [4], ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè
[9], òåîðèè èãð è òåîðèè âûáîðà [5]. Êðàòêî ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî àãåíòà ñóùå-
ñòâóåò íàèëó÷øåå ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ (òî÷êà
ïèêà), êîòîðîå îí õîòåë áû ïîëó÷èòü, è ñóììà òî÷åê ïèêà ïðåâû-
øàåò êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, èìåþùåãîñÿ â ñèñòåìå. Óïðàâëÿþùåìó
îðãàíó � öåíòðó � íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû ìåæäó àãåíòà-
ìè, îáåñïå÷èâ ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåìè èëè èíûìè êðèòåðèÿìè. Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
öåíòðîì, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó çàÿâîê àãåíòîâ êîëè÷å-
ñòâî ðåñóðñîâ, âûäåëÿåìîå òîìó èëè èíîìó àãåíòó, íàçûâàåòñÿ ìå-
õàíèçìîì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Åñëè àãåíòû ñîîáùàþò íåïîñðåä-
ñòâåííî òðåáóåìîå èì êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, òî ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ
ïðÿìûì. Â êëàññèôèêàöèè ÒÓÎÑ ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ ïðèíàäëåæàò êëàññó ìåõàíèçìîâ ïëàíèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïî-
ìèìî ýôôåêòèâíîñòè, âàæíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ èõ ìàíèïóëèðó-
åìîñòü/íåìàíèïóëèðóåìîñòü. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ìåõàíèçìå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ àãåíòû ÿâëÿþòñÿ âîâëå÷åííûìè â èãðó � êîëè-
÷åñòâî ðåñóðñîâ, ïîëó÷àåìîå êàæäûì èç àãåíòîâ, çàâèñèò, â îáùåì
ñëó÷àå, îò çàÿâîê âñåõ àãåíòîâ. Ïðè ýòîì â ðàâíîâåñèè ýòîé èãðû íå
âñåì àãåíòàì ìîæåò áûòü âûãîäíî ÷åñòíî ñîîáùàòü èíôîðìàöèþ î
ñâîèõ òî÷êàõ ïèêà. Ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ íåìàíèïóëèðóåìûì, åñëè
ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè â ðàâíîâåñèè âñåì àãåíòàì âûãîäíî ñîîáùàòü
äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ.

Äëÿ ìîíîòîííûõ ïî çàÿâêàì àãåíòîâ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ áûëî äîêàçàíî [2], ÷òî äëÿ ëþáîãî èç íèõ ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíûé (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà àãåíòîâ äàþùèé òîæå ðåçóëü-
òèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ) ïðÿìîé ìåõàíèçì � íåìàíèïó-
ëèðóåìûé ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Òî
åñòü ïîèñê ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìîæíî
îãðàíè÷èòü êëàññîì ïðÿìûõ íåìàíèïóëèðóåìûõ ìåõàíèçìîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ
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àíîíèìíîñòü. Ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ àíîíèìíûì, åñëè îí ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê àãåíòîâ � èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóð-
ñîâ çàâèñèò òîëüêî îò çàÿâîê àãåíòîâ. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè çà-
äàííîì êîëè÷åñòâå îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ âñå àíîíèìíûå ìîíîòîí-
íûå ïî çàÿâêàì àãåíòîâ ìåõàíèçìû ýêâèâàëåíòíû, è, êàê ñëåäñòâèå,
îáëàäàþò îäèíàêîâîé ýôôåêòèâíîñòüþ. Òî åñòü, åñëè â äîïîëíåíèå ê
ñâîéñòâàì, îïèñàííûì âûøå, îò ìåõàíèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ
òðåáóåòñÿ àíîíèìíîñòü, òî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ¾ïðîñòåéøèé¿
ìåõàíèçì - ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, â êîòîðîì
ðåñóðñû, âûäåëÿåìûå àãåíòó ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû åãî çàÿâêå.

Óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ÷èòàþòñÿ ¾êëàññè÷åñêèìè¿ â ÒÓÎÑ [3, 6]. Îäíàêî,
ýòè ðåçóëüòàòû, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëüêî êëàññîì àíî-
íèìíûõ ìåõàíèçìîâ, ïðè÷åì äî ñèõ ïîð íå áûëà ïîëó÷åíà àíàëèòè÷å-
ñêàÿ çàïèñü ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Â
çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé äàííîé ïðîáëåìàòèêå, îñíîâ-
íîé àêöåíò äåëàëñÿ òàêæå íà àíîíèìíûå ìåõàíèçìû. Íàèáîëåå ïîë-
íûé îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [8]. Îñîáî ñëåäóåò
âûäåëèòü ðàáîòó [10], â êîòîðîé áûë ïîëó÷åí îáùèé âèä àíàëèòè÷å-
ñêîé çàïèñè àíîíèìíûõ íåìàíèïóëèðóåìûõ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ. Äàííûé ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà íåàíîíèìíûå
ìåõàíèçìû â [7], ãäå áûë ïîëó÷åí îáùèé âèä çàïèñè ëþáîãî íåìà-
íèïóëèðóåìîãî è íåàíîíèìíîãî ìåõàíèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ
è áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå òàêèå ìåõàíèçìû ÿâëÿþòñÿ ìåõàíèçìàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Íà ïðàêòèêå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó-
÷åíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàê íàçûâàåìûå ïðèîðèòåòíûå
ìåõàíèçìû [6], â êîòîðûõ ðåøåíèå î òîì, êàê äîëæåí áûòü ðàñïðå-
äåëåí ðåñóðñ ìåæäó àãåíòàìè, îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè èõ ôóíê-
öèé ïðèîðèòåòà, àðãóìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàÿâêè àãåíòîâ íà
ðåñóðñ. Âûäåëÿþò òðè êëàññà ïðèîðèòåòíûõ ìåõàíèçìîâ � ïðÿìûõ
ïðèîðèòåòîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèîðèòåòà êàæäîãî àãåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé åãî çàÿâêè íà ðåñóðñ; îáðàòíûõ ïðèî-
ðèòåòîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèîðèòåòà óáûâàåò ñ ðîñòîì çàÿâêè
àãåíòà íà ðåñóðñ; è àáñîëþòíûõ ïðèîðèòåòîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ïðèîðèòåòà êàæäîãî àãåíòà íå çàâèñèò îò åãî çàÿâêè. Ïðèîðèòåòíûé
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ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ àíîíèìíûì, åñëè âñå àãåíòû èìåþò îäèíàêîâûå
ôóíêöèè ïðèîðèòåòà.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû àêöåíò ñäåëàí íà èññëåäîâàíèå íåà-
íîíèìíûõ ïðèîðèòåòíûõ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Ïðè-
âîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü ïðÿìîãî íåìàíèïóëèðóåìîãî ìåõàíèç-
ìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ýêâèâàëåíòíîãî çà-
äàííîìó ïðèîðèòåòíîìó ìåõàíèçìó. Íà îñíîâå äàííîãî ðåçóëüòàòà
èññëåäóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðèî-
ðèòåòîâ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ìåõàíèçìû ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ ñâî-
äÿòñÿ ê ìåõàíèçìó âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, âûäåëÿåìîå àãåíòó ïðî-
ïîðöèîíàëüíî åãî çàÿâêå, óìíîæåííîé íà åãî ïðèîðèòåò. Ñðåäè âñåãî
êëàññà ìåõàíèçìîâ îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ ìå-
õàíèçìîâ - ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè àãåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
ýêâèâàëåíòíûå ìåõàíèçìû ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ.

Â ðàçäåëå 2 ôîðìàëèçîâàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïðèâåäåíû îïðå-
äåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí ïîñòðîå-
íèþ ïðÿìûõ íåìàíèïóëèðóåìûõ ìåõàíèçìîâ, ýêâèâàëåíòíûõ íåàíî-
íèìíûì ïðèîðèòåòíûì ìåõàíèçìàì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Ðàçäåë
4 � èññëåäîâàíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìàëüíî, çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Îðãàíèçàöèîííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îäíîãî öåíòðà
è ìíîæåñòâà N = {1, . . . , n} àãåíòîâ. Ó öåíòðà èìåþòñÿ ðåñóðñû â
îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå � R ∈ <1

+, êîòîðûå äîëæíû áûòü ðàñïðå-
äåëåíû ìåæäó àãåíòàìè. Ïðåäïî÷òåíèÿ êàæäîãî àãåíòà i ∈ N îòíî-
ñèòåëüíî êîëè÷åñòâà âûäåëÿåìîãî åìó ðåñóðñîâ xi ∈ [0, R] îïðåäåëÿ-
þòñÿ îäíîïèêîâîé ôóíêöèåé ui(xi): <1 → <1 :

1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïèêà τi = arg max ui(x)
x∈<1

+

∀i ∈ N ;

2. ∀z, z′ ∈ <1 , åñëè τi > z > z′ , òî u(z) > u(z′) , åñëè z > z′ > τi ,
òî u(z) 6 u(z′) .
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Â ñëó÷àå, êîãäà
∑
i∈N

τi > R, èìååò ìåñòî äåôèöèò ðåñóðñîâ. Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî çíà÷åíèÿ òî÷åê ïèêà íå èçâåñòíû öåíòðó, íî ÿâëÿþòñÿ îáùèì
çíàíèåì äëÿ àãåíòîâ.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ öåíòð èñïîëüçóåò ìåõàíèçì ïëàíè-
ðîâàíèÿ x = π(s), îïðåäåëÿÿ èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ x =

{x1, . . . , xn}, xi ≥ 0,
∑
i∈N

xi ∈ [0, R] íà îñíîâàíèè ñîîáùåíèé (çàÿâîê)
àãåíòîâ s = {s1, . . . , sn}, si ∈ Si, i ∈ N , ãäå Si � ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ çàÿâîê i -ãî àãåíòà. Åñëè â êà÷åñòâå ñîîáùåíèÿ àãåíòà ïðîñÿò
ñîîáùèòü çíà÷åíèå ñâîåé òî÷êè ïèêà, òî òàêîé ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì.

Òàê êàê âûäåëÿåìûå êàæäîìó àãåíòó öåíòðîì ðåñóðñû çàâèñÿò
îò çàÿâîê âñåõ àãåíòîâ (êîòîðûå îíè ñîîáùàþò îäíîâðåìåííî), òî
ìåæäó àãåíòàìè âîçíèêàåò èãðà â íîðìàëüíîé ôîðìå:

Γ0 = (N, {ui(πi(s))}i∈N , {Si}i∈N),

ãäå πi(s) - êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, âûäåëÿåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåõà-
íèçìîì π(s) àãåíòó i ∈ N .

Åñëè äëÿ ìåõàíèçìà ïëàíèðîâàíèÿ π(s) ìîæíî äëÿ êàæäîãî âîç-
ìîæíîãî âåêòîðà òî÷åê ïèêà àãåíòîâ τ = {τ1, . . . , τn} îïðåäåëèòü ðàâ-
íîâåñíûå ïî Íýøó çàÿâêè1 � s∗π(τ), òî äëÿ íåãî ìîæíî ïðåäúÿâèòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðÿìîé ìåõàíèçì h(τ) :

xi = hi(τ) = πi(s
∗
π(τ)).

Ïðÿìîé ìåõàíèçì ïëàíèðîâàíèÿ h(τ) íàçûâàåòñÿ íåìàíèïóëèðó-
åìûì, åñëè äîìèíàíòíîé ñòðàòåãèåé êàæäîãî àãåíòà ÿâëÿåòñÿ ñîîá-
ùåíèå ñâîåé èñòèííîé òî÷êè ïèêà:

τi ∈ Arg max
si

ui(hi(si, s−i)), ∀s−i, ∀i ∈ N,

ãäå s−i îáîçíà÷àåò ñîîáùåíèÿ âñåõ àãåíòîâ, êðîìå i -ãî. Ìåõàíèçìû
π(s) è ϕ(s) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðè çàäàííîì êîëè-
÷åñòâå ðåñóðñîâ R äëÿ ëþáîãî âåêòîðà òî÷åê ïèêà àãåíòîâ ýòè ìå-
õàíèçìû â ðàâíîâåñèè äàþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ �

1Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàâíîâåñèÿ ìîæåò íå áûòü âîîáùå, èëè èõ ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî. Åñëè ðàâíîâåñèé íåñêîëüêî, òî íåîáõîäèìî ââåñòè ïðàâèëî îòáîðà ðàâ-
íîâåñèé, ïîçâîëÿþùåå èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé âûáèðàòü åäèíñòâåííîå.
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π(s∗π(τ)) = ϕ(s∗ϕ(τ)). Ñîîòâåòñòâóþùèé π(s) ïðÿìîé ìåõàíèçì h(τ)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì π(s), åñëè îí íåìàíèïóëèðóåì. Òðàäèöèîí-
íî â ÒÓÎÑ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåõàíèçìû ïëàíèðîâàíèÿ (ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì [2, 3]:

Ð1. ïðîöåäóðà ïëàíèðîâàíèÿ íåïðåðûâíà è ìîíîòîííà ïî çàÿâêàì
àãåíòîâ (ìîíîòîííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ïðîñèò àãåíò
ðåñóðñîâ, òåì áîëüøå îí ïîëó÷àåò è íàîáîðîò);

Ð2. åñëè àãåíò ïîëó÷èë íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, òî, èçìåíÿÿ
ñâîþ çàÿâêó, îí ìîæåò ïîëó÷èòü ëþáîå ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðå-
ñóðñîâ;

Ð3. åñëè êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, ðàñïðåäåëÿåìîå ìåæäó ãðóïïîé àãåí-
òîâ, óâåëè÷èëîñü, òî êàæäûé èç àãåíòîâ ýòîé ãðóïïû ïîëó÷èò
íå ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, ÷åì ðàíüøå.

Äîñòàòî÷íî øèðîêèì è ïîïóëÿðíûì êëàññîì ìåõàíèçìîâ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèì òðåáîâàíèÿì Ð1-Ð3, ÿâëÿåòñÿ
êëàññ ïðèîðèòåòíûõ ìåõàíèçìîâ, â êîòîðûõ ðåøåíèå î òîì, êàê
äîëæåí áûòü ðàñïðåäåëåí ðåñóðñ ìåæäó àãåíòàìè, îïðåäåëÿåòñÿ íà
îñíîâàíèè èõ ôóíêöèé ïðèîðèòåòà, àðãóìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
çàÿâêè àãåíòîâ íà ðåñóðñ. Ôîðìàëüíî ïðèîðèòåòíûé ìåõàíèçì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, 6]:

πi (s) =





si,
∑
i∈N

si 6 R

min {si, γ ηi (si)} ,
∑
i∈N

si > R
, (2.1)

ãäå ηi(si)i∈N - ôóíêöèè ïðèîðèòåòà àãåíòîâ, γ- íåêîòîðûé íîðìèðî-
âî÷íûé ïàðàìåòð, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

∑
i∈N

xi = R.

Ïðèîðèòåòíûå ìåõàíèçìû äåëÿòñÿ íà òðè êëàññà [6]:

1. ìåõàíèçìû ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ, äëÿ êîòîðûõ ∂ηi

∂si
(si) > 0 ∀si ∈

Si è ∀i ∈ N ;

2. ìåõàíèçìû îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ - ∂ηi

∂si
(si) 6 0 ∀si ∈ Si è

∀i ∈ N ;
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3. ìåõàíèçìû àáñîëþòíûõ ïðèîðèòåòîâ - ∂ηi

∂si
(si) = 0 ∀si ∈ Si è

∀i ∈ N .

Äëÿ ìåõàíèçìà ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çà-
ÿâîê äëÿ êàæäîãî àãåíòà îáû÷íî îãðàíè÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûì êîëè÷åñòâîì ðåñóðñîâ - si ∈ [0, R], ∀i ∈ N . Äëÿ ìåõàíèçìîâ
îáðàòíûõ è àáñîëþòíûõ ïðèîðèòåòîâ ïîäîáíûõ îãðàíè÷åíèé îáû÷íî
íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ìåõàíèçì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ àíîíèìíûì, åñëè îí
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê àãåíòîâ - èòîãîâîå ðàñïðå-
äåëåíèå ðåñóðñîâ çàâèñèò òîëüêî îò çàÿâîê àãåíòîâ. Äëÿ ïðèîðèòåò-
íûõ ìåõàíèçìîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀i ∈ N ηi(si) = η(si). Íàïðèìåð,
ìåõàíèçì ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ πi = R

si∑
j∈N

sj

ÿâëÿåòñÿ àíîíèìíûì ìåõàíèçìîì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïðÿìûõ
ïðèîðèòåòîâ. Ââåäÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ èç-
âåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ôàêòîâ, ïðåäâàðÿþùèõ ðåçóëüòàòû íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû.

2.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå [2], áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåõàíèçìà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì Ð1-Ð3, ñóùåñòâóåò ýê-
âèâàëåíòíûé ïðÿìîé ìåõàíèçì � ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Ýòî ïîçâîëèëî ïðè ïîèñêå ýôôåêòèâíûõ ìåõà-
íèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ îãðàíè÷èòüñÿ êëàññîì ìåõàíèçìîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Áûë ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ äàííûõ ìåõàíèçìîâ. Ïðèâåäåì çäåñü åãî. Ïóñòü çà-
äàí èñõîäíûé ìåõàíèçì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ π(s). Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åìó ïðÿìîé ìåõàíèçì h(τ) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àëãîðèòì 1.

Øàã 0. Âñå àãåíòû ñîîáùàþò τi, ìíîæåñòâî àãåíòîâ - äèêòàòîðîâ
K0 = ∅, ìíîæåñòâî ¾íåóäîâëåòâîðåííûõ¿ àãåíòîâ - íå-äèêòà-
òîðîâ N0 = N , äîñòóïíûå ê ðàñïðåäåëåíèþ ðåñóðñû R0 = R.
Íîìåð øàãà l = 1.
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Øàã l1. Âñåì àãåíòàì èç Nl = Nl−1\Kl−1 âû÷èñëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç äî-
ñòóïíîãî ê ðàñïðåäåëåíèþ ðåñóðñîâ Rl−1, ðàâíîâåñíûé ïî Íýøó
âåêòîð çàÿâîê sl∗(τ). Íàïðèìåð, êàê áûëî ïîêàçàíî â [2], äëÿ
âñåõ ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ êàæäûé àãåíò èç ìíîæå-
ñòâà Nl áóäåò ñîîáùàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ çàÿâêó. Äëÿ
ìåõàíèçìà îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùåé ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó
çàÿâêè [2]:

sl∗
i =

ηi(s
l∗
i )∑

j∈Nl

ηj(sl∗
j )

Rl−1, i ∈ Nl .

Øàã l2. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî àãåíòîâ, ÷üè çàÿâêè ìîãóò áûòü
óäîâëåòâîðåíû íà òåêóùåì øàãå l - Kl : {i ∈ Nl, τi 6 πi(s

l∗(τ))}.
Åñëè Kl = ∅, òî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Øàã l3. Îïðåäåëÿåòñÿ äîñòóïíîå ê ðàñïðåäåëåíèþ êîëè÷åñòâî ðå-
ñóðñîâ Rl = R− ∑

i∈Kl

si. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåì øàãó � l := l + 1.

Áûëî äîêàçàíî [2], ÷òî äàííûé àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó
íå áîëåå, ÷åì çà n øàãîâ (l 6 n ). Àãåíòû, íå ïîïàâøèå â Kl íà l

-òîì øàãå, ïîëó÷àþò πi(s
l∗(τ)) ðåñóðñîâ. Àãåíòû èç ìíîæåñòâà

⋃
j6n

Kj

íàçûâàþòñÿ äèêòàòîðàìè, òàê êàê òîëüêî îò ñîîáùàåìûõ èìè ñâîèõ
òî÷åê ïèêà çàâèñèò, ñêîëüêî ðåñóðñîâ ïîëó÷àò îñòàëüíûå àãåíòû, â
òî âðåìÿ, êàê ñàìè îíè ïîëó÷àþò â òî÷íîñòè òî, ÷òî ïðîñÿò. Îñòàëü-
íûå àãåíòû íàçûâàþòñÿ íå-äèêòàòîðàìè, òàê êàê îò èõ ñîîáùåíèé
ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ íå çàâèñèò.

Òàê æå, â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîé ìåõàíèçì h(τ), ïîñòðîåííûé â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ íåìàíèïó-
ëèðóåìûì, ò.å. ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó ìåõàíèçìó π(s). Ïðèâåäåì
ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà 1.

Ïðèìåð 2.1. R = 10, n = 5, τ = {1, 2, 3, 4, 5}. Ïîêàæåì, êàê äîë-
æåí ôóíêöèîíèðîâàòü ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ, ïîðîæäåííûé ïðîïîðöèîíàëüíûì ìåõàíèçìîì (ôóíêöèÿ
ïðèîðèòåòîâ ηi = Aisi) ñ âåêòîðîì ïðèîðèòåòîâ A = {3, 2, 10, 1, 17}.
Íà ïåðâîì øàãå êàæäîìó àãåíòó áóäåò ïðåäëîæåíî x1

i = 10
33

Ai. Äëÿ
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àãåíòîâ 3 è 5 ýòè âåëè÷èíû áóäóò áîëüøå, ÷åì τ3 è τ5, è ýòè àãåí-
òû ïåðåõîäÿò â ìíîæåñòâî äèêòàòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, íà âòîðîé
øàã îñòàíåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ R1 = 2 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæ-
äó àãåíòàìè 1, 2, 4. Ñîîòâåòñòâåííî, èì áóäåò ïðåäëîæåíî x2

i = 2
6
Ai.

Äëÿ àãåíòà 1 ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ τ1. Íà òðåòèé øàã îñòàíåòñÿ
R2 = 1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó àãåíòàìè 2 è 4. Äëÿ íèõ x3

i = 1
3
Ai,

÷òî íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèé èõ òî÷åê ïèêà. Ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòì
1 îñòàíîâèòñÿ íà òðåòüåì øàãå, àãåíòû 1, 3 è 5 áóäóò äèêòàòîðàìè
(ïîëó÷àò íóæíîå èì êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ), à ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ðåñóðñîâ áóäåò x∗ = {1, 2

3
, 3, 1

3
, 5}.

Îäíàêî, äî ñèõ ïîð íå áûëî ïðåäúÿâëåíî àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè
ìåõàíèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ïîëó÷àåìîãî â ðåçóëüòàòå äåé-
ñòâèÿ àëãîðèòìà 1, õîòÿ ýòî ñóùåñòâåííî îáëåã÷èëî áû ïîèñê ýô-
ôåêòèâíûõ ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ (íàïðèìåð, ìàêñèìóìó ñóììàð-
íîé ïîëåçíîñòè âñåõ àãåíòîâ) ìåõàíèçìîâ èç ýòîãî êëàññà. Îò÷àñòè,
äàííàÿ ñèòóàöèÿ áûëà îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå àíîíèìíûå ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ ýêâèâàëåíòíû. Äàííûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí íà îñíîâå
èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà 1 ïîñòðîåíèÿ ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ýêâèâàëåíòíîãî ïðîèçâîëüíîìó àíîíèìíîìó
ìåõàíèçìó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, óäîâëåòâîðÿþùåìó Ð1-Ð3. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âñå àíîíèìíûå ìåõàíèçìû îáëàäàþò îäèíàêîâîé ýô-
ôåêòèâíîñòüþ. Îäíàêî, îòêàç îò àíîíèìíîñòè äåëàåò àêòóàëüíîé çà-
äà÷ó ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ (íàïðèìåð, ìàê-
ñèìóìà ñóììàðíîé ïîëåçíîñòè âñåõ àãåíòîâ) ìåõàíèçìà èç êëàññà
ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ (ýêâèâàëåíò-
íûõ íåàíîíèìíûì ìåõàíèçìàì). Ïðåäñòàâëåíèå ìåõàíèçìîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîçâîëèò
óïðîñòèò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ìåõàíèçìàì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðè-
îðèòåòîâ, ìîæåò ïîìî÷ü â îòâåòå íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ìåæäó íåàíîíèìíûìè ìåõàíèçìàìè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ. Òî åñòü íàéäåòñÿ ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåõàíèçìà ïðÿ-
ìûõ ïðèîðèòåòîâ ýêâèâàëåíòíûé ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ è
íàîáîðîò. Óñòàíîâëåíèå òàêîé ñâÿçè òàê æå óïðîñòèò çàäà÷ó ïîèñêà
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ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ èç êëàññà ïðèî-
ðèòåòíûõ (òî÷íåå ýêâèâàëåíòíûõ èì ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ), ò.ê. ïîçâîëèò ñóçèòü îáëàñòü ïîèñêà. Ê ñî-
æàëåíèþ, îòâåòèòü íà äàííûé âîïðîñ ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ àëãî-
ðèòìà 1 êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåê-
òèâíûì èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
ñóðñîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ìåõàíèçìàì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ,
çàïèñàííûõ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î òîì, êàê äîëæ-
íû âûãëÿäåòü ïðÿìûå íåìàíèïóëèðóåìûå ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ. Â ðàáîòå [10] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ïðÿìîé íåìàíèïó-
ëèðóåìûé àíîíèìíûé ìåõàíèçì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå:

πi(τ) = min[τi, λ(τ)], (2.2)

åñëè
∑
i∈N

τi > R, ãäå λ(τ) - ¾áàëàíñèðîâî÷íàÿ¿ êîíñòàíòà, ñâîÿ äëÿ
êàæäîãî τ , îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ

∑
i∈N

πi(τ) = R. Â ðàáîòå [7] äàí-
íûé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà íåàíîíèìíûå ìåõàíèçìû, òî åñòü áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ïðÿìîé íåìàíèïóëèðóåìûé àíîíèìíûé ìå-
õàíèçì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:

πi(τ) = min[τi, λi(τ−i)], (2.3)

åñëè
∑
i∈N

τi > R, ãäå λi(τ−i) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
∑
i∈N

πi(τ) = R.
Êðîìå òîãî, â [7] áûëî äîêàçàíî, ÷òî íåàíîíèìíûé íåìàíèïóëèðó-
åìûé ìåõàíèçì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ äîëæåí îáÿçàòåëüíî áûòü
ìåõàíèçìîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ñòðîèòüñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 1. Îäíàêî, íè â îäíîé èç ðàáîò íå ïðèâîäè-
ëîñü êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ λi(τ−i). Òàêèì îáðà-
çîì, àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ àêòóàëüíà. Â äàííîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ
ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ýêâèâàëåíò-
íûõ ìåõàíèçìàì ïðÿìûõ èëè îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ.
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3. Àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

Èç àëãîðèòìà 1 ïîñòðîåíèÿ ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, âûäàâàåìîå àãåí-
òàì íå-äèêòàòîðàì, äîëæíî çàâèñåòü îò òîãî, ñêîëüêî ðåñóðñîâ îñòà-
ëîñü ïîñëå òîãî, êàê áûëè óäîâëåòâîðåíû çàïðîñû äèêòàòîðîâ, è îò
òîãî, íàñêîëüêî ¾ñèëüíû¿ âîçìîæíîñòè àãåíòà â áîðüáå çà ðåñóðñû â
ðàìêàõ èñõîäíîãî ìåõàíèçìà (óñëîâíî ãîâîðÿ, îò òîãî, íàñêîëüêî âû-
ñîê ¾îòíîñèòåëüíûé ïðèîðèòåò¿ àãåíòà). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî àãåíòîâ S ⊆ N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå àãåíòû èç N\S
- äèêòàòîðû. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìåõàíèçìîâ îñòàòêè ðåñóð-
ñîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû ìåæäó àãåíòàìè èç S, âñåãäà
áóäóò çàïèñûâàòüñÿ îäèíàêîâî:

R(S) = R−
∑

j∈N\S
τj. (3.1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü, êàê ýòè îñòàòêè ìîãóò áûòü ðàñïðåäå-
ëåíû ìåæäó àãåíòàìè èç S, íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå èçó÷åíèå
èñõîäíîãî ìåõàíèçìà π(s).

3.1. Ìåõàíèçìû ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ
Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2], â ìåõàíèçìàõ ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ, ëþáîé

àãåíò ïðè ôèêñèðîâàííûõ çàÿâêàõ îñòàëüíûõ àãåíòîâ ïîëó÷àåò ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, ñîîáùàÿ ìàêñèìàëüíóþ
ñâîþ çàÿâêó. Òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî øàãà l àëãîðèòìà 1, ∀i ∈ Nl

s∗il = R è êàæäûé àãåíò èç ìíîæåñòâà Nl ìîæåò ïîëó÷èòü ðåñóðñû â
êîëè÷åñòâå, íå áîëüøåì ÷åì:

xil =
ηi(R)∑

j∈Nl

ηj(R)
R(Nl). (3.2)

Òåîðåìà 3.1. Ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ,
ïîðîæäàåìûé ìåõàíèçìîì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ ñ ôóíêöèÿìè ïðè-
îðèòåòîâ ηi(si), i ∈ N , èìååò âèä:

xi = min{τi, max
S⊆N :i∈S

{R(S)di(S)}}, i ∈ N, (3.3)
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ãäå
di(S) =

ηi(R)∑
j∈S

ηj(R)
, i ∈ S (3.4)

ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ¾îòíîñèòåëüíûé ïðèîðèòåò¿ àãåíòà i

â ìíîæåñòâå S, à R(S) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 è äðóãèõ óòâåðæäåíèé âûíåñåíî â

ïðèëîæåíèå ê ñòàòüå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå (3.3) íå ïðîòè-
âîðå÷èò âûðàæåíèþ (2.3), òàê êàê max

S:i∈S
{R(S)di(S)} íå çàâèñèò îò τi.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûé ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì àáñîëþòíûõ ïðèîðèòåòîâ, òàê êàê âû-
ðàæåíèå (3.3) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàïèñü ïðèîðèòåòíîãî ìå-
õàíèçìà, â êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðèîðèòåòà êàæäîãî àãåíòà íå çàâèñèò
îò åãî ñîîáùåíèÿ: ∀ηi ηi(τi) = max

S:i∈S
{R(S)di(S)}.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 2.1 R = 10, n = 5, τ =

{1, 2, 3, 4, 5}, è èñïîëüçóåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåõàíèçì (ôóíêöèÿ
ïðèîðèòåòîâ ηi = Aisi) ñ âåêòîðîì ïðèîðèòåòîâ A = {3, 2, 10, 1, 17}.

Äëÿ àãåíòà 1 max
S:i∈S

{R(S)di(S)} = 1 = τ1 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{1, 2, 4}.
Äëÿ àãåíòà 2 max

S:i∈S
{R(S)di(S)} = 2

3
< τ2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{2, 4}.
Äëÿ àãåíòà 3 max

S:i∈S
{R(S)di(S)} = 3.125 > τ3 è äîñòèãàåòñÿ ïðè

S = {1, 2, 3, 4}.
Äëÿ àãåíòà 4 max

S:i∈S
{R(S)di(S)} = 1

3
< τ4 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{2, 4}.
Äëÿ àãåíòà 5 max

S:i∈S
{R(S)di(S)} ≈ 5.17 > τ5 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{1, 2, 4, 5}.
Ñîîòâåòñòâåííî, äèêòàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ àãåíòû 1, 3 è 5, à íå-

äèêòàòîðàìè - 2 è 4. Èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ àíàëîãè÷íî
ïîëó÷åííîìó â ïðèìåðå 1: x∗ = {1, 2

3
, 3, 1

3
, 5}.

Èç àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè íåàíîíèìíîãî ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîæíî ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêóþ çàïèñü äëÿ àíîíèìíîãî ìåõàíèçìà.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü àãåíòû óïîðÿäî÷åíû ïî ñîîáùàåìûì òî÷-
êàì ïèêà: τ1 6 . . . 6 τn. Òîãäà ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ïîðîæäàåìûé àíîíèìíûì ìåõàíèçìîì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi = min{τi,

R−∑
j<i

xj

n− (i− 1)
}, i ∈ N. (3.5)

Èç àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðåñóðñîâ âèäíî, ÷òî äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ íå âàæåí êîíêðåòíûé
âèä ôóíêöèé ïðèîðèòåòîâ ηi(si), à âàæíî åå çíà÷åíèå ïðè ñîîáùåíèè
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé çàÿâêè s̄i = R : ηi(R).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìåõàíèçì âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ - ìåõàíèçì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ c ôóíêöèÿìè
ïðèîðèòåòîâ η̃i(si) = Aisi, i ∈ N .

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèçìà ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ, çàäà-
âàåìîãî ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ ηi(si), i ∈ N , ïðè çàäàííîì êîëè-
÷åñòâå ðàñïðåäåëÿåìûõ ðåñóðñîâ ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé ìåõà-
íèçì âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, çàäà-
âàåìûé ñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ: η̃i(si) = Aisi, ãäå

Ai =
ηi(R)∑

j∈N

ηj(R)
, i ∈ N.

Åñëè ìåõàíèçì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ àíîíèìåí, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé 3.2 îí ýêâèâàëåíòåí ìåõàíèçìó ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ (ôóíêöèè ïðèîðèòåòîâ η̃i(si) = si), ÷òî ïîëíî-
ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â [1].

Ïðîèëëþñòðèðóåì, êàê òåîðåìà 3.2 ðàáîòàåò äëÿ íåàíîíèìíûõ
ìåõàíèçìîâ.

Ïðèìåð 3.2. Âñå ïðèîðèòåòíûå ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ,
çàäàâàåìûå ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ ηi(si) = Ais

α
i , α > 0, i ∈ N

ýêâèâàëåíòíû ïðèîðèòåòíîìó ìåõàíèçìó ñ ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ
ηi(si) = Aisi, i ∈ N .

Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå îäíîìó è òîìó æå ìåõàíèçìó ïðÿìûõ
ïðèîðèòåòîâ ïðè îäíîì è òîì æå ñîñòàâå àãåíòîâ äëÿ ðàçíîãî êî-
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ëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, äîñòóïíîãî ê ðàñïðåäåëåíèþ áóäóò ýêâèâàëåíòíû
ðàçíûå ìåõàíèçìû âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü n = 2 è η1(s1) = B1s
2
1, η2(s2) = B2s

3
2. Òîãäà ýòîìó

ìåõàíèçìó ýêâèâàëåíòåí ìåõàíèçì âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ η̃1(s1) = B1s1, η̃2(s2) = B2Rs2, ãäå R � äî-
ñòóïíîå ê ðàñïðåäåëåíèþ êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìåõàíèçìîâ îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ.

3.2. Ìåõàíèçìû îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ
Â îòëè÷èå îò ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ, äëÿ ìåõàíèçìîâ

îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ðàâíîâåñíûå çàÿâêè àãåíòîâ â àëãîðèòìå ïî-
ñòðîåíèÿ ìåõàíèçìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ íà
êàæäîì øàãå l (ñì. àëãîðèòì 1) ìîãóò ìåíÿòüñÿ, òàê êàê îíè îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé [2]:

sl∗
i =

ηi(s
l∗
i )∑

j∈Nl

ηj(sl∗
j )

Rl−1, i ∈ Nl.

Îäíîâðåìåííî sl∗
i ÿâëÿåòñÿ òåì ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ðåñóð-

ñîâ, êîòîðîå àãåíò i ìîæåò ïîëó÷èòü íà øàãå l.

Òåîðåìà 3.3. Ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ,
ïîðîæäàåìûé ìåõàíèçìîì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ñ ôóíêöèÿìè ïðè-
îðèòåòîâ ηi(si), i ∈ N , èìååò âèä:

xi = min{τi, max
S⊆N :i∈S

{s∗i (S)}}, i ∈ N, (3.6)

ãäå s∗i (S) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

s∗i (S) =
ηi(s

∗
i (S))∑

j∈S

ηj(s∗j(S))
R(S), i ∈ S, (3.7)

à R(S) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.1).
Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.7) íå ôèãóðèðóþò òî÷êè ïèêîâ àãåíòîâ,

ïîýòîìó ∀i ∈ N max
S:i∈S

{s∗i (S)} íå çàâèñèò îò τi, ñëåäîâàòåëüíî (3.6)
íå ïðîòèâîðå÷èò (2.3). Ïî àíàëîãèè ñ (3.3), ìåõàíèçì, îïðåäåëÿåìûé
(3.6), ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì àáñîëþòíûõ ïðèîðèòåòîâ.
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Ïðèìåð 3.4. R = 10, n = 5, τ = {1, 2, 3, 4, 5}, ôóíêöèè ïðèîðèòåòîâ:
ηi = Bi/si, âåêòîð ïðèîðèòåòîâ B = {9, 4, 100, 1, 289}

Äëÿ àãåíòà 1 max
S:i∈S

{s∗i (S)} = 1 = τ1 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {1, 2, 4}.
Äëÿ àãåíòà 2 max

S:i∈S
{s∗i (S)} = 2

3
< τ2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {2, 4}.

Äëÿ àãåíòà 3 max
S:i∈S

{s∗i (S)} = 3.125 > τ3 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{1, 2, 3, 4}.
Äëÿ àãåíòà 4 max

S:i∈S
{s∗i (S)} = 1

3
< τ4 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {2, 4}.

Äëÿ àãåíòà 5 max
S:i∈S

{s∗i (S)} ≈ 5.17 > τ5 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{1, 2, 4, 5}.
Ñîîòâåòñòâåííî, äèêòàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ àãåíòû 1, 3 è 5, à íå-

äèêòàòîðàìè - 2 è 4. Èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ àíàëîãè÷íî
ïîëó÷åííîìó â ïðèìåðàõ 2.1 è 3.1: x∗ = {1, 2

3
, 3, 1

3
, 5}.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü R = 10, n = 5, τ = {1, 2, 3, 4, 5}, ôóíêöèè ïðèîðè-
òåòîâ: ηi = Bi − si, âåêòîð ïðèîðèòåòîâ B = {3, 2, 10, 1, 17}.

Äëÿ àãåíòà 1 max
S:i∈S

{s∗i (S)} = 1 = τ1 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {1, 2, 4}.
Äëÿ àãåíòà 2 max

S:i∈S
{s∗i (S)} = 2

3
< τ2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {2, 4}.

Äëÿ àãåíòà 3 max
S:i∈S

{s∗i (S)} = 3.125 > τ3 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S =

{1, 2, 3, 4}.
Äëÿ àãåíòà 4 max

S:i∈S
{s∗i (S)} = 1

3
< τ4 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {2, 4}.

Äëÿ àãåíòà 5 max
S:i∈S

{s∗i (S)} ≈ 5.17 > τ5 è äîñòèãàåòñÿ ïðè S = {1, 2, 4, 5}.
Ñîîòâåòñòâåííî, äèêòàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ àãåíòû 1, 3 è 5, à íå-

äèêòàòîðàìè - 2 è 4. Èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ àíàëîãè÷íî
ïîëó÷åííîìó â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå è ïðèìåðàõ 2.1 è 3.1: x∗ =

{1, 2
3
, 3, 1

3
, 5}.

Èç ïðèìåðîâ 3.4 è 3.5 âèäíî, ÷òî ìåõàíèçì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ è
ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ äàþò îäèíàêîâûé ðå-
çóëüòàò ïðè èäåíòè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäâè-
íóòü ãèïîòåçó î âîçìîæíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ è
îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ.

4. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðèî-
ðèòåòîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â îáùåì âèäå äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ìåõà-
íèçìîâ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ôóíêöèé ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ η ↑= {η ↑1

, . . . , η ↑n} íàéäåòñÿ íàáîð ôóíêöèé îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ η ↓= {η ↓1

, . . . , η ↓n} (è íàîáîðîò), òàêîé, ÷òî ðàçðåøèìà ñèñòåì óðàâíåíèé:

di(S)R(S) = s∗i (S), ∀i ∈ S, ∀S ⊂ N.

Èëè
η ↑i (R)∑

j∈S

η ↑j (R)
=

η ↓i (s∗i (S))∑
j∈S

η ↓j (s∗j(S))
, ∀i ∈ S, ∀S ⊂ N. (4.1)

Îäíàêî, â îáùåì íå ñóùåñòâóåò íàáîðà ôóíêöèé ïðèîðèòåòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (4.1). Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, êîòîðûì äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû
äëÿ íåãî ñóùåñòâîâàë ýêâèâàëåíòíûé ìåõàíèçì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ.
Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ ïðèîðèòå-
òîâ âåëè÷èíû di(S) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

di(S) =
Ai∑

j∈S

Aj

, i ∈ N,

ãäå Ai íå çàâèñèò îò S äëÿ ∀i ∈ N ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì R.
Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèå (4.1) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â

Ai∑
j∈S

Aj

=
η ↓i (s∗i (S))∑

j∈S

η ↓j (s∗j(S))
, ∀i ∈ S, ∀S ⊂ N. (4.2)

Îáîçíà÷èì Bi(S) = η ↓i (s∗i (S)).

Òåîðåìà 4.1. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàñïðåäåëÿåìûõ ðåñóðñàõ è ìíî-
æåñòâå àãåíòîâ äëÿ ìåõàíèçìà îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ýêâèâàëåíò-
íûé ìåõàíèçì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

Bi(N)

Bi(S)
= D(S),∀S ⊆ N, ∀i ∈ S, (4.3)

ãäå D(S) çàâèñèò òîëüêî îò ìíîæåñòâà S è êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ
R(S). Ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó ìåõàíèçìó îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ ìåõàíèçìîì ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ ÿâëÿåòñÿ âçâåøåí-
íûé ïðîïîðöèîíàëüíûé ìåõàíèçì ñ ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ ηi(si) =

Bi(N)si, i ∈ N .
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ñ ïîñòîÿí-
íûìè âåñàìè àãåíòîâ - ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèþ (4.3).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìåõàíèçìîâ îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ (4.3).

Ïðèìåð 4.1. Ñòåïåííîé ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ. Ïóñòü
ôóíêöèè ïðèîðèòåòîâ - η ↓i= Bis

α
i , α < 0, i ∈ N . Òîãäà ∀S ⊆ N, ∀i ∈

S

s∗i (S) =
B

1/(1−α)
i∑

j∈S

B
1/(1−α)
j

R(S).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀R > 0 äàííûé ìåõàíèçì ýêâèâàëåíòåí ìåõàíèç-
ìó ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ ôóíêöèÿìè ïðèî-
ðèòåòîâ η ↑i= Aisi, ãäå Ai = B

1/(1−α)
i , i ∈ N .

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìåõàíèçìà îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ, êîòîðûé â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ïðèîðèòåòîâ ìîæåò
óäîâëåòâîðÿòü èëè íå óäîâëåòâîðÿòü (4.3).

Ïðèìåð 4.2. Ëèíåéíûé ìåõàíèçì îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ.Ïóñòü ôóíê-
öèè ïðèîðèòåòîâ: η ↓i= Bi − αisi, αi > 0, i ∈ N . Òîãäà ∀i ∈ N :

s∗i (S) =
Bi/(1 + γ(S)αi)∑

j∈S

Bj/(1 + γ(S)αj)
R(S),

ãäå γ(S) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
∑
i∈S

s∗i (S) = R(S). Åñëè ∀i ∈ N

αi = α, òî
s∗i (S) =

Bi∑
j∈S

Bj

R(S).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀R > 0 äàííûé ìåõàíèçì ýêâèâàëåíòåí ìåõàíèç-
ìó âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ η ↑i=

Bisi, i ∈ N .
Îäíàêî, åñëè ïîêàçàòåëè ñòåïåíè αi � ðàçíûå, óñëîâèå (4.3) âû-

ïîëíÿåòñÿ, òîëüêî åñëè ∀S ⊆ N , ∀i, j ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(γ(N)− γ(S))(αi − αj) = 0.
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Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âûïîëíåíèÿ (4.3) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∀R > 0

∀S ⊆ N γ(S) = const, ÷òî íåâûïîëíèìî, òàê êàê γ(S) � ¾áàëàíñèðî-
âî÷íàÿ¿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èíû R(S), êîòîðàÿ ìîæåò â
îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíî ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ [0, R].

Òàêèì îáðàçîì, íå äëÿ âñåõ ìåõàíèçìîâ îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ
ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå ìåõàíèçìû ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå çàïèñè ïðÿìûõ íåìàíè-

ïóëèðóåìûõ ìåõàíèçìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûì ìåõàíèçìàì ïðÿìûõ (òåîðåìà 3.1) è îá-
ðàòíûõ (òåîðåìà 3.3) ïðèîðèòåòîâ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ ìåõàíèçìîâ ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ (òåîðåìà 3.2) è ìåõàíèçìîâ
îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè àãåíòîâ (òåîðåìà 4.1)
ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå ìåõàíèçìû âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìåõàíèçìàìè ïðÿ-
ìûõ ïðèîðèòåòîâ). Â òîæå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò ìåõàíèçìû îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûõ ìåõàíèçìîâ
ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ.

Äàííûå îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçíûõ êëàññîâ ïðèîðèòåòíûõ ìåõà-
íèçìîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò îáëåã÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà
ýôôåêòèâíûõ ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ (íàïðèìåð, ìàêñèìóìà ñóì-
ìàðíîé ïîëåçíîñòè âñåõ àãåíòîâ) ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ. Òàê, íåò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü ¾ñëîæíûå¿ ìåõàíèçìû ïðÿìûõ
ïðèîðèòåòîâ èëè ìåõàíèçìû îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ ñ ïîñòîÿííûìè
âåñàìè àãåíòîâ. Áåç ïîòåðè ýôôåêòèâíîñòè (òàê êàê ðåçóëüòàòû ðàâ-
íîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò òå æå) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾ïðî-
ñòûå¿ ìåõàíèçìû âçâåøåííîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
ñóðñîâ. Âîïðîñ î òîì, êîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå ìåõàíèçìîâ
îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ áåç ïîñòîÿííûõ âåñîâ àãåíòîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Òàáëèöà 1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ïðèîðèòåòíûìè
ìåõàíèçìàìè.

Ìåõàíèçì →
ýêâèâàëåíòåí
ìåõàíèçìó ↓

Ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ Îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ

Ïðÿìûõ ïðè-
îðèòåòîâ

Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèç-
ìà ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíò-
íûé ìåõàíèçì âçâåøåí-
íîãî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
ñóðñîâ.

Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèçìà
îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ
ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè
àãåíòîâ ñóùåñòâóåò ýê-
âèâàëåíòíûé ìåõàíèçì
âçâåøåííîãî ïðîïîðöè-
îíàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ.

Îáðàòíûõ
ïðèîðèòåòîâ

Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèç-
ìà ïðÿìûõ ïðèîðèòå-
òîâ ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíûé ìåõàíèçì îá-
ðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ.

Ñîîòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ìîãóò
áûòü óñòàíîâëåíû
ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ìåõàíèçìàìè îáðàò-
íûõ ïðèîðèòåòîâ ñ
ïîñòîÿííûìè âåñàìè
àãåíòîâ.

Àáñîëþòíûõ
ïðèîðèòåòîâ

Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèç-
ìà ïðÿìûõ ïðèîðèòåòîâ
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíò-
íûé ìåõàíèçì ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ.

Äëÿ ëþáîãî ìåõàíèçìà
îáðàòíûõ ïðèîðèòåòîâ
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíò-
íûé ìåõàíèçì ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ.

6. Ïðèëîæåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî øàãà l

R(Nl)di(Nl) ñîâïàäàåò ñ (3.2). Ïðîàíàëèçèðóåì, íà êàêèõ S ⊂ N ìî-
æåò äîñòèãàòüñÿ max

S:i∈S
{R(S)di(S)}. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî àãåíòîâ S ⊂ N . Ïîêàæåì, ÷òî

di(S)R(S) 6 di(S/k)R(S/k) ⇔ τk 6 dk(S)R(S)
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∀i, k ∈ S:
di(S)R(S) ? di(S/k)R(S/k),

m

ηi(R)(R−
∑
j∈S

τj)
∑

j∈S/k

ηj(R) ? ηi(R)(R−
∑
j∈S

τj − τk)
∑
j∈S

ηj(R),

m

τk

∑
j∈S

ηj(R)?(R−
∑
j∈S

τj)(
∑
j∈S

ηj(R)−
∑

j∈S/k

ηj(R)),

m

τk?
ηk(R)∑

j∈S

ηj(R)
(R−

∑
j∈S

τj),

m

τk?dk(S)R(S).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀i ∈ N max
S:i∈S

{R(S)di(S)} äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ∀k ∈
S\i τk > dk(S)R(S). Ïðè ýòîì, åñëè τi > di(S)R(S), ò.å. âñå ìíîæåñòâî
S ñîñòîèò èç íå-äèêòàòîðîâ, òî âî ìíîæåñòâå S\i òàê æå íå âîçíèêíåò
íîâûõ äèêòàòîðîâ, òàê êàê ∀j ∈ S\i

τj > dj(S)R(S) > dj(S/i)R(S/i).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀S ′ ⊂ S, ∀j ∈ S ′ τj > dj(S
′)R(S ′), ò.å. â ëþáîì ïîä-

ìíîæåñòâå S íå íàéäåòñÿ íîâûõ äèêòàòîðîâ.
Îäíàêî, åñëè τi 6 di(S)R(S), òî âîçìîæíî, ÷òî ∃k ∈ S\i, òàêîå,

÷òî τk > dk(S)R(S) íî τk 6 dk(S\i)R(S\i). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñè-
òóàöèè, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî øàãà àëãîðèòìà l àãåíò k /∈ ⋃

j<l

Kj, íî

k ∈ Kl â òî âðåìÿ êàê àãåíò i ∈ ⋃
j<l

Kj. Òî åñòü äëÿ àãåíòîâ-äèêòàòîðîâ

max
S:i∈S

{R(S)di(S)} ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà òàêèõ S ⊂ N , â êîòîðûå âõî-
äÿò äðóãèå äèêòàòîðû. Îäíàêî, òàê êàê τk 6 dk(S\i)R(S\i), òî
min{τk, max

S:k∈S
{R(S)dk(S)}} = τk, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå àëãîðèòìà

1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.1. Â àíîíèìíîì ìåõàíèçìå ïðèîðèòå-
òû âñåõ àãåíòîâ îäèíàêîâû, ñëåäîâàòåëüíî, ∀i ∈ N di(S) = 1

#S
, ãäå

#S - ÷èñëî àãåíòîâ â ìíîæåñòâå S. Èç óïîðÿäî÷åíèÿ àãåíòîâ ïî âîç-
ðàñòàíèþ òî÷åê ïèêà ñëåäóåò, ÷òî åñëè àãåíò k ∈ N , ÿâëÿåòñÿ äèê-
òàòîðîì, òî ëþáîé àãåíò i < k òàê æå ÿâëÿåòñÿ äèêòàòîðîì, åñëè
íåò, òî ëþáîé àãåíò i > k òàê æå íå ÿâëÿåòñÿ äèêòàòîðîì. Òî åñòü,
åñëè àãåíò k ∈ N - äèêòàòîð, òî âñå àãåíòû, ñëåäóþùèå çà íèì â

óïîðÿäî÷åíèè, ìîãóò ïîëó÷èòü íå áîëåå
R− ∑

j6k

sj

n− k
ðåñóðñîâ. Ïðè÷åì

R− ∑
j6k

τj

n− k
>

R− ∑
j6k−1

τj

n− k + 1
⇔

R− ∑
j6k−1

τj

n− k + 1
> τk.

Ñëåäîâàòåëüíî, max
S:i∈S

{R(S)di(S)} = max
k<i

{
R− ∑

j6k

τj

n− k
}, à àíîíèìíûé

ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi = min{si, max
k<i

{
R− ∑

j6k

τj

n− k
}}.

Ïóñòü k ∈ N - ïîñëåäíèé â óïîðÿäî÷åíèè àãåíò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

äèêòàòîðîì. Òîãäà ∀j 6 k xj = τj, ∀i > k xi =

R− ∑
j6k

xj

n− k
. Ïîêàæåì,

÷òî ∀i > k xi =

R− ∑
j6k

xj

n− k
=

R−∑
j<i

xj

n− (i− 1)
. Äëÿ àãåíòà k + 2:

xk+2 =

R− ∑
j6k

xj − xk+1

n− (k + 2− 1)
=

R− ∑
j6k

xj

n− (k + 1)
(1− 1

n− k
) =

R− ∑
j6k

xj

n− k
= xk+1

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ðåêóðñèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ∀i > k xi =

R−∑
j<i

xj

n− (i− 1)
.

Òî åñòü ∀i ∈ N xi = min{si,

R−∑
j<i

xj

n− (i− 1)
}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Äëÿ ìåõàíèçìà, çàäàâàåìîãî ôóíê-
öèÿìè ïðèîðèòåòîâ η̃i(si) = Aisi, i ∈ N , ýêâèâàëåíòíûé ìåõàíèçì ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∀S ⊆ N , ∀i ∈ S xi = min{si, max
S:i∈S

{R(S)di(S)}},
ãäå

di(S) =
AiR∑

j∈S

AiR
=

ηi(R)∑
l∈N

ηj(R)
/
∑
j∈S

ηj(R)∑
l∈N

ηl(R)
=

ηi(R)∑
j∈S

ηj(R)
.

Òî åñòü äàííûé ìåõàíèçì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
ñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó ìåõàíèçìó ïðÿìûõ ïðè-
îðèòåòîâ, çàäàâàåìîìó ôóíêöèÿìè ïðèîðèòåòîâ ηi(S), i ∈ N .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3. Î÷åâèäíî, ÷òî s∗i (S) ýêâèâàëåíòíî sl
i∗

ïðè S = N\ ⋃
k<l

Kk.

Ïðîàíàëèçèðóåì, íà êàêèõ S ⊂ N ìîæåò äîñòèãàòüñÿ max
S:i∈S

{s∗i (S)}.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî àãåíòîâ S ⊂ N . Ïîêàæåì,
÷òî ∀i, k ∈ S

si ∗ (S) 6 s∗i (S\k) ⇔ τk 6 s∗k(S).

Ïóñòü τk 6 s∗k(S). Òàê êàê
∑

i∈S/k

s∗i (S) + s∗k(S) =
∑

i∈S/k

si ∗ (S\k) + τk = R(S),

òî ∑

i∈S/k

s∗i (S) 6
∑

i∈S/k

s∗i (S\k).

Ïóñòü ∃l, m ∈ S\k òàêèå, ÷òî

s∗m(S) 6 s∗m(S\k), íî s∗l (S) > sl ∗ (S\k).

⇓
ηm(s∗m(S)) > ηm(sm ∗ (S\k)) è ηl(s

∗
l (S)) 6 ηl(s

∗
l (S\k)).

Ïðè ýòîì
s∗l (S)

ηl(s
∗
l (S))

= sm∗(S)
ηm(s∗m(S))

è s∗l (S\k)

ηl(s
∗
l (S\k))

= s∗m(S\k)
ηm(s∗m(S\k))
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⇓

s∗m(S)
ηl(s

∗
l (S))

ηm(sm ∗ (S))
> s∗m(S\k)

ηl(s
∗
l (S\k))

ηm(s∗m(S\k))
.

⇓

sm ∗ (S)
ηl(s

∗
l (S))

ηl(s∗l (S\k))
> s∗m(S\k)

ηm(s∗m(S))

ηm(sm ∗ (S\k))
.

⇓
s∗m(S) > s∗m(S\k).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü ∀i ∈ S\k s∗i (S) 6 s∗i (S\k), íî τk > s∗k(S). Òîãäà

R(S) =
∑

i∈S/k

s∗i (S) + s∗k(S) <
∑

i∈S/k

s∗i (S\k) + τk,

÷òî íåâîçìîæíî.
Òî åñòü ∀i ∈ N max

S:i∈S
{s∗i (S)} äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ∀k ∈ S\i sk > s∗k(S).

Ïðè ýòîì, åñëè τi > s∗i (S) (ò.å. âñå ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç íå-äèêòà-
òîðîâ), òî âî ìíîæåñòâå S\i òàê æå íå âîçíèêíåò íîâûõ äèêòàòîðîâ,
òàê êàê ∀j ∈ S\i τj > s∗j(S) > s∗j(S\i). Ñëåäîâàòåëüíî, ∀S ′ ⊂ S,
∀j ∈ S ′ τj > s∗j(S

′), ò.å. â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå S íå íàéäåòñÿ íîâûõ
äèêòàòîðîâ.

Îäíàêî, åñëè τi 6 s∗i (S), òî âîçìîæíî, ÷òî ∃k ∈ S\i, òàêîå, ÷òî
τk > s∗k(S) íî τk 6 s∗k(S\i). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ
íåêîòîðîãî øàãà àëãîðèòìà l àãåíò k /∈ ⋃

j<l

Kj, íî k ∈ Kl â òî âðå-

ìÿ êàê àãåíò i ∈ ⋃
j<l

Kj. Òî åñòü äëÿ àãåíòîâ-äèêòàòîðîâ max
S:i∈S

{s∗i (S)}
ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà òàêèõ S ⊂ N , â êîòîðîå âõîäÿò äðóãèå äèêòà-
òîðû. Îäíàêî, òàê êàê τk 6 s∗k(S\i), òî min{τk, max

S⊂N :k∈S
{s∗k(S)}} = τk,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå àëãîðèòìà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàê-
òà, ÷òî äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = {a1, . . . , an} è b = {b1, . . . , bn}
âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

∀i ∈ N
ai

bi

= const ⇔ ∀S ⊆ N, ∀i ∈ S
ai∑

j∈S

aj

=
bi∑

j∈S

bj

.
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Ïîýòîìó, ïðè âûïîëíåíèè (4.3), ïåðåîáîçíà÷èâ Ai = Bi(N) , ïîëó÷àåì
(4.2) è íàîáîðîò.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áóðêîâ Â.Í., Ãîðãèäçå È.È., Íîâèêîâ Ä.À., Þñóïîâ Á.Ñ. Ìîäå-
ëè è ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò è äîõîäîâ â ðûíî÷íîé
ýêîíîìèêå. Ì.: ÈÏÓ ÐÀÍ, 1997. 61 ñ.

2. Áóðêîâ Â.Í., Äàíåâ Á., Åíàëååâ À.Ê. è äð. Áîëüøèå ñèñòåìû:
ìîäåëèðîâàíèå îðãàíèçàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ. Ì.: Íàóêà, 1989.
248 ñ.

3. Áóðêîâ Â.Í., Êîðãèí Í.À., Íîâèêîâ Ä.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ
óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìàìè / Ïîä ðåä. ÷ë.-êîðð.
ÐÀÍ Ä.À. Íîâèêîâà. Ì.: Ëèáðîêîì, 2009. 264 ñ.

4. Èíòðèëëèãàòîð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè è
ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ - Ì.: Ïðîãðåññ, 1975. 606 ñ.

5. Ìóëèí Ý. Êîîïåðàòèâíîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé: Àêñèîìû è ìî-
äåëè:Ïåð. ñ àíãë. Ì.: Ìèð, 1991. 464 ñ.

6. Íîâèêîâ Ä.À. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèîííûìè ñèñòåìà-
ìè. 2-å èçäàíèå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 584 ñ.

7. Barbera S., Jackson M., Neme A. Strategy-Proof Allotment Rules
// Games and Economic Behavior. 1997. V. 18. � 1. P. 1-21.

8. Bossert W., Weymark J.A. Social choice (new developments) /
The New Palgrave Dictionary of Economics. Second Edition. Eds.
Steven N. Durlauf and Lawrence E. Blume. Palgrave Macmillan,
2008.

9. Mas-Collel A., Whinston M. D., Green J. R. Microeconomic theory.
N.Y.: Oxford Univ. Press, 1995. 981 p.

10. Sprumont Y. The division problem with single-peaked preferences:
A characterization of the uniform rule // Econometrica. 1991. V.
59. P. 509-519.



70 Í.À. Êîðãèí

EQUIVALENCE AND STRATEGY-PROOFNESS OF NO
ANONYMOUS PRIORITY RESOURCE ALLOCATION
MECHANISMS

Nikolay Korgin, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow,
Cand.Sc. (nkorgin@ipu.ru).

Abstract : We provide characterizations of strategy-proof mechanisms of
sequential resource allocation, which are equivalent to mechanisms of
direct and reverse priorities. Previously known equivalency of anonymous
priority mechanisms is extended on no anonymous case. Equivalency of
all no anonymous mechanisms of direct priorities is shown. We provide
characterization of class of mechanisms of reverse priorities, that have
equivalent mechanisms of direct priorities.

Keywords : resource allocation mechanisms, strategy-proof mechanisms,
game theory, planning mechanisms .


