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�������! �&!�Q���� !�!� þ,�	�� �ÿ��	�-��� þ, !�i����ÿ���þ"ÿ�������ÿ����	�	
% !)¸ÿ��	����������������	��ÿ��

�@ÿ� !���	�"�����#����ÿ����!5�� !�! !����Q�!o�Q�¤þ"ÿ��	
����"&!�� !���!���	���	��ÿ�<��xþ������� !)p�� ´
þ,�-��ÿ��! %þ, !�	�L�����µþ,�-���	�����ðþ,�!�5�����"&@ÿ$���'
���.6þ, !)áÿ��9
% �&! !��5���!5�� !�~�!� þ,�"&
ÿ��	�� !
�<��Vÿ��	�����������"&!���!�"&�+��	��&!���������@ÿ�&!���-�$
% �&! !��Q)������µþ,�-�����"&p�! %þ, !�	�
���".6þ��/�������"&!��ÿ�
�����ÿ$�=ÿ¸ÿ��	�� !
�ÿ����"&!������o�-������ @ÿ��#�! %þ����¤ÿ��~�!5�� !���@ÿ� !��� ´�"�����	 !��<

����� þ,�� ��,���-���"&!���$�j��&! ����".6þ��������"&�����ÿ��! %þ, !�	�7���"�%���	�"&!���!�"&���ÿ��	��� ´+�ÿ� !����Q)� !�!���	��<j�c��
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���,þ,�S�!5�� !�(�!� þ,�"&J���	���!Q)ëÿ��	�� !
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% J �&(�����#���	���(�� !��� ´����+�ÿ�ÿTÿ{�!5�� !�i��������� þ,�þ��%�¤ÿ�)��� !���	��&?���� mÿ{ �&p�����#���	������ !��������+�ÿ�ÿ
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%�	�����i��&@ÿ����!�"&���&! !�� !)±ÿ�� ´�� !
��µ<

£ �%���	�"&!���!�"&��?��*�&!�	������&@ÿ��!�����6ÿ���&!�	�������"&���+�ÿ��¤þ������� !)��� %þ,�-��ÿ�<i¤� �. ´�� ������	�	�� �&!���"&!*sþ,�i�g�@ÿ�þ��g��Q�!��%
���.6þ,Q)éÿ��'
% �&! !��5�J¢	
%�	�����i��&@ÿ����!�"&!���
ÿ��	�� !
% !�¦¥ §�¨�<��k¢"&! !�©�-���������(��ÿ��	����+�ÿ�ÿ{�	 ! �&!�!�"&!�"&!���!�"&����� !+��	�	�(���".J�@ÿ ´
þ, !�! !�	 /�����ºÿ��� %þ,�	)��"&!�@ÿ���<

��&!����þ"ÿ�+�ÿ� !���� !)��� !�"&����� !�!
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��! �&p�����!5�� !�p��Q�!�<j���	�	��ÿ�ÿ������! �&�¥09!�
>�¨j�!5�������#�����! �&����p�� !�!Q)L�� %þ��i %þj�,�,þ,������þ������	)�+��	��&!���(���������"&!���L !����� ´
þ,�-���	��ÿ��S !��&@ÿ��7�?��*!�� !)Èþ, ���ÿ�&!�	����ÿ�&! !��ÿ�ÿ$�,�,þ,�����Ëþ,�"&/���������"���	�L�!5�� !��<

ª �	�� !�!�� !)~����þ������	)������ þ��� �.��	���� !)������! �&!����������"&!��������ÿ����	���	��ÿ��V����� ´�����! �&������� !�	 Z�� %þ��i %þ��J
p����þ������������µþ,�-���	��ÿ����@ÿ� !���	�"�����	 !��<$�©�"&���&!*!���� ´�������	��«�����!�� !�!�	�%ÿ����� Z¬�¢"S�ëÿ�
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�������!�� !�!�	�%ÿ���þ������!�	�	
% ´���	���� !�	 J���	��ÿ� %þ��/���,����ÿ��� !�i����ÿ���<
£ �%���	�"&!���!�"&����	�	
% ���*!
% L���"&! %þ, ��� !�%ÿ����	�	
�ÿ����N�i�	� þ������� %þ�þ,�	�i./����ÿ��
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% ! !���	����&@ÿ��!�� !�5���	�"����ÿ����!�	�� !�9�����!�� !�!�	�%ÿ���ÿ�þ"ÿ�������ÿ����	�	
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% !��ÿp�� �.��"&�¿g !����ÿ��� !�i��&!*J
% i�?��ÿ�+�ÿ�ÿL���������"&!��ÿ ´
�����ÿÀ���"&!����������ÿ��µ<Q�� ��������	���������?��ÿ�&@ÿ����	�	
% !�X�@ÿ�þ,�L�!�	
�&! !��Á«�	����ÿnÿ
þ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿ��!�"&! !)���ÿ��i�������� !+�� þ������/�����	����� þ,�-���	��ÿ��àþ,�-���"./�=<������ þ��,� ´�-���"&!������ !�! !�o�!�-�� !�@ÿ�����
% �&! !�� !���� !���%.6þ����"&¤ÿ��	�� !
����	 !����¡�þ���&!*�
% ! !���	��� ´&@ÿ��!�� !���	 !�N�,����	��ÿ����7�����#Q�i���	�� !�Z
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�����	�"����ÿ�����¡o���	���!�-�� ´�@ÿ��º<

����ÿ��!� þ,�	��Â���"�	����*�&���&!k�� %þ,�-��ÿ��� !�i����ÿ���<

Ã x�Äk¶i��}i»fÅ�¸j��Æ���}i»f}%�j��Ç�È��j¶�¸j}�¾�ºG¸f¾!¶��
´f���µþ,�-��ÿ��k��
��i��&! !��ÿ�¡É�! %þ, !�	�7�Z���¸þ,�!�/�����"&@ÿ ½ s

ÿ
1 − s

�$�,þ,�(�!5�� !�
�!� þ��%&¤þ,�i�6ÿ��	�� !
��=<�Ê��	��&!���������@ÿ�&!���5�����µþ,�-�����"&(�! %þ, !�	� ���".6þ��J�������"&!��ÿ ´
�����ÿ�<�Ë��	�� !
�ÿh���"&!������o�-�G���� @ÿ��#�! %þ����¤ÿ��(�!5�� !�Z�@ÿ� !���	�"�����	 !�����Z�!�	�	
% ´���	���� !������ !���".(�%&!
%���!���	���	��ÿ$����������¡o&!�����������"&!��ÿ�
�����ÿëÿ��	���<

¤� %þ,�-��*J�� �.��"&¸ÿ����"&!*6þ,�����"��¡ ÿ���&!�	�������"&���+�ÿ�¡ ½ �(�! %þ, !�	����ÿ����	¡o&!���
þ,�i�/�@ÿ�þ�����Q�! ÿmÿ��	�� !
��� �.��"&��� !�@ÿ�&!*/&! ���*!
% J %þ"ÿ��mÿ�����ÿ���<

����� þ,�� ��,���-���	�Q�$��&! ��� !��������+�ÿ��������#�@ÿ��i���"&!���{�Z�	 ! �&!�!�"&!�"&!�@ÿ�ÿ����@ÿ� ´�� !�%ÿ����	�	
�ÿ�������
% !�� !� ½










xt+1 = xα
t

(

yt

xt

)βs

, x0 = x ,

yt+1 = yα
t

(

xt

yt

)β(1−s)

, y0 = y ,

��G:<I9?�

�,þ,�
xt ≥ 0 Ì �����#���	�p�� !��������+�ÿ�ÿp�J���	���! !�h����)� !�����(�� !���	��&��!���	���	��ÿ t

�
yt ≥ 0 Ì �����#���	���� !��������+�ÿ�ÿJ�! ���&! !�� !������)� !���o�S�� !���	��&S�!���	���	��ÿ t

�
0 <

α < 1 Ì 
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&��!���%&!���	�����	�	 p�� !�"&����
0 < β < 1 Ì 
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&

��ÿ��	����+�ÿ�ÿ�<
Í þ,�	�	*

α
����� þ,�"&����������"&�¢	¿g¿g�	
�&Z���i���� !�	 �����ÿ�����ÿ��L�����#���	������ !������� ´+�ÿ�ÿ{���Z�����#���	�{���-��� þ���¡o�¤ÿ�)����	��ÿ� %þ��!���	���	��ÿ{���Z¢"&! !){&!�	����ÿ�&! !��ÿ�ÿ�<

β����� þ,�"&����������"&���ÿ��	����+�ÿ� !����Q)�¢	¿g¿g�	
�&S���".6þ��áþ,�����c�(�����"&�����ÿJ�! %þ, !�	�7�=<
Ë��	�� !
i9g¢	
%�	�����i��&@ÿ����!�"&

xt

ÿmÿ��	�� !
ëG��!� þ,�"&J�!5�� !�/�� !��������+�ÿ�ÿ
yt

<
¤� �.J�� Q�������"&@ÿ�&!*�����&! '�®������	)S�� %þ,�-��ÿáÿ���&!�	���%ÿ��!�� !�"&!*���ÿ��	����+�ÿ�ÿ���� ´�@ÿ��%ÿ�&/&���
�.���ÿZ �&sþ, ���ÿZ&!�	����ÿ�&! !��ÿ�ÿ�<,ÎV&! /����� þ,�� ��� �.��	��ÿ��g�	�"&!�	�"&!�!�	���� ��

�� !�	
% ���*!
��������#���	���	��� þ,� !�@ÿ�&�����ÿ��������	��*�����"&!���$�!
% !�,þ��
s
�����	��*�����"&!���

ÿ���Q�i�áþ, ���.J������ÿ��	��ÿ��� !�i��&!*(�áþ,�����	 !)p����)� !��<
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����� þ,�� ��,���-���"&!������ !�-����ÿ�¿g��ÿ����	�	
�ÿ�)��@ÿ�þ�¿�����
�+�ÿ�)��!ðÿ��	��9��=<G´f��� ´�	�7��&!��ÿ��i��¡o&!��������þ�����ÿ��7��
%�%ÿ���ÿ�����+�ÿ�ÿ��!�	�	
% !���	����5���"�����xþ"ÿ��	
% !��&@ÿ��� ´�i������5���!ðÿ��	��9��	)±þ,���i�±ÿ��	�� !
% !� ½

J1 =

∞
∑

t=0

δt ln(u1t) , J2 =

∞
∑

t=0

δt ln(u2t) ,
��G:< G!�

�,þ,�
0 ≤ u1t, u2t ≤ 1 Ì �!5�� !�!bÿ��	�� !
% !���(�� !���	��&��!���	���	��ÿ

t
�
0 < δ < 1

Ì 
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&6þ"ÿ��	
% !��&@ÿ��� !�i����ÿ���<
Ëbþ"ÿ�������ÿ�
��/����ÿ���ÿ��7���"&��@ÿ�þ ½

{

xt+1 = (xt − u1t)
α−βs(yt − u2t)

βs ,

yt+1 = (yt − u2t)
α−β(1−s)(xt − u1t)

β(1−s) .

��G:< ?i�

�xþ������� !)p�� %þ,�-��ÿp�J �&#��ÿ���ÿ��S �&L¥ G?¨�+��	��&!�p&���
�.������������"&!���¨ÿ��	�� !
% !�
ÿ��	�	 (�!ðÿ��	��9X���/�!�	�	
% !���	���� !������ !���".(�%&!
%���!���	���	��ÿ¨ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

I =
∞

∑

t=0

δt ln(xtyt) .
��G:< ²%�

�c��
�ÿ��� !�!�����# !�Q�,+��	��&!���i !���"&��7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ��� !�i��&!*� !���¤ÿ�)������#���	���� ´��������+�ÿ�ÿp�/�! %þ, !�	���º<

Ï x���}%Ðj��¶�¸�ÑÒ}%·�»f��� ���j�j��Ó��jÔj}�¾!Ð$��Ç�º�¾!��¶�ÕjÔj�j��¶,¾!��Å
3¤ÿ�������ÿ����	�	
����Z�!�"&! !)���ÿ��! !�"&!*(����ÿ���+�ÿ��� !�/ !��&@ÿ��7�?��*!�� !�"&@ÿ���þ"ÿ�¿g¿g� ´���	��+�ÿ��?��*!��5�¨ÿ��	���?���� %þ,�� !�!�� |ÿ��	�-��� þ, !�i�?�,���	*J�(�����! �&��?���	���	+�ÿ��?��ÿ��"&! !�

�� �&!�	 !��ÿ�ÿ«ÿ��	��<G°é< ±á<j���"&!�� !������¥ ?�¨V�7��&!�	�7��&@ÿ����	�	
�ÿ�¿g !���7�?��ÿ��# !�i�?���� ´����&@ÿ���þ"ÿ�������ÿ����	�	
% !)p�!�"&! !)���ÿ��! !�"&@ÿ�<,°é< ±á< ���"&!�� !�����ëÿL¬6< ¬6< 3�����ÿ��� !��¥ ²�¨
�!�!�-��ÿ(�� !����&@ÿ��o���� !+�� þ�����������	����� þ,�-���	��ÿ��|þ,�-���"./�zþ����(
% ! !���	����&@ÿ��!��5�
���"��	��ÿ�)�<

3����ëþ������� !)��� %þ,�-��ÿ� !����� þ,�-�����"&!�����!�	
�&! !��Á«�	����ÿ«ÿçþ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿ
�!�"&! !)���ÿ��i���p���� !+�� þ������(�����	����� þ,�-���	��ÿ��±þ,�-���"./��¥09�³�¨�<
Ö5}%¶�¸j}%Ó�� Ï x � xo×QØ�Ù

x0 = y0
øº÷"ÚiÛ|ûNØ�Ü8÷"Ý�ô�Ù±ø�Þ	ü�ßDüºö=÷Sàâá�ãäá	å�æ-àâá�ã ç�å�Ù�è�÷%÷"Û

ø�Ù�ß
(ξ1, ξ2, ξs) ,
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é ß	÷

ξ1 =
2 − µ1

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(2C1+2C1,2,s−2C2,s+C1,2+C1,s−C2−Cs) ,

ξ2 =
1 + µ1

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(−C1+2C1,2,s+C2,s+C1,2−2C1,s+2C2−Cs) ,

ξs =
3

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(−C1+2C1,2,s+C2,s−2C1,2+C1,s−C2+2Cs) ,

Ù
C1 = C2 = ln( ∆

1−a+0.5b
)+ a

1−a
ln(1− ∆

1−a+0.5b
) , Cs = 2a

(1−a)
ln(1− ∆

1−a+0.5b
) ,

C1,2,s = ln( 1−a
1+2a

) + 3a
1−a

ln(1 − 1−a
1+2a

) , C1,2 = ln(1 − a) + a
1−a

ln(a) ,

C1,s = µ1 ln( 2∆
2−µ1a(1−a+b)−(a−b)(a+1)

)+ (2−µ1)a
1−a

ln(1− 2∆
2−µ1a(1−a+b)−(a−b)(a+1)

) ,

C2,s = (1 − µ1) ln( 2∆
2+µ1a(1−a+b)−2a+b

) + (1+µ1)a
1−a

ln(1 − 2∆
2+µ1a(1−a+b)−2a+b

) ,

é ß	÷ a = αδ ê b = βδ ê ∆ = (1 − a)(1 − a + b)
ã

ë±û�ÚBü?Þ	ü�Û|÷�ô�ì�ú"Û|øºû�ã'�� !�-��� þ���¡o���	�áþ, !
�������&!�-��*!�"&!�! p�!�	���� àÿ¨þ������-���������
x0 6= y0

���� ��� ����������	��Q�/
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&!Hÿ��������������	��ÿ��/+��	��&!���±ÿ����	¡o&
�#������ÿ�&!�-��*!�� /�! ����	�'�-�� �.J��Q)Z�@ÿ�þ�<��� !¢"&! !�c�J !�	������ÿ���ÿ��������µþ,�	�	*�&! ���*!
% 
���� !�"&!Q���-���������	�ð<

´f���	�	�� �&!��ÿ����-��������)����	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 (�� !�!� þ,�	��ÿ��mÿ��	�� !
% !����&D< �º<��%ÿ ´&��i��+�ÿ�¡«�����!�� !�!�	�%ÿ����� J¬�¢"S�@<
�~�!�"&!*

V1(x, y)
¿�����
�+�ÿ��Z�!ðÿ��	��9��¤ÿ��	�� !
��È9!�

V2(x, y) Ì ÿ��	�� !
��|G����
Vs(x, y) Ì �!ðÿ��	��9X+��	��&!���=<

£ ��� þ���������ÿ���+�ÿ����àE5�-�����7������¢"&@ÿZ¿�����
�+�ÿ�ÿ¸þ, ���.J����Ëþ, !�����"&!�! !�i��&!*
�������!���	��ÿ���� ½

V1(x, y) = max
0≤u1≤x

{ln u1+δV1((x−u1)
α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} ,��?=<I9?�
V2(x, y) = max

0≤u2≤y
{ln u2+δV2((x−u1)

α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} .��?=< G!�
Vs(x, y) = max

0≤s≤1
{ln(xy)+δVs((x−u1)

α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} .��?=< ?i�
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EV�Ëþ,�	�xÿ��	
���&!*J¿�����
�+�ÿ�¡��!ðÿ��	��9��J�/�-��� þ���¡o���	���@ÿ�þ,� ½
Vi(x, y) = Ai lnx + Bi ln y + Ci , i = 1, 2, s ,

�,þ,�
Ai

�
Bi

ÿ
Ci


% !���"&�����&!��������@ÿ������¤ÿ��S �&(�����������"&!�� !�(�� %þ,�-��ÿ�<
�f !�,þ��sþ����mÿ��	�� !
��±9�ÿ�����?=<I9?�5�� �������ÿ��

A1 ln x + B1 ln y + C1 = ln u1 + δA1[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δB1[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δC1 . ��?=< ²%�
����� þ,�� ��� �.¸ÿ��Q�$��&! 

u1 = γ1x
ÿ

u2 = γ2y
<$�f !�,þ����	 !�"&����@ÿ��Â�%ÿ��"&!�	�c�

þ����� !����� þ,�-���	��ÿ��p
% !���"&�����& ½
{

A1 = 1 + δA1(α − βs) + δB1β(1 − s) ,

B1 = δA1βs + δB1(α − β(1 − s)) ,

���"����p
% �&! !����¡S���� �������ÿ��

A1 =
1 − δ(α − β(1 − s))

∆
, B1 =

δβs

∆
,

�,þ,�
∆ = (1 − δα)(1 − δα + δβ) .

±'���?�� !�%ÿ����� ¤þ����mÿ��	�� !
��¸G¤ÿ�����?=< G!�5�� �������ÿ��

B2 =
1 − δ(α − βs)

∆
, A2 =

δβ(1 − s)

∆
.

3����� !����� þ,�-���	��ÿ��� !��&@ÿ��7�?��*!��5���!5�� !�! !�p�7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ����!�	�À����������¡
�����"&!*���?=< ²%�

1

u1
+

δA1(−α + βs) − δB1β(1 − s)

x − u1
= 0

 �&!
��Ëþ��(�� �������ÿ��
u1 =

x∆

1 − δα + δβ(1 − s)
.

±'���?�� !�%ÿ����� ¤þ����mÿ��	�� !
��¸G ½

u2 =
y∆

1 − δα + δβs
.
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3�����+��	��&!���éÿ�����?=< ?i�5�� �������ÿ��h�������!���	��ÿ��
As ln x + Bs ln y + Cs = ln x + ln y + δAs[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δBs[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δCs , ��?=< 7!�
�7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ������L����������¡������"&!*J
% �&! !�� !�	 ����� �������ÿ��

(δAs + δBs)β(ln(x − u1) − ln(y − u2)) =
2δβ

1 − αδ
ln

x − u1

y − u2
= 0 .

£ ��� þ, !�i��&!�-��*!�� ��� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�g�������������	��ÿ���+��	��&!���( !����� þ,�-�����"&!���çÿ��
�!�-�� !�@ÿ��

x(1 − γ1)

(1 − γ2)y
= 1 .

3����������	�	�7��&!��ÿ��i���	�� !�	 o���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 '�-���������g����ÿ��!�-�� !�@ÿ�ÿ
x0 =

y0
�� �������ÿ��Q����&! (+��	��&!�àþ, ���.��	�������µþ,�-����&!*J�! %þ, !�	� �� !�� !�!���

s =
1

2
.

3������!�	�-���! ��#�� �.J��5��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)$�Bþ,�	)��"&!�����p�����?�� !�%ÿ����� �������)�þ,�	�� !� ´&@ÿ��7�?��*!��Q�S�"&!����&!�	�%ÿ�ÿëÿ��	�� !
% !�éÿ�+��	��&!���=<
����ÿ�¢"&! !�Q���"&!����&!�	�%ÿ�ÿëÿ��	�� !
% !�éÿ��S�%&!���L�(�@ÿ�þ,� ½

u1t = γ1xt , u2t = γ2yt .

E55�� Z�� ��������	�� �����&! éþ������!�	�-�L�! ��#�� �.J��5�L
% i�?��ÿ�+�ÿ�)� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�
�������������	��ÿ��S+��	��&!���/ !����� þ,�-�����"&!�����/�@ÿ�þ,� ½

s :
xt(1 − γ1)

(1 − γ2)yt

= 1

ÿ���ÿ�.��V���Ëþ��%&~����ÿ��!� þ,�	����!Q����.��	��ÿ���þ����
s
&! ���*!
% ~þ����S�-���������

x0 = y0
<

±Vÿ����	���� ����!5��ÿ��� ��������	��Â�-��� þ���¡o�¤ÿ��S !��&@ÿ��7�?��*!��Q�g�������������	��ÿ�� ½
9@<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ

{1}, {2}, {s}
<

s =
1

2

γ1 = γ2 =
∆

1 − αδ + 0.5βδ
,�,þ,�

∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + δβ) .
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G:<®íG������þ�
% i�?��ÿ�+�ÿ��
{1, 2, s}

<

s =
α(1 − αδ + δβ)(1 − 2µ1) + β(2 − µ1)

3β

γ1 = γ2 =
1 − αδ

1 + 2αδ
.

?=<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{1, 2}

�
{s}

<
s = 1 − µ1

γ1 = γ2 = 1 − αδ .

²�<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{1, s}

�
{2}

<

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β(1 + αδ) + α(1 − αδ)

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 − µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(α − β)(αδ + 1)
.

7:<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{2, s}

�
{1}

<

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 + µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(2α − β)
.

Í �����"&@ÿ��Q�%��&! ��������	�	�7��&!��ÿ��i���	�� !���-���������
xt = yt

þ����J�!�	�-�(�! ��#�� �. ´��5��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)$���� !�	
% ���*!
�� xt+1

yt+1
= (xt

yt
)α−β

ÿ
x0 = y0

<
�� !¢"&! !�c�!���	�-��ÿp�/ !�����	�h�-�����������!ðÿ��	��9 ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

V{K} = AK ln x + BK ln y + CK

þ����L�!�	�-�L
% i�?��ÿ�+�ÿ�)�î���&! �����ÿL������	������� þ,�� ��� �.��	��ÿ�ÿ �
x0 = y0

�®�!ðÿ�� ´��9 ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

V{K} = (AK + BK) ln x + CK .
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����ÿ��!� þ,�	�h¿�����
�+�ÿ�ÿp�!ðÿ��	��9��¤þ������!�	�-��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)
V{1} = V{2} =

1

1 − αδ
lnx +

1

1 − δ
C1 , V{s} =

2

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
Cs ,

V{1,2,s} =
3

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,2,s , V{1,2} =

1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,2 ,

V{1,s} =
2 − µ1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,s , V{2,s} =

1 + µ1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C2,s ,��?=< §i�

�,þ,�5
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&!
Ci

�
Ci,j

�
Ci,j,s

����ÿ��!� þ,�	����o¿g !���c����ÿ��� !�!
%�7&!�	 !���	���<
�f�	���	��*/��©�� �.��	�h����)�&@ÿ��!�	
�&! !�LÁ«�	����ÿ$��ÿ��	�� ���*��	���p¿g !���c����� ½

ξi =
∑

K∈N

(3 − |K|)!(|K| − 1)!

6
[V{K} − V{K\i}] , i = 1, 2, s , N = {1, 2, s} ,

 !���¤ÿ�)��@ÿ�þ�
% �&! !�� !�	 (����ÿ��!� þ,�	�p�(¿g !���c����ÿ��� !�!
%��&!�	 !���	���<
3¤ÿ�������ÿ�
��������#�@ÿ�&@ÿ����� !��������+�ÿ�ÿ��

xt = yt

������ÿ�
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�k�� ´�!� þ,�	��ÿ�ÿp�!�	�-���������"&!��ÿ�
% !�¸ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

xt+1 = xα
t (1 − γ)α = xα

t (
3αδ

1 + 2αδ
)α

 �&!
��Ëþ��(�� �������ÿ��
xt = xαt

0 (
3αδ

1 + 2αδ
)

t
∑

j=1

αj

.

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x � xoðì÷"ÚiÛ|ûNØ
β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) ñ ü?Þ	ù4ø	ü@÷"Û|ú�ò�Ý�Ø"û�æ

ó ÷"ß?ô	Ø"û�õ�Ø�ü@ú"Ý�Ø"÷"ß	÷�ô"÷ ñ Ù�ò�ß	÷�ô"÷-ö üLà�×�÷%ëSå�ø`ç ê5ù%ú_û�ê ÷%ú�ô�Ù

ξi(0) =
∞

∑

t=0

δtβi(t) , i = 1, 2, s .

ª �	�� !�!�����«ÿ�þ,�"��¢"&! !)��N�i�	��É����
���¡'�����"&!��� �L�����	����� þ,�-���	��ÿ�ÿ 
% ! !��� ´����&@ÿ��!�� !�	 J�!ðÿ��	��9��(�� /�!�	�	�c�����	��ÿ� %þ������� %þ, ���.��	��ÿ��mÿ��	���<
ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x Ã xoðì÷"ÚiÛ|ûNØ

β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) ñ ü?Þ	ù4ø	ü@÷"Û|ú�ò(ß?Ù�æ
ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙ�ô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�øºû�õp×�÷%ëüøvý ê ç ê5ù%ú_û�ê ÷%ú�ô�Ù

ξi(0) =

t−1
∑

τ=0

δτβi(τ) + δtξi(t) , i = 1, 2, s .
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Í þ,�	�	*¤ÿ��	�� !
�ÿ$���-��� þ�����
% ! !���	����&@ÿ��!�� !)�&!�����	
�&! !��ÿ�ÿ$������ÿ�þ,�	�i.¸ÿ��i��¡o& ´���( %þ,�� !�	 sÿ/&! !�	 g.��®����ÿ���+�ÿ����� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�"&@ÿJ��
���.6þ,Q)/&!�	
��%�¤ÿ�)��� ´���	��&g�!���	���	��ÿ6ÿ��� !¢"&! !�c�S���Fÿ����	¡o&g !��þ��	
�&@ÿ��!��5���� �&@ÿ��! !�� �&!
��� !����&!*!���
 �&(�������	���!Q�!�������� !�	 /���"��	��ÿ��p (
% ! !���	����+�ÿ�ÿ�<

3�����������	)p�� %þ,�-��ÿ��� �������ÿ��
βi(t) = ξi(t) − δξi(t + 1) , i = 1, 2, s .

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x Ï xcë±÷�ô"÷-ö
(ξ1, ξ2, ξs)

ôiß	ûDø%ô"÷"Û|øºûNØ�ò�÷"Ûÿô�ú�ô"ûDø�Ù�õ�� ñ é üø ùiù=û�ê ÷%ú�ô�Ù
t−1
∑

τ=0

δτβi(τ) + δtV{i}(t) ≥ V{i}(0)

ß&ô�ò_øºú%÷��
t ≥ 1 ê é ß	÷ β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) �

ß?Ù ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙLô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�æ
ø	ü�òL×�÷%ë�ã

ÎV&! ~�!�-�� !�@ÿ��Q�-��������&@ÿ����!�"&��������"&!��ÿ�
�����
% ! !���	����+�ÿ�ÿ$�!��&! ìþ���.��5���-��� ´�����(�����"&! !�i.��	��ÿ���
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 L�	 !�N�,����	��ÿ��«ÿ����!ðÿ��	��9 ���Ëþ,�"&L���
���	��*���������	�h����ÿmÿ��#�������?��*!�� !�h���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !���� !�!� þ,�	��ÿ�ÿ�<

ÎV&! /�!�-�� !�@ÿ����/������	)p�� %þ,�-��ÿ�����ÿ���ÿ��7���"&��@ÿ�þ ½

ξi(0) − ξi(t)δ
t ≥ V{i}(0) − δtV{i}(t) .

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x���xcë±÷�ô"÷-ö
(ξ1, ξ2, ξs)

ôiß	ûDø%ô"÷"Û|øºûNØ�ò�÷"ÛüÚ�ûDû�Ý�÷vØ�ü�Û�Ù�ø ñ û�æè�ôSØ"÷ é ôDô�Ù�Ø�ôBõ��|÷=è�ô�ô�ú�ô"ûDø�Ù�õ ê ÷%ú�ô�Ù
βi(t) + δV{i}(t + 1) ≥ V{i}(t)

ß&ô�ò_øºú%÷��
t ≥ 1 ê é ß	÷ β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) �

ß?Ù ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙLô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�æ
ø	ü�òL×�÷%ë�ã

����� þ��� �.��	���� !���!�-�� !�@ÿ���þ����"&Z�"&@ÿ��c���iÿ��	�� !
��p�� %þ�þ,�	�i.¸ÿ��i��&!*�
% ! !��� ´����+�ÿ�¡S���� !�	
% ���*!
�������
���.6þ, !�k����	�� !���� ����������"&��! ���*���Z�!Q�	 %þ,  �&

% ! !���	����+�ÿ�ÿ$�����	�h �&(���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 J�� !�!� þ,�	��ÿ���<

��������	)J�� %þ,�-��ÿ(
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�o���	�"����ÿ�����¡o���	�'�!�-�� !�@ÿ��ìÿ����	�"&S�@ÿ�þ ½

ξi(t) − δξi(t + 1) ≥ V{i}(t) − δV{i}(t + 1) .
��?=< A!�

Í �����"&@ÿ��Q����&! Z
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�����	�"����ÿ�����¡o���	�/�!�-�� !�@ÿ��������	���"&Z�!�-�� ´�@ÿ��
	����-������ !¢"&! !�c�¸þ, !
���.��	�h������g�� %þ"ÿ�¿�ÿ�+�ÿ��� !�i������ !���!�-�� !�@ÿ��º<
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Ö5}%¶�¸j}%Ó�� Ï x Ã xìóáûDû�Ý�÷vØ�ü�Û�Ù�ø ñ ûD÷QØ"÷ é ôDô�Ù�Ø�ôBõ��|÷%÷Sô�ú�ô"ûDø�Ù�÷áø	ù�Ý�û�ô ñ ÷ ñ û�ß&ô�òøºú%÷���Ù é Ø"û�Ú�ûDø!ã
ë±û�ÚBü?Þ	ü�Û|÷�ô�ì�ú"Û|øºû�ãF3������-���������

xt = yt

���	�"����ÿ�����¡o���	���!�-�� !�@ÿ��h��?=< A!�
����ÿ���ÿ��7���"&��@ÿ�þ ½

3��������	���! !�	 éÿ��	�� !
��

−
µ1

2
ln(xt)+

1

6
[
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−5C1+2C1,2,s−2C2,s+C1,2+C1,s−Cs] ≥ 0 .

3�������&! !�� !�	 éÿ��	�� !
��
µ1 − 1

2
ln(xt)+

+
1

6
[
3(1 − µ1)αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−5C1+2C1,2,s+C2,s+C1,2−2C1,s−Cs] ≥ 0 .

3�����+��	��&!���

−
1

2
ln(xt)+

1

6
[

3αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−2C1+2C1,2,s+C2,s−2C1,2+C1,s−4Cs] ≥ 0 .

´f���	�	�� �&!��ÿ�� ���	���! !���!�-�� !�@ÿ��¨ÿh�� !
���.��	�Q�7��&! ��!Q����.��	��ÿ�����
��i��þ ´����&!��5�p�	
% !�!
��?�����	 �&!��ÿ�+���&!�-��*!�� �<

D =
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 2C1,2,s − 2C2,s + C1,2 + C1,s − Cs =

=
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 3C1,2,s + (C1,s − 2C2,s) − Cs−

−
3αδ

1 − αδ
ln(3αδ) +

1 + 2αδ

1 − αδ
ln(1 + 2αδ) +

αδ

1 − αδ
ln(αδ) .

Í �����"&@ÿ��Q�i��&! �¢"&! g���!Q�i��¡o�����/�� 
µ1
¿�����
�+�ÿ��$�i�� !¢"&! !�c�áþ, !�"&���&! !���� 

���� !�!�	��ÿ�&!*��7��&! 
D ≥ 0

����ÿ
µ1 = 1

<7¬��	�-�� �.J�� ��������"&@ÿ�&!*{&���
�.����7��&! 
C1,s − 2C2,s > 0

<��f !�,þ��

D > 3C1,2,s − 5C1 − Cs + ln(1 + 2αδ) +
αδ

1 − αδ
ln(αδ) =

=
(

3C1,2,s − 5C1 −
3αδ

2(1 − αδ)
ln(1 −

∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)

+

+
(

ln(1 + 2αδ) +
αδ

1 − αδ
ln(αδ) −

αδ

2(1 − αδ)
ln(1 −

∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)

,
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�,þ,�
∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + βδ) .°��	�	
% S�@ÿ�þ,�"&!*��%��&! S�!Q����.��	��ÿ��J���	
% !�!
��?�(���	 �&!��ÿ�+���&!�-��*!���<B3����(��� ´�!�	����	��ÿ��àþ, !
�������&!�-��*!�"&!�i�J�!�	�� !����ÿ��Q����&! 

ln(xt) < 0 .

27�-�� !�@ÿ��iþ�������&! !�� !�	 _ÿ��	�� !
��çÿ�+��	��&!�������� !�!�	�i��¡o&!���������?�� !�%ÿ����� �<

��xc|~}iÆiº�»fÅ��%����� Ôj�f¾�»f}%�j�j¶�¹�¶�Ó�¶i��}i»f�j¸j¶������j��Ç
¤� %þ,�-��ÿ��� !�i����ÿ����!5�� /���� !�!� þ,�	�� 6þ������-��� þ���¡o�¤ÿ��L�����������"&!�� !� ½

α = 0.4 , δ = 0.1 , sd = 0.5

β = 0.3 , µ1 = 0.55 , µ2 = 0.45 .

¬g�����?��*!��Q)������#���	���� !��������+�ÿ�ÿ
x = y = 0.5

<��ÿ��-�� �����	 !�m9�³=<
¬g�S��ÿ��º<�9 ´ ?S�� !
�����������þ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿ��!�"&! !)���ÿ��i�������� !+�� þ������/�����	����� ´

þ,�-���	��ÿ��sþ,�-���"./���
βi(t)

��þ����áÿ��	�� !
��
i
�]&!�	����������ÿ���ÿ����-���!ðÿ��	��9Vÿ��	�� !
��

i
�������!�� !�!�	�%ÿ�ÿL�� Z¬�¢"S� Ì V{i}

���	�!�"&#�,���p��ÿ���ÿ����ìÿL�	�	 �
% !���� !���	��&��|þ,� ´���"./� Ì ξi(0)
��������
�&@ÿ����µ<

¬g�p��ÿ��º<f² ´ §������ þ,�"&��������	�� {�!Q�� ������	��ÿ��Z
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 ����	�"����ÿ���� ´¡o���	�	 J�!�-�� !�@ÿ��àþ������!�	�-�mÿ��	�� !
% !��<,¬g�/��ÿ��"����
��?�p�� �.J�� (�@ÿ�þ,�"&!*
ξi(t) −

δξi(t + 1)
�]&!�	�������Z��ÿ���ÿ����Fÿ

V{i}(t) − δV{i}(t + 1)
���	�!�"&#�,������ÿ���ÿ����µ<

� x��7��Ð�»f¼�Ôj}%�j�j}
�������! �&!�Fÿ��	�-��� þ, !�i�����~&!�	 !���"&@ÿ�
% ´ ÿ��	�� !�i���/�� %þ,�-��*�¢	
%�	�����i��&���+�ÿ�ÿJ��� ´�"�����	 !�(�áþ"ÿ��	
����"&!�� !���!���	���	��ÿ�<:3������"&!�	���	���� !)p¿�����
�+�ÿ�ÿp�����#�@ÿ�&@ÿ����� ´��������+�ÿ�ÿTÿL�� !�-����ÿ�¿g��ÿ����	�	
�ÿ����!ðÿ��	��9��	)«ÿ��	�� !
% !������)�þ,�	��¦�����!�� !�!� ´�%ÿ��5�� ~¬�¢"S�sÿS
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�5�����!�� !�!�	�%ÿ��º<��� ��������	����~�����?��ÿ�&@ÿ����	�	
% !�

�@ÿ�þ,���!�	
�&! !�pÁ«�	����ÿëÿ¸þ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿp�!�"&! !)���ÿ��i���p���� !+�� þ������(�����	����� þ,� ´���	��ÿ��àþ,�-���"./�=<
�çþ������� !)������! �&!�9 !�	 !�! !�5�!��ÿ��7����ÿ��5�Ëþ,�-�����"&!�����!�-�� !�@ÿ����Q�!�-��������&@ÿ���� ´¡o�¤ÿ��Â�	 !����¡�þ,�	��ÿ��J
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 ±þ, !�	 !�! !�����"þ, !�"&@ÿ��	���%&! !�	 ����������?���
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