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



xt+1 = xα
t

(

yt

xt

)βs

, x0 = x ,

yt+1 = yα
t

(

xt

yt

)β(1−s)

, y0 = y ,
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∞
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t=0

δt ln(u1t) , J2 =

∞
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δt ln(u2t) ,
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xt+1 = (xt − u1t)
α−βs(yt − u2t)
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yt+1 = (yt − u2t)
α−β(1−s)(xt − u1t)
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%���!���	���	��ÿ¨ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

I =
∞

∑

t=0

δt ln(xtyt) .
��G:< ²%�

�c��
�ÿ��� !�!�����# !�Q�,+��	��&!���i !���"&��7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ��� !�i��&!*� !���¤ÿ�)������#���	���� ´��������+�ÿ�ÿp�/�! %þ, !�	���º<

Ï x���}%Ðj��¶�¸�ÑÒ}%·�»f��� ���j�j��Ó��jÔj}�¾!Ð$��Ç�º�¾!��¶�ÕjÔj�j��¶,¾!��Å
3¤ÿ�������ÿ����	�	
����Z�!�"&! !)���ÿ��! !�"&!*(����ÿ���+�ÿ��� !�/ !��&@ÿ��7�?��*!�� !�"&@ÿ���þ"ÿ�¿g¿g� ´���	��+�ÿ��?��*!��
5�¨ÿ��	���?���� %þ,�� !�!�� |ÿ��	�-��� þ, !�i�?�,���	*J�(�����! �&��?���	���	+�ÿ��?��ÿ��"&! !�

�� �&!�	 !��ÿ�ÿ«ÿ��	��<G°é< ±á<j���"&!�� !������¥ ?�¨V�7��&!�	�7��&@ÿ����	�	
�ÿ�¿g !���7�?��ÿ��# !�i�?���� ´����&@ÿ���þ"ÿ�������ÿ����	�	
% !)p�!�"&! !)���ÿ��! !�"&@ÿ�<,°é< ±á< ���"&!�� !�����ëÿL¬6< ¬6< 3�����ÿ��� !��¥ ²�¨
�!�!�-��ÿ(�� !����&@ÿ��o���� !+�� þ�����
������	����� þ,�-���	��ÿ��|þ,�-���"./�zþ����(
% ! !���	����&@ÿ��!��
5�
���"­��	��ÿ�)�<

3����ëþ������� !)��� %þ,�-��ÿ� !����� þ,�-�����"&!�����!�	
�&! !��Á«�	����ÿ«ÿçþ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿ
�!�"&! !)���ÿ��i���p���� !+�� þ������(�����	����� þ,�-���	��ÿ��±þ,�-���"./��¥09�³�¨�<
Ö5}%¶�¸j}%Ó�� Ï x � xo×QØ�Ù

x0 = y0
øº÷"ÚiÛ|ûNØ�Ü8÷"Ý�ô�Ù±ø�Þ	ü�ßDüºö=÷Sàâá�ãäá	å�æ-àâá�ã ç�å�Ù�è�÷%÷"Û

ø�Ù�ß
(ξ1, ξ2, ξs) ,
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é ß	÷

ξ1 =
2 − µ1

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(2C1+2C1,2,s−2C2,s+C1,2+C1,s−C2−Cs) ,

ξ2 =
1 + µ1

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(−C1+2C1,2,s+C2,s+C1,2−2C1,s+2C2−Cs) ,

ξs =
3

2(1 − αδ)
ln x+

1

6(1 − δ)
(−C1+2C1,2,s+C2,s−2C1,2+C1,s−C2+2Cs) ,

Ù
C1 = C2 = ln( ∆

1−a+0.5b
)+ a

1−a
ln(1− ∆

1−a+0.5b
) , Cs = 2a

(1−a)
ln(1− ∆

1−a+0.5b
) ,

C1,2,s = ln( 1−a
1+2a

) + 3a
1−a

ln(1 − 1−a
1+2a

) , C1,2 = ln(1 − a) + a
1−a

ln(a) ,

C1,s = µ1 ln( 2∆
2−µ1a(1−a+b)−(a−b)(a+1)

)+ (2−µ1)a
1−a

ln(1− 2∆
2−µ1a(1−a+b)−(a−b)(a+1)

) ,

C2,s = (1 − µ1) ln( 2∆
2+µ1a(1−a+b)−2a+b

) + (1+µ1)a
1−a

ln(1 − 2∆
2+µ1a(1−a+b)−2a+b

) ,

é ß	÷ a = αδ ê b = βδ ê ∆ = (1 − a)(1 − a + b)
ã

ë±û�ÚBü?Þ	ü�Û|÷�ô�ì�ú"Û|øºû�ã'�� !�-��� þ���¡o���	�áþ, !
�������&!�-��*!�"&!�! p�!�	���� àÿ¨þ������-���������
x0 6= y0

���� ��� ����������	��
Q�/
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&!
Hÿ��������������	��ÿ��/+��	��&!���±ÿ����	¡o&
�#������ÿ�&!�-��*!�� /�! ����	�'�-�� �.J��
Q)Z�@ÿ�þ�<��� !¢"&! !�c�J !�	������ÿ���ÿ��������µþ,�	�	*�&! ���*!
% 
���� !�"&!
Q���-���������	�ð<

´f���	�	�� �&!��ÿ����-��������)����	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 (�� !�!� þ,�	��ÿ��mÿ��	�� !
% !����&D< �º<��%ÿ ´&��i��+�ÿ�¡«�����!�� !�!�	�%ÿ����� J¬�¢"­S�@<
�~�!�"&!*

V1(x, y)
¿�����
�+�ÿ��Z�!
ðÿ��	��
9­��¤ÿ��	�� !
��È9!�

V2(x, y) Ì ÿ��	�� !
��|G����
Vs(x, y) Ì �!
ðÿ��	��
9­X+��	��&!���=<

£ ��� þ���������ÿ���+�ÿ����àE5�-�����7������¢"&@ÿZ¿�����
�+�ÿ�ÿ¸þ, ���.J��
��Ëþ, !�����"&!�! !�i��&!*
�������!���	��ÿ���� ½

V1(x, y) = max
0≤u1≤x

{ln u1+δV1((x−u1)
α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} ,��?=<I9?�
V2(x, y) = max

0≤u2≤y
{ln u2+δV2((x−u1)

α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} .��?=< G!�
Vs(x, y) = max

0≤s≤1
{ln(xy)+δVs((x−u1)

α
(y − u2

x − u1

)βs

, (y−u2)
α
(x − u1

y − u2

)β(1−s)

)} .��?=< ?i�
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EV�Ëþ,�	�xÿ��	
���&!*J¿�����
�+�ÿ�¡��!
ðÿ��	��
9­��J�/�-��� þ���¡o���	���@ÿ�þ,� ½
Vi(x, y) = Ai lnx + Bi ln y + Ci , i = 1, 2, s ,

�,þ,�
Ai

�
Bi

ÿ
Ci


% !���"&�����&!
��������@ÿ������¤ÿ��S �&(�����������"&!�� !�(�� %þ,�-��ÿ�<
�f !�,þ��sþ����mÿ��	�� !
��±9�ÿ�����?=<I9?�5�� �������ÿ��

A1 ln x + B1 ln y + C1 = ln u1 + δA1[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δB1[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δC1 . ��?=< ²%�
����� þ,�� ��� �.¸ÿ��Q�$��&! 

u1 = γ1x
ÿ

u2 = γ2y
<$�f !�,þ����	 !�"&����@ÿ��Â�%ÿ��"&!�	�c�

þ����� !����� þ,�-���	��ÿ��p
% !���"&�����& ½
{

A1 = 1 + δA1(α − βs) + δB1β(1 − s) ,

B1 = δA1βs + δB1(α − β(1 − s)) ,

���"­����p
% �&! !����¡S���� �������ÿ��

A1 =
1 − δ(α − β(1 − s))

∆
, B1 =

δβs

∆
,

�,þ,�
∆ = (1 − δα)(1 − δα + δβ) .

±'���?�� !�%ÿ����� ¤þ����mÿ��	�� !
��¸G¤ÿ�����?=< G!�5�� �������ÿ��

B2 =
1 − δ(α − βs)

∆
, A2 =

δβ(1 − s)

∆
.

3����� !����� þ,�-���	��ÿ��� !��&@ÿ��7�?��*!��
5���!
5�� !�! !�p�7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ����!�	�À����������¡
�����"&!*���?=< ²%�

1

u1
+

δA1(−α + βs) − δB1β(1 − s)

x − u1
= 0

 �&!
��Ëþ��(�� �������ÿ��
u1 =

x∆

1 − δα + δβ(1 − s)
.

±'���?�� !�%ÿ����� ¤þ����mÿ��	�� !
��¸G ½

u2 =
y∆

1 − δα + δβs
.
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3�����+��	��&!���éÿ�����?=< ?i�5�� �������ÿ��h�������!���	��ÿ��
As ln x + Bs ln y + Cs = ln x + ln y + δAs[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δBs[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δCs , ��?=< 7!�
�7��
%�%ÿ���ÿ��Ëÿ������L����������¡������"&!*J
% �&! !�� !�	 ����� �������ÿ��

(δAs + δBs)β(ln(x − u1) − ln(y − u2)) =
2δβ

1 − αδ
ln

x − u1

y − u2
= 0 .

£ ��� þ, !�i��&!�-��*!�� ��� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�g�������������	��ÿ���+��	��&!���( !����� þ,�-�����"&!���çÿ��
�!�-�� !�@ÿ��

x(1 − γ1)

(1 − γ2)y
= 1 .

3����������	�	�7��&!��ÿ��i���	�� !�	 o���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 '�-���������g����ÿ��!�-�� !�@ÿ�ÿ
x0 =

y0
�� �������ÿ��Q����&! (+��	��&!�àþ, ���.��	�������µþ,�-����&!*J�! %þ, !�	� �� !�� !�!���

s =
1

2
.

3������!�	�-���! ��#�� �.J��
5��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)$�Bþ,�	)��"&!�����p�����?�� !�%ÿ����� �������)�þ,�	�� !� ´&@ÿ��7�?��*!��
Q�S�"&!����&!�	�%ÿ�ÿëÿ��	�� !
% !�éÿ�+��	��&!���=<
����ÿ�¢"&! !�Q���"&!����&!�	�%ÿ�ÿëÿ��	�� !
% !�éÿ��S�%&!���L�(�@ÿ�þ,� ½

u1t = γ1xt , u2t = γ2yt .

E5
5�� Z�� ��������	�� �����&! éþ������!�	�-�L�! ��#�� �.J��
5�L
% i�?��ÿ�+�ÿ�)� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�
�������������	��ÿ��S+��	��&!���/ !����� þ,�-�����"&!�����/�@ÿ�þ,� ½

s :
xt(1 − γ1)

(1 − γ2)yt

= 1

ÿ���ÿ�.��V���Ëþ��%&~����ÿ��!� þ,�	��
��!
Q����.��	��ÿ���þ����
s
&! ���*!
% ~þ����S�-���������

x0 = y0
<

±Vÿ����	���� ����!
5��ÿ��� ��������	��
Â�-��� þ���¡o�¤ÿ��S !��&@ÿ��7�?��*!��
Q�g�������������	��ÿ�� ½
9@<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ

{1}, {2}, {s}
<

s =
1

2

γ1 = γ2 =
∆

1 − αδ + 0.5βδ
,�,þ,�

∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + δβ) .
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G:<®íG������þ�
% i�?��ÿ�+�ÿ��
{1, 2, s}

<

s =
α(1 − αδ + δβ)(1 − 2µ1) + β(2 − µ1)

3β

γ1 = γ2 =
1 − αδ

1 + 2αδ
.

?=<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{1, 2}

�
{s}

<
s = 1 − µ1

γ1 = γ2 = 1 − αδ .

²�<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{1, s}

�
{2}

<

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β(1 + αδ) + α(1 − αδ)

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 − µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(α − β)(αδ + 1)
.

7:<~5� i�?��ÿ�+�ÿ�ÿ
{2, s}

�
{1}

<

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 + µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(2α − β)
.

Í �����"&@ÿ��Q�%��&! ��������	�	�7��&!��ÿ��i���	�� !���-���������
xt = yt

þ����J�!�	�-�(�! ��#�� �. ´��
5��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)$���� !�	
% ���*!
�� xt+1

yt+1
= (xt

yt
)α−β

ÿ
x0 = y0

<
�� !¢"&! !�c�!���	�-��ÿp�/ !�����	�h�-�����������!
ðÿ��	��
9­ ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

V{K} = AK ln x + BK ln y + CK

þ����L�!�	�-�L
% i�?��ÿ�+�ÿ�)�î���&! �����ÿL����­��	������� þ,�� ��� �.��	��ÿ�ÿ �
x0 = y0

�®�!
ðÿ�� ´��
9­ ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

V{K} = (AK + BK) ln x + CK .
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����ÿ��!� þ,�	�h¿�����
�+�ÿ�ÿp�!
ðÿ��	��
9­��¤þ������!�	�-��
% i�?��ÿ�+�ÿ�)
V{1} = V{2} =

1

1 − αδ
lnx +

1

1 − δ
C1 , V{s} =

2

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
Cs ,

V{1,2,s} =
3

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,2,s , V{1,2} =

1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,2 ,

V{1,s} =
2 − µ1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C1,s , V{2,s} =

1 + µ1

1 − αδ
ln x +

1

1 − δ
C2,s ,��?=< §i�

�,þ,�5
% !¢	¿g¿�ÿ�+�ÿ��	��&!

Ci

�
Ci,j

�
Ci,j,s

����ÿ��!� þ,�	��
��o¿g !���c����ÿ��� !�!
%�7&!�	 !���	��
�<
�f�	���	��*/��
©�� �.��	�h����)�&@ÿ��!�	
�&! !�LÁ«�	����ÿ$��ÿ��	�� ���*��	���p¿g !���c����� ½

ξi =
∑

K∈N

(3 − |K|)!(|K| − 1)!

6
[V{K} − V{K\i}] , i = 1, 2, s , N = {1, 2, s} ,

 !���¤ÿ�)��@ÿ�þ�
% �&! !�� !�	 (����ÿ��!� þ,�	�p�(¿g !���c����ÿ��� !�!
%��&!�	 !���	��
�<
3¤ÿ�������ÿ�
��������#�@ÿ�&@ÿ����� !��������+�ÿ�ÿ��

xt = yt

������ÿ�
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�k�� ´�!� þ,�	��ÿ�ÿp�!�	�-���������"&!��ÿ�
% !�¸ÿ����	�"&J�@ÿ�þ ½

xt+1 = xα
t (1 − γ)α = xα

t (
3αδ

1 + 2αδ
)α

 �&!
��Ëþ��(�� �������ÿ��
xt = xαt

0 (
3αδ

1 + 2αδ
)

t
∑

j=1

αj

.

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x � xoðì÷"ÚiÛ|ûNØ
β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) ñ ü?Þ	ù4ø	ü@÷"Û|ú�ò�Ý�Ø"û�æ

ó ÷"ß?ô	Ø"û�õ�Ø�ü@ú"Ý�Ø"÷"ß	÷�ô"÷ ñ Ù�ò�ß	÷�ô"÷-ö üLà�×�÷%ëSå�ø`ç ê5ù%ú_û�ê ÷%ú�ô�Ù

ξi(0) =
∞

∑

t=0

δtβi(t) , i = 1, 2, s .

ª �	�� !�!�����«ÿ�þ,�"��¢"&! !)��N�i�	��
É����
���¡'�����"&!��� �L�����	����� þ,�-���	��ÿ�ÿ 
% ! !��� ´����&@ÿ��!�� !�	 J�!
ðÿ��	��
9­��(�� /�!�	�	�c�����	��ÿ� %þ������� %þ, ���.��	��ÿ��mÿ��	��
�<
ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x Ã xoðì÷"ÚiÛ|ûNØ

β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) ñ ü?Þ	ù4ø	ü@÷"Û|ú�ò(ß?Ù�æ
ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙ�ô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�øºû�õp×�÷%ëüøvý ê ç ê5ù%ú_û�ê ÷%ú�ô�Ù

ξi(0) =

t−1
∑

τ=0

δτβi(τ) + δtξi(t) , i = 1, 2, s .
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Í þ,�	�	*¤ÿ��	�� !
�ÿ$���-��� þ�����
% ! !���	����&@ÿ��!�� !)�&!�����	
�&! !��ÿ�ÿ$������ÿ�þ,�	�i.¸ÿ��i��¡o& ´���( %þ,�� !�	 sÿ/&! !�	 g.��®����ÿ���+�ÿ����� !��&@ÿ��7�?��*!�� !�"&@ÿJ��
���.6þ,
Q)/&!�	
��%�¤ÿ�)��� ´���	��&g�!���	���	��ÿ6ÿ��� !¢"&! !�c�S���Fÿ����	¡o&g !��þ��	
�&@ÿ��!��
5���� �&@ÿ��! !�� �&!
��� !����&!*!���
 �&(�������	���!
Q�!�������� !�	 /���"­��	��ÿ��p (
% ! !���	����+�ÿ�ÿ�<

3���������­��	)p�� %þ,�-��ÿ��� �������ÿ��
βi(t) = ξi(t) − δξi(t + 1) , i = 1, 2, s .

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x Ï xcë±÷�ô"÷-ö
(ξ1, ξ2, ξs)

ôiß	ûDø%ô"÷"Û|øºûNØ�ò�÷"Ûÿô�ú�ô"ûDø�Ù�õ�� ñ é üø ùiù=û�ê ÷%ú�ô�Ù
t−1
∑

τ=0

δτβi(τ) + δtV{i}(t) ≥ V{i}(0)

ß&ô�ò_øºú%÷��
t ≥ 1 ê é ß	÷ β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) �

ß?Ù ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙLô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�æ
ø	ü�òL×�÷%ë�ã

ÎV&! ~�!�-�� !�@ÿ��Q�-��������&@ÿ����!�"&��������"&!��ÿ�
�����
% ! !���	����+�ÿ�ÿ$�!��&! ìþ���.��5���-��� ´�����(�����"&! !�i.��	��ÿ���
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 L�	 !�N�,��­��	��ÿ��«ÿ����!
ðÿ��	��
9­ ���Ëþ,�"&L���
���	��*�­��������	�h����ÿmÿ��#�������?��*!�� !�h���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !���� !�!� þ,�	��ÿ�ÿ�<

ÎV&! /�!�-�� !�@ÿ����/����­��	)p�� %þ,�-��ÿ�����ÿ���ÿ��7���"&��@ÿ�þ ½

ξi(0) − ξi(t)δ
t ≥ V{i}(0) − δtV{i}(t) .

ï ·j¸j}���}i»f}%�j�j} Ï x���xcë±÷�ô"÷-ö
(ξ1, ξ2, ξs)

ôiß	ûDø%ô"÷"Û|øºûNØ�ò�÷"ÛüÚ�ûDû�Ý�÷vØ�ü�Û�Ù�ø ñ û�æè�ôSØ"÷ é ôDô�Ù�Ø�ôBõ��|÷=è�ô�ô�ú�ô"ûDø�Ù�õ ê ÷%ú�ô�Ù
βi(t) + δV{i}(t + 1) ≥ V{i}(t)

ß&ô�ò_øºú%÷��
t ≥ 1 ê é ß	÷ β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) �

ß?Ù ñ ü�è�Ù�ö=÷%ú"ÚiÙLô�ú"Û|û�õ�ö�Ù�æ
ø	ü�òL×�÷%ë�ã

����� þ��� �.��	���� !���!�-�� !�@ÿ���þ����"&Z�"&@ÿ��c���iÿ��	�� !
��p�� %þ�þ,�	�i.¸ÿ��i��&!*�
% ! !��� ´����+�ÿ�¡S���� !�	
% ���*!
�������
���.6þ, !�k­����	�� !���� ����������"&��! ���*�­��Z�!
Q�	 %þ,
  �&

% ! !���	����+�ÿ�ÿ$�����	�h �&(���	
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 J�� !�!� þ,�	��ÿ���<

������­��	)J�� %þ,�-��ÿ(
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�o���	�"����ÿ�����¡o���	�'�!�-�� !�@ÿ��ìÿ����	�"&S�@ÿ�þ ½

ξi(t) − δξi(t + 1) ≥ V{i}(t) − δV{i}(t + 1) .
��?=< A!�

Í �����"&@ÿ��Q����&! Z
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�����	�"����ÿ�����¡o���	�/�!�-�� !�@ÿ��������	���"&Z�!�-�� ´�@ÿ��
	����-������ !¢"&! !�c�¸þ, !
���.��	�h����­��g�� %þ"ÿ�¿�ÿ�+�ÿ��� !�i������ !���!�-�� !�@ÿ��º<
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Ö5}%¶�¸j}%Ó�� Ï x Ã xìóáûDû�Ý�÷vØ�ü�Û�Ù�ø ñ ûD÷QØ"÷ é ôDô�Ù�Ø�ôBõ��|÷%÷Sô�ú�ô"ûDø�Ù�÷áø	ù�Ý�û�ô ñ ÷ ñ û�ß&ô�òøºú%÷���Ù é Ø"û�Ú�ûDø!ã
ë±û�ÚBü?Þ	ü�Û|÷�ô�ì�ú"Û|øºû�ãF3������-���������

xt = yt

���	�"����ÿ�����¡o���	���!�-�� !�@ÿ��h��?=< A!�
����ÿ���ÿ��7���"&��@ÿ�þ ½

3��������	���! !�	 éÿ��	�� !
��

−
µ1

2
ln(xt)+

1

6
[
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−5C1+2C1,2,s−2C2,s+C1,2+C1,s−Cs] ≥ 0 .

3�������&! !�� !�	 éÿ��	�� !
��
µ1 − 1

2
ln(xt)+

+
1

6
[
3(1 − µ1)αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−5C1+2C1,2,s+C2,s+C1,2−2C1,s−Cs] ≥ 0 .

3�����+��	��&!���

−
1

2
ln(xt)+

1

6
[

3αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
)−2C1+2C1,2,s+C2,s−2C1,2+C1,s−4Cs] ≥ 0 .

´f���	�	�� �&!��ÿ�� ���	���! !���!�-�� !�@ÿ��¨ÿh�� !
���.��	�Q�7��&! ��!
Q����.��	��ÿ�����
��i��þ ´����&!��
5�p�	
% !�!
��?�����	 �&!��ÿ�+���&!�-��*!�� �<

D =
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 2C1,2,s − 2C2,s + C1,2 + C1,s − Cs =

=
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 3C1,2,s + (C1,s − 2C2,s) − Cs−

−
3αδ

1 − αδ
ln(3αδ) +

1 + 2αδ

1 − αδ
ln(1 + 2αδ) +

αδ

1 − αδ
ln(αδ) .

Í �����"&@ÿ��Q�i��&! �¢"&! g���!
Q�i��¡o�����/�� 
µ1
¿�����
�+�ÿ��$�i�� !¢"&! !�c�áþ, !�"&���&! !���� 

���� !�!�	��ÿ�&!*��7��&! 
D ≥ 0

����ÿ
µ1 = 1

<7¬��	�-�� �.J�� ��������"&@ÿ�&!*{&���
�.����7��&! 
C1,s − 2C2,s > 0

<��f !�,þ��

D > 3C1,2,s − 5C1 − Cs + ln(1 + 2αδ) +
αδ

1 − αδ
ln(αδ) =

=
(

3C1,2,s − 5C1 −
3αδ

2(1 − αδ)
ln(1 −

∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)

+

+
(

ln(1 + 2αδ) +
αδ

1 − αδ
ln(αδ) −

αδ

2(1 − αδ)
ln(1 −

∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)

,
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�,þ,�
∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + βδ) .°��	�	
% S�@ÿ�þ,�"&!*��%��&! S�!
Q����.��	��ÿ��J���	
% !�!
��?�(���	 �&!��ÿ�+���&!�-��*!��
�<B3����(��� ´�!�	��­��	��ÿ��àþ, !
�������&!�-��*!�"&!�i�J�!�	�� !����ÿ��Q����&! 

ln(xt) < 0 .

27�-�� !�@ÿ��iþ�������&! !�� !�	 _ÿ��	�� !
��çÿ�+��	��&!�������� !�!�	�i��¡o&!���������?�� !�%ÿ����� �<

��xc|~}iÆiº�»fÅ��%����� Ôj�f¾�»f}%�j�j¶�¹�¶�Ó�¶i��}i»f�j¸j¶������j��Ç
¤� %þ,�-��ÿ��� !�i����ÿ����!
5�� /���� !�!� þ,�	�� 6þ������-��� þ���¡o�¤ÿ��L�����������"&!�� !� ½

α = 0.4 , δ = 0.1 , sd = 0.5

β = 0.3 , µ1 = 0.55 , µ2 = 0.45 .

¬g�����?��*!��
Q)������#���	���� !��������+�ÿ�ÿ
x = y = 0.5

<�
�ÿ��-�� �­����	 !�m9�³=<
¬g�S��ÿ��º<�9 ´ ?S�� !
�����������þ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿ��!�"&! !)���ÿ��i�������� !+�� þ������/�����	����� ´

þ,�-���	��ÿ��sþ,�-���"./���
βi(t)

��þ����áÿ��	�� !
��
i
�]&!�	����������ÿ���ÿ����-���!
ðÿ��	��
9­Vÿ��	�� !
��

i
�������!�� !�!�	�%ÿ�ÿL�� Z¬�¢"­S� Ì V{i}

���	�!�"&#�,���p��ÿ���ÿ����ìÿL�	�	 �
% !���� !���	��&��|þ,� ´���"./� Ì ξi(0)
��������
�&@ÿ����µ<

¬g�p��ÿ��º<f² ´ §������ þ,�"&��������	�� {�!
Q�� ������	��ÿ��Z
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 ����	�"����ÿ���� ´¡o���	�	 J�!�-�� !�@ÿ��àþ������!�	�-�mÿ��	�� !
% !��<,¬g�/��ÿ��"����
��?�p�� �.J�� (�@ÿ�þ,�"&!*
ξi(t) −

δξi(t + 1)
�]&!�	�������Z��ÿ���ÿ����Fÿ

V{i}(t) − δV{i}(t + 1)
���	�!�"&#�,������ÿ���ÿ����µ<

� x��7��Ð�»f¼�Ôj}%�j�j}
�������! �&!�Fÿ��	�-��� þ, !�i�����~&!�	 !���"&@ÿ�
% ´ ÿ��	�� !�i���/�� %þ,�-��*�¢	
%�	�����i��&���+�ÿ�ÿJ��� ´�"�����	 !�(�áþ"ÿ��	
����"&!�� !���!���	���	��ÿ�<:3������"&!�	���	���� !)p¿�����
�+�ÿ�ÿp�����#�@ÿ�&@ÿ����� ´��������+�ÿ�ÿTÿL�� !�-����ÿ�¿g��ÿ����	�	
�ÿ����!
ðÿ��	��
9­��	)«ÿ��	�� !
% !������)�þ,�	��
¦�����!�� !�!� ´�%ÿ��5�� ~¬�¢"­S�sÿS
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�5�����!�� !�!�	�%ÿ��º<��� ��������	��
��~�����?��ÿ�&@ÿ����	�	
% !�

�@ÿ�þ,���!�	
�&! !�pÁ«�	����ÿëÿ¸þ"ÿ�������ÿ����	�	
�ÿp�!�"&! !)���ÿ��i���p���� !+�� þ������(�����	����� þ,� ´���	��ÿ��àþ,�-���"./�=<
�çþ������� !)������! �&!�9 !�	 !�! !�5�!��ÿ��7����ÿ��5�Ëþ,�-�����"&!�����!�-�� !�@ÿ����Q�!�-��������&@ÿ���� ´¡o�¤ÿ��Â�	 !����¡�þ,�	��ÿ��J
% ! !���	����&@ÿ��!�� !�	 ±þ, !�	 !�! !�����"þ, !�"&@ÿ��	���%&! !�	 ����������?���



µ�¶�¶�·j}%¸j�����j���j¶�}L¸j}%¹�º�»f�j¸�ºG¼�½{}%}Lº�¾�»f¶����j} >@?

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
T9@<����� !+�� þ������
�����	����� þ,�-���	��ÿ��±þ,�-���"./�áþ����

ÿ��	�� !
��m9

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
çG:<����� !+�� þ������
�����	����� þ,�-���	��ÿ��±þ,�-���"./�áþ����

ÿ��	�� !
��ÈG

–3

–2.5

–2

–1.5

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
ë?=<����� !+�� þ������(�����	����� þ,�-���	��ÿ��±þ,�-���"./�áþ�����+��	��&!���



>�² wLxzy{xf|~}%�����j}%���

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
p²�<�5� ! !���	����&@ÿ��!�� !�
���	�"����ÿ�����¡o���	�S�!�-�� !�@ÿ��uþ����

ÿ��	�� !
��±9

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
ç7:<�5� ! !���	����&@ÿ��!�� !�
���	�"����ÿ�����¡o���	�S�!�-�� !�@ÿ��uþ����

ÿ��	�� !
��¸G

–3

–2.5

–2

–1.5

0 2 4 6 8

´�ÿ��"���� !
L§=<�5� ! !���	����&@ÿ��!�� !�g���	�"����ÿ�����¡o���	�S�!�-�� !�@ÿ��uþ�����+��	��&!���



µ�¶�¶�·j}%¸j�����j���j¶�}L¸j}%¹�º�»f�j¸�ºG¼�½{}%}Lº�¾�»f¶����j} >B7

���	��ÿ� %þ������,����ÿ��� !�i����ÿ���<������ þ��,���-���"&!������ !�! !�o�!�-�� !�@ÿ�����
% �&! !�� !�~�� !���%. ´
þ����"& ÿ��	�� !
����	 !����¡�þ���&!*�
% ! !���	����&@ÿ��!�� !���	 !�N�,��­��	��ÿ����®�����#
Q�i���	�� !��
% ´ !���	����&@ÿ��!�� !�~���	�"����ÿ�����¡o���	�g�!�-�� !�@ÿ��º< ª 
����#
Q�i���"&!���$����&! ��� !�! !�o�!�-�� !�@ÿ��
���������"&!�����%ÿ���*!���	��ÿ(���	�	�������� !�!�	�i���	��
Q�Q�����	� ÿ��#�!�	�"&!�� !�g�������	�'�!�-�� !�@ÿ��
	����-�=<

£ �gË £Qª 5À°SË����7´,±��ð2�´��

9@<o¤p�����?�� !���z< �z<z�o´j�"&�&@ÿ��	�i��±á< ¬6<~÷4ü@ø ñ ûDøº÷%ú"Ù�÷{Ý�û�������ônø�Þ	ü�ßDüºö:ü��
û���Ø�ü ñ ùRû�Ú	Ø�ô!ö üºõ��|÷"õiúvØ"÷"ßDù����(¤p��&D<��� %þ,�-��ÿ��� !�i����ÿ��º<�G�³!³!§=<���<�9�>=<
 <"7:< £ <"Aº? ´ ;!³=<

G:<o¤p�����?�� !���z< �z<z�5´j�"&�&@ÿ��	�i��±á< ¬6<Q÷�÷ é ôDô�Ù�Ø�ô�÷=è�ûD÷/Ø�ü@ø ñ ûDøº÷%ú"Ù�÷ëø�ß?Ù�ú"æ
Ú	Ø"÷"Û ñ û�õ�Þ	ü�ßDüºö=÷SØ�ü?Þ�ß	÷�ô"÷ ñ Ù�ò"!?Ù�ûNØ"÷%ú"ô	Ø"ú%ûDø#���m3� !
��,��þ,
¯±'
���þ,�	��ÿ�ÿ
¬g�#��
�<"G�³!³@>=<���<�²�Gº?=<  ?=< £ <�?BG�³ ´ ?BG@G:<

?=<®���"&!�� !������°é< ±á<%$�ú"Û|û�õ�ö�Ù�ø	ù4÷(Ø"÷��|÷ ñ Ù�ò ß?Ù�&'&4÷vØ"÷ ñ ó Ù�üËô�ì ñ ù(�©Ù é Øú%û/è ñ û é Ù�è�Ù�ôBö:ü@ú"Û ñ Ù�ÚBü�è�Ù)���J�5�	�"&!��ÿ�
�°��	��ÿ����	����þ,�	
% !�	 ±2~��ÿ��!�	� ´�%ÿ�&!�"&��=<�9�;BA@A:<  9�;=< £ <�²i§ ´ 7@G:<
²�<®���"&!�� !�����L°é< ±á<z�=3�����ÿ��� !�J¬6< ¬6<�óáûDû�Ý�÷vØ�ü�Û�Ù�ø ñ ù4÷�ß?Ù�&'&4÷vØ"÷ ñ ó Ù�üËô�ìiæ
ñ ù4÷{Ù é Ø�ùüÙÂÙ*�kÝ�Ø�Ù�ô"û#öb÷ ñ Ù�ò�<'Ë~�µþ ´ �!  �f !���	
% !�	  2~��ÿ��!�	���%ÿ�&!�"&����
�f !���	
$�¥9�;@>BG:<

7:<,+ ·.-�·º¿0/ <z�21 »3-54�³%¿76 <98=<2:<;>=@?.ACBEDF=HG>=HDIG�GIJLK�M5?.NOBQP.K7RS?.ATKFNQULKIG>MV;	<XW�Y ½
Z ÃË·.4�³%¶é¹¼Ã
[�¿�³\-5- ��9�;@>BG:<

§=<,] ¹3-5^�³%¿F_ < `á<z�ba ¹¼¿�¶¸·º¾dc <98=<7e)ULKfDIG>AgJ@h3K�NiKkj2lIUnmb?.M�lËý�o\BEG>h3G�R.BED�?.h�?.=@p
p.;>=@?.ACBEDqBQ=LNiK�M5?#D�NOBEG>=rls���t8=<vu.w�x ¾Sy:¹¼¿ u ¾�¶é³%¾BÀ ·º» x Ã u ¾ u ¶é¹¼Ã\-�·º¾�4 a ·D´
¾�·.z@³%¶é³%¾BÀ <¥9�;@;!§=<r{¤<�?!³=< [ <�?�² ´ ²�G:<

A:< c¥³�y*^�·º¿�¹ `á<z�|a ¹¼¿�¶¸·º¾}c <98=<
e)ULKqR.M�K�?.NXj2lIU}mb?.M%ý�?.=~K5�#?.AgJ@h3KT�Sl�BQ=*R�?
p.;>=@?.ACBED0�bG>�*MV=HG>N�æE�<?�lIUCl�G>h��*NOBEG>=)��� /�^�³ + ³%»¼» 8=<Su.w)x Ã u ¾ u ¶ <�9�;@>!³=<.{¤<
9@9@<  9@< [ <�?BG@G ´ ?@?�²�<

>=<�a ·.�Ë·º» u y {¤< {¤<z� _~³&À�À�¹¼³�yº· Z < Ws<>�,BEG>M�KIl�G>�*M�DIK�AF?.=@?�R#K�ATK�=LN.J@M�G�o\h3K�A�m|BQNQU
DIU�?.=*R.BQ=*Rq?.M�K�?���G>M(j2lIULK�MV;T��� 6�·º¶é³�/�^�³ u ¿��È·º¾�4 Zg��� »¼¹¼ÃË·	À�¹ u ¾�- <:G�³!³@>=<
{¤<¥9�?=< [ <¥9�³=9 ´ 9@9�³=<



>!§ wLxzy{xf|~}%�����j}%���

;=<�a ·.�Ë·º» u y {¤< {¤<z� _~³&À�À�¹¼³�yº· Z < Ws<2�V=HDIK�=LNOBQP.K�K��\�*BQh�BOo\MVBQ�*A�BQ="o\BEG>M�KIl�G>�*M�DIK
AF?.=@?�R#K�ATK�=LN.J@M�G�o\h3K�As����x y u »¼Å=À�¹ u ¾�·º¿��z¶é³&À�^ u 4�- w�u ¿)4�³\-�¹3z@¾ �\u � À�¹¼¶é¹3�Ë·	À�¹ u ¾
·º¾�4mÃ u ¾BÀ�¿ u » ������afWgxQ�@+ ·º¿�Ã%³%» u ¾�· ��� � ·º¹¼¾ ��G�³!³@>=< [ <�?!³=9 ´ ?=9DG:<

9�³=< [�³&À�¿ u -Q��·º¾�c <z�H� ·ºÃ%Ã u Å�¿k6 <�e'BQATK"æ5DIG>=rl�B3l�NiK�=LN���U�?VJ@h3K�;TP>?.h��LKC?.hQh3G�D�?.NOBEG>=
G��|JLG>hQh��*NOBEG>=�DIG�l�NXM�K�p.�LD�NOBEG>=)���08=<#u.wvx Ã u ¾ u ¶é¹¼Ã ` �:¾�·º¶é¹¼Ãì·º¾�4 ��u ¾BÀ�¿ u » <
G�³!³@?=<r{¤<"A:< [ <�?@>=9 ´ ?@;@>=<

9@9@<�Y ³%Å�¾�z `á< �\< î6<��g=7BQMVM5?.NOBEG>=@?.h æ�oVKIU�?.P�BEG>M-æ3J@M�G�G��bDIG>=@p.BQNOBEG>=0BQ=TDIG�GIJLK�M5?.NOBQP.K
p.B ��K�M�K�=LNOBO?.hrRS?.ATKIl>��� 6�·º¶é³�/�^�³ u ¿��T_~³�y:¹¼³�� <�G�³!³!§=<�{¤<:>=<  ²�< [ <=Aº?@; ´
A�²!²�<

�F � �¡
¢
£q¤
¥s¦�§�¢¨¦V©��F¢
©T¥s¦�§�¢ª�F �©�«¬¦�¥s¦V �©­¦V©
® ¦V �£s¢
¯X �°�£q�F¢¨±~¤f©F¤�²�¢0±³¢
©T¥´¡
£q  ®qµ ¢0±

¶�·(·'¸�¹sºS»�»�¼�ºS½�¸ �r� ¾�-,À�¹IÀ�Å=À�³ u.w Zg��� »¼¹¼³\4 a ·	À�^�³%¶¸·	À�¹¼ÃË·º»)_~³\-�³Ë·º¿�ÃI^ î ·º¿�³%»¼¹Ä·º¾
_~³\-�³Ë·º¿�ÃI^ � ³%¾BÀ�³%¿ u.w _ Z �,� [�³&À�¿ u �Ë·�y u 4�-�Â �)� ·º¾�4 <9� Ã <� ·º¾�¾�·º¿�³&ÀµÁuÂ�¿�Ã < Â	·º¿�³%»¼¹Ä· < ¿�Å �µ<
�koVl�NOM5?#D�N ½�/�^�³¾4�¹3-�Ã%¿�³&À�³µ´�À�¹¼¶é³�zB·º¶é³i¶ u 4�³%»�¿�³%»Ä·	À�³\4¿�~¹IÀ�^RÀ�^�³¾À�¹ u ¿�³\- u Å�¿�Ã%³
¶¸·º¾�·.z@³%¶é³%¾BÀ � ¿ u À�»¼³%¶ �QÁ -5^_ÃË·	À�ÃI^�¹¼¾�z � ¹3-zÃ u ¾�-�¹34�³%¿�³\4 < /�^�³6Ã%³%¾BÀ�³%¿ � ¿�³ w ³%¿�³%³ �
-5^�·º¿�³\- · ¿�³\-�³%¿�y u ¹¼¿}À"³&Ài��³%³%¾HÀ�^�³xÃ u ¶ � ³&À�¹IÀ u ¿5- < /�^�³ � »Ä·��@³%¿5- � Ã u Å�¾BÀ�¿�¹¼³\- �-�
�,^�¹¼ÃI^q^�·º¿�y@³\-,À4À�^�³ Á -5^q-,À u Ã Â6·º¿�³�À�^�³ � ·º¿,À�¹¼Ã%¹ � ·º¾BÀ�- u.w À�^�¹3-2zB·º¶é³ <�� ³~·.-5-�Å�¶é³
À�^�·	ÀìÀ�^�³%¿�³á¹3-ì·é¶é¹3z@¿�·	À u ¿��È³VÂ=ÃI^�·º¾�z@³7À"³&Ài��³%³%¾ëÀ�^�³s¿�³\z@¹ u ¾�- u.w À�^�³á¿�³\-�³%¿�y u ¹¼¿ <
/�^�³ W ·.-5^­·º¾�4«Ã u*u � ³%¿�·	À�¹Ãy@³¸³\Ä�Å�¹¼»¼¹3À�¿�¹Ä·m·º¿�³ u À=À ·º¹¼¾�³\4 w�u ¿á¹¼¾ Á ¾�¹IÀ�³ � »Ä·º¾�¾�¹¼¾�z
^ u ¿�¹3� u ¾ < /ð¹¼¶é³µ´�Ã u ¾�-�¹3-,À�³%¾BÀ�¹¼¶ � Å=À ·	À�¹ u ¾
4�¹3-,À�¿�¹3À�Å=À�¹ u ¾ � ¿ u Ã%³\4�Å�¿�³F¹3-�Ã u ¾�-�¹34�³%¿�³\4
·.-ì·6¶é³&À�^ u 4 w�u ¿ð¶¸·º¹¼¾BÀ�³%¾�·º¾�Ã%³uÀ�^�³�Ã u*u � ³%¿�·	À�¹ u ¾ < /�^�³s¾�³��bÃ u ¾�4�¹IÀ�¹ u ¾s�,^�¹¼ÃI^
u.Å ³%¿5-á·º¾i¹¼¾�Ã%³%¾BÀ�¹Ãy@³|À u � »Ä·��@³%¿5-�À u Âº³%³ � Ã u*u � ³%¿�·	À�¹ u ¾_¹3-�¹¼¾BÀ�¿ u 4�Å�Ã%³\4T·º¾�4���³
ÃË·º»¼»�¹IÀ~¹¼¾�Ã%³%¾BÀ�¹Ãy@³�Ã u*u � ³%¿�·	À�¹Ãy@³�Ã u ¾�4�¹IÀ�¹ u ¾ <
ÆCK�;>m�G>M5p�l ½�4r�:¾�·º¶é¹¼Ã2zB·º¶é³\- � À�¹ u ¿�³\- u Å�¿�Ã%³�¶¸·º¾�·.z@³%¶é³%¾BÀ � ¿ u À�»¼³%¶ � Ã u*u � ³%¿�·	À�¹Ãy@³
³\Ä�Å�¹¼»¼¹3À�¿�¹¼Å�¶ � À�¹¼¶é³µ´�Ã u ¾�-�¹3-,À�³%¾�Ã�� � ¹¼¶ � Å=À ·	À�¹ u ¾s4�¹3-,À�¿�¹3À�Å=À�¹ u ¾ � ¿ u Ã%³\4�Å�¿�³ <


