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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ïðîñòîãî ïðåñëå-
äîâàíèÿ íà ñôåðå äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé. Ââîäèòñÿ ñòðàòå-
ãèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ, îáëàäàþùàÿ íåêîòîðûìè ñâîé-
ñòâàìè ñòðàòåãèè ïàðàëëåëüíîãî ñáëèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, äî-
êàçûâàåòñÿ å¼ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü â îáùåì ñëó-
÷àå, ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îñîáûå ñëó÷àè. Äîêàçûâàåòñÿ íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî ýòîé ñòðàòåãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, ïðîñòîå äâèæåíèå, ïðå-
ñëåäîâàíèå íà ñôåðå.

1. Ââåäåíèå

Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì
äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàíû äëÿ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâ á�îëüøèõ
ðàçìåðíîñòåé ñ íóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé. Â äàííîé ðàáîòå äåëà-
åòñÿ ïîïûòêà èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîäîáíûõ èãð íà ñôå-
ðå, îáëàäàþùåé èíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè.
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Ñðåäè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàíèÿ çíà÷èìîå ìåñòî çàíè-
ìàåò ñòðàòåãèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ (Π-ñòðàòåãèÿ), ÿâëÿ-
þùàÿñÿ íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èãð ïðåñëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ Ë.À.Ïåòðîñÿíà âïåðâûå ïîêà-
çàíà îïòèìàëüíîñòü Π-ñòðàòåãèè äëÿ èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ
ëèíèåé æèçíè [2], â èãðå ñ äâóìÿ ïðåñëåäîâàòåëÿìè è îäíèì óáåãàþ-
ùèì [1] è â èãðå ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â ïîëóïëîñêîñòè Ïåòðîñÿí
(1969).

Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èâàëèñü èãðàìè íà
ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ëèáî íà ìíîãîîáðàçèÿõ, èìåþùèõ íóëå-
âóþ ãàóññîâó êðèâèçíó. Áûëî áû èíòåðåñíî ïîïðîáîâàòü ðàñïðîñòðà-
íèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ èãð íà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
íà ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå íåíóëåâóþ êðèâèçíó, â ÷àñòíîñòè, íà ñôå-
ðó. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ ñáëè-
æåíèÿ íà ñôåðå, îáëàäàþùåé íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè Π-ñòðàòåãèè íà
ïëîñêîñòè. Òàê Π-ñòðàòåãèÿ, ïðè äâèæåíèè óáåãàþùåãî ïî ïðÿìîëè-
íåéíîé òðàåêòîðèè, ïðåäïèñûâàåò ïðåñëåäîâàòåëþ äâèãàòüñÿ òîæå ïî
íåêîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè. Íà ñôåðå îòðåçêè ïðÿìûõ çàìåíÿþòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêèìè îòðåçêàìè, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ äóãè áîëüøèõ îêðóæ-
íîñòåé. Áóäåò ïîñòðîåíà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ ñáëèæåíèÿ íà ñôå-
ðå (Π1-ñòðàòåãèÿ), äîêàçàíû å¼ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ, à òàêæå ðàññìîòðåíû îñîáûå ñëó÷àè è äîêàçàíî íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî.

2. Ñòðàòåãèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ (Π1-ñòðàòåãèÿ)

2.1. Èãðà ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ íà ñôåðå

Ïóñòü íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íàõîäÿòñÿ äâå ïîäâèæíûå
òî÷êè E è P . Òî÷êà E � óáåãàþùèé, òî÷êà P � äîãîíÿþùèé. Áóäåì
íàçûâàòü P è E èãðîêàìè. Îáà èãðîêà ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ñôåðå â
ëþáîì íàïðàâëåíèè è ìãíîâåííî ìåíÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïðè
ýòîì óáåãàþùèé äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ σ, à äîãîíÿþùèé � ñî ñêî-
ðîñòüþ ρ, ïðè÷åì σ < ρ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èãðó, â êîòîðîé öåëüþ
äîãîíÿþùåãî ÿâëÿåòñÿ ïîèìêà óáåãàþùåãî, à öåëüþ óáåãàþùåãî ÿâ-
ëÿåòñÿ èçáåæàíèå åãî ïîèìêè äîãîíÿþùèì. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî äîãîíÿþùèé ïîéìàë óáåãàþùåãî â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû äîãîíÿþùåãî ñîâïàëè ñ êîîðäèíàòàìè
óáåãàþùåãî.

Ðèñóíîê 1. Ïîëîæåíèå èãðîêîâ íà ñôåðå

Âî âðåìÿ èãðû è äîãîíÿþùèé, è óáåãàþùèé çíàþò êîîðäèíàòû
äðóã äðóãà â êàæäûé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî èãðîêè âèäÿò äðóã äðóãà, êðîìå òîãî, äîãîíÿþùåìó âñåãäà
èçâåñòíà ñêîðîñòü åãî ïðîòèâíèêà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè � ýòî èãðà ñ äèñêðèìèíàöèåé ïî îòíîøåíèþ ê óáåãà-
þùåìó. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû íå áóäåì óïîìèíàòü î òîì,
÷òî èãðà ïðîèñõîäèò íà ñôåðå èìåííî åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, îäíàêî
ýòî âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ.

Îáîçíà÷èì âåêòîð ñêîðîñòè óáåãàþùåãî çà ~vE, à äîãîíÿþùåãî �
çà ~vP . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå
â òî÷êàõ E è P ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
âåêòîðó ñêîðîñòè ïî áîëüøîé îêðóæíîñòè CE è CP (ðàäèóñ áîëü-
øîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ñôåðû), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
áîëüøèå îêðóæíîñòè ïðîõîäèëè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè E è P ,
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à âåêòîðû ~vE è ~vP áûëè áû, ñîîòâåòñòâåííî, êàñàòåëüíûìè âåêòîðà-
ìè ýòèõ îêðóæíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ. Åùå îäíó áîëüøóþ îêðóæíîñòü
CPE ïðîâåäåì ÷åðåç äâå òî÷êè P è E. Ýòà áîëüøàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òðè òî÷êè
P , E è öåíòð ñôåðû O. Ýòó ïëîñêîñòü ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü,
òîëüêî åñëè òî÷êè P , E è O íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî åñòü, â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷êè P è E íå ñîâïàäàþò èëè íå ÿâëÿþòñÿ äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè íà ñôåðå. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç
áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE è CP íå ñîâïàäàåò ñ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ
CPE, òî CE è CP ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ íà ñôåðå (ðèñ. 1).

Êàê èçâåñòíî, áîëüøèå îêðóæíîñòè íà ñôåðå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè ëèíèÿìè. Áóäåì íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé ëþáóþ äóãó
áîëüøîé îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò π. Ïîíÿòíî, ÷òî
òàêàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ëèíèåé íà ñôåðå, ñîåäèíÿþùåé ñâîè
êðàéíèå òî÷êè, è äëèíà ýòîé äóãè ðàâíà ãåîäåçè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

2.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü öåíòðà ïðåñëåäîâàíèÿ

Ïóñòü óáåãàþùèé è äîãîíÿþùèé äâèæóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âäîëü
CE è CP , ïðè÷åì CE íå ñîâïàäàåò ñ CPE. È ïóñòü â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t îíè îáà îêàæóòñÿ â îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE è CP . Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó çà M . Äîêàæåì
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. (Ñóùåñòâîâàíèå). Ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè èã-
ðîêîâ íà ñôåðå â ðàçíûõ òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíûìè, è ïðè ëþáîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ óáåãàþùå-
ãî âäîëü ïðîèçâîëüíîé áîëüøîé îêðóæíîñòè CE, íå ñîâïàäàþùåé
ñ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ CPE, ñóùåñòâóåò òàêàÿ áîëüøàÿ îêðóæ-
íîñòü CP , ÷òî äâèãàÿñü âäîëü íåå â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè, äî-
ãîíÿþùèé îêàæåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ óáåãàþùèì â òî÷êå M , ÿâëÿ-
þùåéñÿ îäíîé èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áîëüøèõ îêðóæíîñòåé CE

è CP , ïðè÷åì äóãè PE, EM è PM îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëü-
íèê, òî åñòü äëèíû ýòèõ äóã è óãëû ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäÿò π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ñôå-
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ðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, ñ áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè EM è PM , äëèíû êîòîðûõ ñîîòíîñÿòñÿ êàê σ : ρ. Îáîçíà÷èì
äëèíó îñíîâàíèÿ PE çà λ, à äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí EM è PM âûðà-
çèì â âèäå στ è ρτ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå τ � âðåìÿ äâèæåíèÿ èãðîêîâ
äî òî÷êè âñòðå÷è. Óãëû ïðè âåðøèíàõ P , E è M îáîçíà÷èì ñîîò-
âåòñòâåííî çà φ, ψ è µ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê
ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ λ è ψ, ïðèíàäëåæàùèõ îòêðûòîìó îòðåçêó
âåùåñòâåííîé îñè ]0, π[, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò τ , òàêîå ÷òî ρτ ≤ π.

Ðèñóíîê 2. Ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé êîñèíóñîâ äëÿ ñòîðîí ñôåðè-
÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà:

cos ρτ = cos λ cos στ + sin λ sin στ cos ψ, (2.1)

è ïåðåïèøåì åå â âèäå:

cos ψ =
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
. (2.2)

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ ψ è λ èç ]0, π[ óðàâíåíèå (2.1) ðàçðåøèìî îòíî-
ñèòåëüíî τ . Ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2).
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Ïîñêîëüêó σ < ρ è ρτ ≤ π, êàê ñòîðîíà ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíè-
êà, òî στ < π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.1) âèäíî, ÷òî τ , à âìåñòå ñ
íèì è στ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ ëèøü ïðè λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2) â íóëü íå îáðàùàåòñÿ.

Ïîñêîëüêó | cos ψ| < 1, èç (2.2) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:

1 >
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
, (2.3)

−1 <
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
. (2.4)

Èç (2.3), óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà çíàìåíàòåëü è ïåðåíîñÿ ÷ëåíû, íå
ñîäåðæàùèå ρτ , â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì:

cos ρτ < cos λ cos στ + sin λ sin στ,

à ïîñëå ñâåðòêè ïðàâîé ÷àñòè â êîñèíóñ ðàçíîñòè:

cos ρτ < cos(λ− στ),

îòêóäà â ñèëó ρτ ≤ π è λ− στ < π ñëåäóåò ρτ > λ− στ , òî åñòü

τ >
λ

ρ + σ
. (2.5)

Òî÷íî òàê æå èç (2.4) áóäåì èìåòü:

cos ρτ > cos(λ + στ).

Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò äâà ðåøåíèÿ: îäíî � ïðè λ+στ ≤ π, äðóãîå �
ïðè λ + στ ≥ π.

Äëÿ λ + στ ≤ π, òî åñòü τ ≤ (π − λ)/σ, ïîëó÷èì ρτ < λ + στ ,
îòêóäà

τ <
λ

ρ− σ
. (2.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ èìååò ñìûñë ïðè òàêèõ λ, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî λ/(ρ−σ) ≤ (π−λ)/σ, òî åñòü λ ≤ π(ρ−σ)/ρ.
Åñëè æå λ > π(ρ − σ)/ρ, òî ðåøåíèåì áóäåò âåñü ðàññìàòðèâàåìûé
ïðîìåæóòîê è îíî çàïèøåòñÿ â âèäå:

τ ≤ π − λ

σ
. (2.7)
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Äëÿ λ + στ ≥ π, òî åñòü τ ≥ (π− λ)/σ, ïîëó÷èì 2π− ρτ > λ + στ ,
îòêóäà

π − λ

σ
≤ τ <

2π − λ

ρ + σ
. (2.8)

ßñíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè òàêèõ λ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2π − λ)/(ρ + σ) > (π − λ)/σ, òî åñòü
λ > π(ρ− σ)/ρ, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå (2.8) íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ïðîìåæóòêîì.

Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ (2.6)�(2.8) íåðàâåíñòâà (2.4), è ïåðåñåêàÿ èõ ñ
ðåøåíèåì (2.5) íåðàâåíñòâà (2.3), ïîëó÷èì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé äëÿ τ â óðàâíåíèè (2.2):

λ

ρ + σ
< τ <

λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π, (2.9)

λ

ρ + σ
< τ <

2π − λ

ρ + σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π < λ < π. (2.10)

Â (2.9) è (2.10) ê ñâîåé íèæíåé ãðàíèöå âåëè÷èíà τ ñòðåìèòñÿ ïðè
cos ψ → 1, à ê ñâîåé âåðõíåé ãðàíèöå âåëè÷èíà τ ñòðåìèòñÿ ïðè
cos ψ → −1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ = (ρ−σ)π/ρ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé τ , çà-
äàâàåìûå íåðàâåíñòâàìè (2.9) è (2.10), ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðàâíû
äðóã äðóãó âåðõíèå ãðàíèöû τ . Äåéñòâèòåëüíî

λ

ρ− σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ

π

=
π

ρ
=

2π − λ

ρ + σ

∣∣∣∣∣
λ=

ρ−σ
ρ

π

.

Ïîýòîìó, åñëè ðàññìàòðèâàòü âåðõíþþ ãðàíèöó τ , êàê ôóíêöèþ îò λ,
òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà áóäåò íåïðåðûâíà ïî λ íà ïðîìåæóòêå ]0, π[, ÷òî,
íåñîìíåííî, îòíîñèòñÿ è ê íèæíåé ãðàíèöå.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî π(ρ−σ)/ρ âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà τ âîçðàñòàåò, à îò π(ρ − σ)/ρ äî π � óáûâàåò, îòêóäà
ñëåäóåò ÷òî ïðè âñåõ λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

τ <
π

ρ
, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ρτ < π.



48 À.Ì. Êîâøîâ

Â íåðàâåíñòâàõ (2.9)�(2.10) íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè èçìåíåíèÿ τ

ïîëó÷åíà èç íåðàâåíñòâà (2.3), à âåðõíÿÿ � èç íåðàâåíñòâà (2.4). Ïî-
ñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî τ ,
òî ïðè ïðîáåãàíèè τ âñåõ çíà÷åíèé èç îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà (2.9)�
(2.10) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îò-
êðûòîãî ïðîìåæóòêà ]− 1, 1[. Íàõîäÿùàÿñÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.2) ôóíêöèÿ êîñèíóñà ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå ]0, π[, cëåäîâàòåëü-
íî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ ]0, π[ ñóùåñòâóåò òàêîå τ èç (2.9) èëè (2.10), ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) ïðè ýòîì çíà÷åíèè τ ðàâíà cos ψ. Ïðè
ýòîì 0 < στ < ρτ < π, òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèå äóãè äëèíàìè λ, στ

è ρτ îáðàçóþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì ψ ìåæäó ïåðâûìè
äâóìÿ ñòîðîíàìè. Äðóãèå äâà óãëà µ è φ ïðè âåðøèíàõ M è P ñîîò-
âåòñòâåííî âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëå êîñèíóñîâ ÷åðåç ñòîðîíû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

cos φ =
cos στ − cos λ cos ρτ

sin λ sin ρτ
, (2.11)

cos µ =
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ
. (2.12)

Çíàìåíàòåëè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (2.11) è (2.12) â íóëü íå îáðà-
ùàþòñÿ, ïîñêîëüêó 0 < στ < ρτ < π è 0 < λ < π, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ
(2.11) è (2.12) ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ τ . À òàê êàê óðàâíåíèÿ (2.11)
è (2.12) çàäàþò íå óãëû, à èõ êîñèíóñû, òî íóæíî îïðåäåëèòü ïðî-
ìåæóòêè, èç êîòîðûõ áåðóòñÿ óãëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óðàâíå-
íèÿì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëû φ è µ áåðóòñÿ èç ïðîìåæóòêà [0, π].
Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë φ ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòüþ áîëüøîé
îêðóæíîñòè CPE è âåêòîðîì ñêîðîñòè äîãîíÿþùåãî ~vP òàê æå, êàê
óãîë ψ ÿâëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó òîé æå ïëîñêîñòüþ è âåêòîðîì ñêîðî-
ñòè óáåãàþùåãî ~vE.

Ìû ðàññìàòðèâàåì óãëû ψ, φ è µ èç ïðîìåæóòêà [0, π]. Íî óáåãà-
þùèé ìîæåò âûáèðàòü ëþáîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, à ïðîìåæóòîê
[0, π] îõâàòûâàåò ëèøü ïîëîâèíó âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Äåëî â
òîì, ÷òî ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê âñåãäà öåëèêîì ëåæèò òîëüêî â
îäíîé ïîëóñôåðå, îïðåäåëÿåìîé áîëüøîé îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò ëþáóþ èç ñòîðîí ýòîãî ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà. Â ÷àñò-
íîñòè, ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê PEM âñåãäà öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ
â îäíîé èç ïîëóñôåð, íà êîòîðûå äåëèò ñôåðó áîëüøàÿ îêðóæíîñòü
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CPE. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ
ψ è φ çàäàþò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê â �ïðàâîé� ïîëóñôåðå, à îò-
ðèöàòåëüíûå � â �ëåâîé�. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî óãëû ψ è φ èìåþò
âñåãäà îäèí è òîò æå çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî
ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå ðåçóëüòàò,
êàê è ïðè ðàâíûõ èì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ, ñ òî÷íîñòüþ äî çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè áîëüøîé
îêðóæíîñòè CPE.

Ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà
åäèíè÷íîé ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò π, ïðè÷åì ðàâåíñòâî π äîñòèãàåò-
ñÿ òîëüêî ïðè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê,
òî ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòî-
ÿíèå λ ∈ ]0, π[ ìåæäó èãðîêàìè è ïðè ëþáîì âûáîðå óáåãàþùèì
âåêòîðà ñêîðîñòè ~vE, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷-
êå E ê áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE, äîãîíÿþùèé ìîæåò âûáðàòü òà-
êîå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ~vP , ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèå
îêðóæíîñòè CE, CP è CPE ñîñòàâÿò ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ñ îò-
íîøåíèåì áîêîâûõ ñòîðîí σ : ρ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. (Åäèíñòâåííîñòü). Óðàâíåíèå (2.2) çàäàåò âçàèì-
íîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ψ èç ]0, π[ è τ èç (2.9)�(2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæ-
äîìó ψ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå τ . Äîêàæåì, ÷òî êàæäîìó ψ ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííîå τ .

Ïîñêîëüêó cos ψ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ íà ]0, π[

ôóíêöèÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà
ïî τ íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå (2.9)�(2.10), òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2)
íà ïðîìåæóòêå (2.9)�(2.10). Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.2) ïî τ è, ïðèðàâíÿâ åå ê íóëþ, ïîïðîáóåì íàéòè êîðíè.

d

dτ

(
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ

)
=

=
sin λ sin στ (−ρ sin ρτ + σ cos λ sin στ)

sin2 λ sin2 στ
−
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− σ(cos ρτ − cos λ cos στ) sin λ cos στ

sin2 λ sin2 στ
= 0,

⇓

−ρ sin λ sin στ sin ρτ + σ sin λ sin2 στ cos λ−

− σ cos ρτ sin λ cos στ + σ cos λ cos2 στ sin λ = 0,

⇓

σ cos λ sin λ− sin λ(σ cos ρτ cos στ + ρ sin ρτ sin στ) = 0,

⇓

σ cos λ− σ cos ρτ cos στ − ρ sin ρτ sin στ = 0,

⇓

σ

ρ

(
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ

)
= 1,

îòêóäà â ñèëó (2.12) ñëåäóåò

cos µ =
ρ

σ
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èå, èáî ρ > σ > 0 è çíà-
÷èò, ρ/σ > 1, à êîñèíóñ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ êîðíåé íå èìååò, ÷òî äîêàçûâàåò ìî-
íîòîííîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå
ïðåäëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ~vP , îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåìîãî óãëîì φ, çàâèñÿùèì îò ðàññòîÿíèÿ λ è óãëà ψ,
à óãîë ψ çàäàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè óáåãàþùåãî ~vE, òî åñòü ìîæíî
ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Π1: ~vP = Π1(~vE, λ; ρ, σ).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âûáîð äîãîíÿþùèì ñêîðîñòè ~vP ïî ôóíêöèè Π1

ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàëëåëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé ñòðàòåãèåé ïðåñëå-
äîâàíèÿ íà ñôåðå èëè ïðîñòî � Π1-ñòðàòåãèåé.
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3. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ óáåãàþùåãî, îïðåäåëÿåìîãî óãëîì ψ, Π1-ñòðàòåãèÿ îäíîçíà÷íî
çàäàåò âåëè÷èíó τ , ÿâëÿþùóþñÿ âðåìåíåì äâèæåíèÿ èãðîêîâ îò íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî òî÷êè âñòðå÷è M , ïðè óñëîâèè, ÷òî óáåãà-
þùèé áóäåò âñå âðåìÿ äâèãàòüñÿ âäîëü îäíîé è òîé æå áîëüøîé
îêðóæíîñòè. Ýòà òî÷êà M áóäåò ÿâëÿòüñÿ öåíòðîì ïðåñëåäîâàíèÿ
Π1-ñòðàòåãèè. Äîêàæåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè, çàêëþ-
÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèè äëÿ äîãîíÿþùåãî, ïîç-
âîëÿþùåé íàñòèãíóòü óáåãàþùåãî ðàíüøå, ÷åì òîò äîñòèãíåò öåíòðà
ïðåñëåäîâàíèÿ, äâèãàÿñü ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. (Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî Π1-ñòðàòåãèè). Åñëè óáå-
ãàþùèé äâèæåòñÿ âäîëü îäíîé è òîé æå áîëüøîé îêðóæíîñòè ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ σ, òî äîãîíÿþùèé íå ñìîæåò äîãíàòü åãî
ðàíüøå ìîìåíòà âðåìåíè t = τ , îïðåäåëÿåìîãî Π1-ñòðàòåãèåé.

Ðèñóíîê 3. Ê äîêàçàòåëüñòâó íàèñêîðåéøåãî ñâîéñòâà
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåêî-
òîðûé äðóãîé ïóòü, ïî êîòîðîìó äîãîíÿþùèé íàñòèãàåò óáåãàþùåãî
â íåêîòîðîé òî÷êå M1 â ìîìåíò âðåìåíè τ1: τ1 < τ (ðèñ. 3). Ýòîò ïóòü
îòëè÷åí îò ãåîäåçè÷åñêîé äóãè â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, äîêàçàííîé â
ïðåäëîæåíèè 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà M1 ëåæèò âíóòðè äóãè EM .
Ñîåäèíèì òî÷êè P è M1 ãåîäåçè÷åñêîé äóãîé. Ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ äóãà êîðî÷å ëþáîé äðóãîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òå æå òî÷êè, òî,
äâèãàÿñü ïî ýòîé äóãå, äîãîíÿþùèé îêàæåòñÿ â òî÷êå M1 â ìîìåíò
âðåìåíè τ ′1 < τ1. Â ýòîò ìîìåíò óáåãàþùèé áóäåò íàõîäèòüñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå E1 âíóòðè ãåîäåçè÷åñêîé äóãè EM1. Åñëè äàëåå äîãîíÿ-
þùèé äâèíåòñÿ âäîëü äóãè EM1 â ñòîðîíó òî÷êè E1, òî îí âñòðåòèòñÿ
ñ óáåãàþùèì â íåêîòîðîé òî÷êå M2, ëåæàùåé âíóòðè äóãè E1M1, â
ìîìåíò âðåìåíè τ2. Òàê êàê òî÷êà M2 ëåæèò âíóòðè äóãè EM1, òî
στ2 < στ1, îòêóäà τ2 < τ1. Òî÷íî òàê æå, êàê èç τ1 ïîëó÷èëè τ2, ìû
ìîæåì èç τ2 ïîëó÷èòü τ3 è òàê äàëåå. Ïîëó÷èòñÿ óáûâàþùàÿ îãðà-
íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}, çàäàííàÿ íà çàìêíóòîì îòðåçêå
[0, τ ]. Îíà èìååò ïðåäåë τ∗ âíóòðè ýòîãî îòðåçêà. Â ìîìåíò âðåìåíè
τ∗ óáåãàþùèé îêàæåòñÿ â òàêîé òî÷êå M∗ íà ãåîäåçè÷åñêîé äóãå EM ,
÷òî äëèíà äóãè EM∗ ðàâíà στ∗. Ñîîòâåòñòâåííî äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé
äóãè PM∗ ðàâíà ρτ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè, ÷òî è τ , è τ∗ óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.2) ïðè îäíîì è òîì æå ψ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäëîæåíèþ 2.2, ÷òî è äîêàçûâàåò íàøå ïðåäëîæåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè óáåãàþùèé äâèæåòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé äó-
ãè EM1, à äîãîíÿþùèé âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé äóãè PM1 è äîãîíÿþùèé
ïîïàäàåò â òî÷êó M1 ðàíüøå óáåãàþùåãî, òî öåíòð ïðåñëåäîâàíèÿ
M∗ ëåæèò âíóòðè ãåîäåçè÷åñêîé äóãè EM1.

4. Âûðîæäåííûå ñëó÷àè

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûðîæäåííûûå ñëó÷àè, êîòîðûå ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàëè â ïàðàãðàôå 2, è äëÿ êîòîðûõ Π1-ñòðàòåãèÿ åùå íå îïðå-
äåëåíà. Ýòî òå ñëó÷àè, êîãäà óãîë ψ ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ,
ðàâíûå 0 è π, òî åñòü êîãäà óáåãàþùèé âûáèðàåò íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE (ðèñ. 4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âûðîæäåííûå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ λ, êîòîðûå
òîæå ðàâíû 0 è π, òî åñòü êîãäà èãðîêè ðàñïîëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
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â îäíîé è òîé æå îáùåé òî÷êå ëèáî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ òî÷êàõ. Âïðî÷åì ñëó÷àé λ = 0 ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, èáî
ïðè íóëåâîì ðàññòîÿíèè ìåæäó èãðîêàìè èãðà íå ìîæåò ñîñòîÿòüñÿ.

Ðèñóíîê 4. Âûðîæäåííûå ñëó÷àè ïðè ψ = 0 è ψ = π,

Óãîë ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ óáåãàþùåãî íàâñòðå÷ó äîãî-
íÿþùåìó, à óãîë ψ = π ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ óáåãàþùåãî ïðî÷ü
îò äîãîíÿþùåãî. Ïðè òàêèõ óãëàõ ψ ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê âû-
ðîæäàåòñÿ, õîòÿ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿòíî, ÷òî äîãîíÿþùèé
äîëæåí òîæå äâèãàòüñÿ âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Ïîäòâåð-
äèì ýòè ñîîáðàæåíèÿ òî÷íûìè âûêëàäêàìè.

4.1. Êðàéíèå çíà÷åíèÿ óãëà óáåãàíèÿ

Ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ τ ïðè ψ = 0 è ψ = π. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ýòè êðàéíèå çíà÷åíèÿ ψ â óðàâíåíèå (2.2), ìû
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ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ, ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
ïðàâûìè è ëåâûìè ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ (2.3) è (2.4), òîëüêî ñâÿçàíû
ýòè ÷àñòè óæå îòíîøåíèÿìè òî÷íîãî ðàâåíñòâà:

1 =
cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
, −1 =

cos ρτ − cos λ cos στ

sin λ sin στ
.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, äåéñòâóÿ ïîäîáíî êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ÷òî åñëè ψ = 0, òî

τ =
λ

ρ + σ
,

à åñëè ψ = π, òî

τ =





λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π,

2π − λ

ρ− σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ ≤ π.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå τ â óðàâíåíèå (2.11), ïîëó÷èì, ÷òî

φ = 0, êîãäà ψ = 0, è

φ =





0, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π,

π, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ ≤ π,

êîãäà ψ = π.

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî â êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ ψ ñîõðàíÿåòñòÿ íåïðå-
ðûâíîñòü çàâèñèìîñòåé τ(ψ) è φ(τ). Â ýòîì ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ïðîâå-
ðèâ ëåãêî âû÷èñëÿåìûå ïðåäåëû ψ è φ ïðè ñòðåìëåíèè τ ê λ/(ρ+σ),
λ/(ρ− σ) è (2π−λ)/(ρ + σ). Äëÿ ïîèñêà ïðåäåëà cos φ âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (2.11).

lim
τ→ λ

ρ+σ

cos φ =

cos
σλ

ρ + σ
− cos λ cos

ρλ

ρ + σ

sin λ sin
ρλ

ρ + σ

=

=

cos
σλ

ρ + σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ + σ

)
+ cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

))

1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ + σ

)
− cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

)) =
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=

cos
σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

)

1

2
cos

σλ

ρ + σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ + σ

) = 1.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî íàéòè ïðåäåë cos ψ, õîòÿ è òàê î÷åâèäíî, ÷òî

lim
τ→ λ

ρ+σ

cos ψ = 1,

ïîòîìó êàê êðàéíèå çíà÷åíèÿ τ â ïðîìåæóòêàõ (2.9)�(2.10) ïîëó÷åíû
èç óðàâíåíèÿ (2.2) ïóòåì ïîäñòàíîâêè êðàéíèõ çíà÷åíèé ψ. Ìû äîêà-
çàëè, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ψ è τ , ïîýòîìó ìû èìååì ïðàâî íàïèñàòü

lim
ψ→0

τ =
λ

ρ + σ
,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è
lim
ψ→0

φ = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäåë φ, êîãäà ψ ñòðåìèòñÿ ê π. Çäåñü íóæíî
ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà λ < (ρ − σ)π/ρ, è
âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà λ > (ρ−σ)π/ρ. Âîçìîæåí åùå è òðåòèé ñëó÷àé,
êîãäà λ = (ρ − σ)π/ρ, íî îí ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ñëó÷àåì, êîòîðûé ìû
ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðèâîäÿ òå æå äîâîäû, ÷òî
è ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà τ ïðè ψ → 0, ÷òî ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π,
âðåìÿ τ ñòðåìèòñÿ ê λ/(ρ−σ). Íàéäåì ïðåäåë cos φ ïðè τ → λ/(ρ−σ).

lim
τ→ λ

ρ−σ

cos φ =

=

cos
σλ

ρ− σ
− cos λ cos

ρλ

ρ− σ

sin λ sin
ρλ

ρ− σ

=

=

cos
σλ

ρ− σ
− 1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
+ cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

))

1

2

(
cos

(
λ− ρλ

ρ− σ

)
− cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

)) =
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=

cos
σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

−σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

)

1

2
cos

−σλ

ρ− σ
− 1

2
cos

(
λ + ρλ

ρ− σ

) = 1.

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî φ → 0 ïðè ψ → π, êîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî λ < (ρ− σ)π/ρ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ïåðâîì, ìû
èìååì, ÷òî ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π, τ ñòðåìèòñÿ ê (2π − λ)/(ρ− σ).
Ïðåæäå, ÷åì èñêàòü ïðåäåë cos φ ïðèâåäåì ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.11) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó.

cos στ − cos λ cos ρτ = cos στ − 1

2
cos(λ− ρτ)− 1

2
cos(λ + ρτ) =

=
1

2

(
cos στ − cos(λ− ρτ)

)
+

1

2

(
cos στ − cos(λ + ρτ)

)
=

= − sin

(
στ + λ− ρτ

2

)
sin

(
στ − λ + ρτ

2

)
−

− sin

(
στ + λ + ρτ

2

)
sin

(
στ − λ− ρτ

2

)
=

= − sin

(
λ + τ(σ − ρ)

2

)
sin

(
τ(σ + ρ)− λ

2

)
−

− sin

(
λ + τ(σ + ρ)

2

)
sin

(
τ(σ − ρ)− λ

2

)
.

Òåïåðü îòûùåì ïðåäåë cos φ, âîñïîëüçîâàâøèñü òîëüêî ÷òî ïðåîáðà-
çîâàííûì âûðàæåíèåì (2.11).

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cos φ =

=

− sin

(
λρ + λσ + 2πσ − 2πρ− λσ + λρ

2(ρ + σ)

)
sin

(
2π − 2λ

2

)

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) −

−

=0︷ ︸︸ ︷
sin

(
λ + 2π − λ

2

)
sin

(
(2π − λ)(σ − ρ)

2(ρ + σ)
− λ

2

)

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) =
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=

− sin

(
λρ + πσ − πρ

ρ + σ

)
sin λ

sin λ sin

(
2πρ− λρ

ρ + σ

) .

Ñîêðàòèâ sin λ, çàìåòèì, ÷òî ñóììà óãëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àðãóìåíòàìè
ôóíêöèè ñèíóñà â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ðàâíà π:(

λρ + πσ − πρ

ρ + σ

)
+

(
2πρ− λρ

ρ + σ

)
=

πρ + πσ

ρ + σ
= π.

À åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà π, òî èõ ñèíóñû ðàâíû:
sin(π − α) = sin π cos α− cos π sin α = sin α, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
τ→ 2π−λ

ρ+σ

cos φ = −1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ ñòðåìèòñÿ ê π ïðè ψ, ñòðåìÿùåìñÿ ê π, êîãäà
λ > (ρ− σ)π/ρ.

4.2. Ñëó÷àé, êîãäà ïóòü ïðåñëåäîâàíèÿ ðàâåí π

Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà λ = (ρ − σ)π/ρ. Ïðè ψ,
ñòðåìÿùåìñÿ ê π, τ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê π/ρ. Ýòî áûëî îòìå÷åíî, â
÷àñòíîñòè, â çàìå÷àíèè ê (2.9) è (2.10). Åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ íàéòè
ïðåäåë cos φ, ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå τ â âûðàæåíèå (2.11), òî ïîëó-
÷èì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0/0. Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîñêîëü-
êó ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ λ è ψ òî÷êà âñòðå÷è M áóäåò äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå P , è äëèíà ïóòè, ïðîéäåííîãî äîãîíÿþùèì
äî òî÷êè âñòðå÷è, áóäåò ðàâíà π ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëà f . Òåì
íå ìåíåå ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, è åãî ìîæíî íàéòè âîñïîëüçóåìñÿ
ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

lim
τ→ π

ρ

cos φ = lim
τ→ π

ρ

d

dτ

(
cos στ − cos

ρ− σ

ρ
π cos ρτ

)

d

dτ

(
sin

ρ− σ

ρ
π sin ρτ

) =

=

−σ sin
σ

ρ
π + ρ cos

ρ− σ

ρ
π

=0︷ ︸︸ ︷
sin

ρ

ρ
π

ρ sin
(
π − σ

ρ
π
)

cos
ρ

ρ
π

︸ ︷︷ ︸
=−1

=

−σ sin
σ

ρ
π

−ρ sin
σ

ρ
π

=
σ

ρ
.
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4.3. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ óãëà óáå-
ãàíèÿ

Îáñóäèìèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Ïðè ψ = 0, òî åñòü, êîãäà óáåãàþùèé äâèæåòñÿ â ñòîðîíó äîãî-

íÿþùåãî ïî êðàò÷àéøåé äóãå, óãîë φ ðàâåí 0, òî åñòü äîãîíÿþùåìó
ñëåäóåò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó óáåãàþùåìó ïî òîé æå äóãå, ÿâëÿþùåé-
ñÿ ÷àñòüþ áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî â ýòîì
ñëó÷àå íåñîìíåííî âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå äîãîíÿ-
þùèé ïîéìàåò óáåãàþùåãî çà âðåìÿ, ðàâíîå λ/(ρ + σ), ÿâëÿþùèì-
ñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì âðåìåíåì èãðû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äàæå
åñëè è óáåãàþùèé, è äîãîíÿþùèé ñòðåìèëèñü áû âñòðåòèòüñÿ êàê
ìîæíî ðàíüøå, âñå ðàâíî îíè íå ñìîãëè áû óìåíüøèòü ýòî âðåìÿ,
ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî äîñòè÷ü áîëüøåé ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ èãðî-
êîâ, ÷åì ρ + σ. À èìåííî òàêàÿ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ â
íàøåì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè èãðîêîâ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïî êðàò-
÷àéøåìó ïóòè.

Ïðè ψ = π, òî åñòü, êîãäà óáåãàþùèé äâèæåòñÿ îò äîãîíÿþùåãî
âäîëü áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè äîãîíÿþùèé ìîæåò íàñòèãíóòü óáåãàþùåãî, äâèãàÿñü åìó
âñëåä òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå äîãîíÿþùèì îò íà÷àëüíîé
òî÷êè P äî òî÷êè âñòðå÷è M c óáåãàþùèì, áûëî ìåíüøå π, òî, î÷å-
âèäíî, ýòî âîçìîæíî ïðè λ/(ρ − σ) < π/ρ, ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò
îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èãðîêàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ê ñêîðîñòè èõ ñáëèæåíèÿ, ÷òî ðàâíî âðåìåíè ïðåñëåäîâàíèÿ, à
â ïðàâîé � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ äîãîíÿþùèì äóãè, äëèíà êîòîðîé
ðàâíà π.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè òàêîì ïóòè ïðåñëåäîâàíèÿ íàè-
ñêîðåéøåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äîãîíÿþùèé äâèæåòñÿ
èç òî÷êè P â òî÷êó M ïî ãåîäåçè÷åñêîé äóãå è íåò äðóãèõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
λ < π(ρ− σ)/ρ è ψ = π íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ óãëîì
φ = 0, ÷òî ðàâíî ïîëó÷åííîìó ïðåäåëó óãëà φ ïðè ψ → π.

Åñëè æå äîãîíÿþùèé, äâèãàÿñü âñëåä óáåãàþùåìó, íàñòèãàåò åãî
â íåêîòîðîé òî÷êå M1, ïðîéäÿ ïóòü, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå π, òî î÷å-
âèäíî, ÷òî, äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ïî òîé æå áîëüøîé
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îêðóæíîñòè, îí âñòðåòèòñÿ ñ óáåãàþùèì ðàíüøå. Â ñàìîì äåëå, ïðè
äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî âñëåä óáåãàþùåìó ñêîðîñòü èõ ñáëèæåíèÿ
ðàâíà ρ − σ, è ñëåäîâàòåëüíî âðåìÿ äâèæåíèÿ èãðîêîâ äî âñòðå÷è
ðàâíî λ/(ρ − σ), êîòîðîå áîëüøå π/ρ. Ïðè äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî
â îáðàòíóþ ñòîðîíó, òî åñòü ïðî÷ü îò óáåãàþùåãî, ñêîðîñòü ñáëèæå-
íèÿ èãðîêîâ ðàâíà ρ + σ, à ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îíè âìåñòå äîëæíû
ïðåîäîëåòü ðàâíî 2π−λ, çíà÷èò, âðåìÿ èõ äâèæåíèÿ äî âñòðå÷è ðàâ-
íî (2π − λ)/(ρ + σ). Èç íåðàâåíñòâà λ/(ρ − σ) > π/ρ ñëåäóåò, ÷òî
λ > π(ρ− σ)/ρ, îòêóäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ
èãðîêîâ äî âñòðå÷è ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè äîãîíÿþùåãî

2π − λ

ρ + σ
<

2π − π
ρ− σ

ρ

ρ + σ
=

π

(
2ρ− (ρ− σ)

ρ

)

ρ + σ
=

π

ρ
,

Òàêèì îáðàçîì, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
ïðè λ > π(ρ − σ)/ρ è ψ = π íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ
óãëîì φ = π, ÷òî òàêæå ðàâíî ïîëó÷åííîìó ïðåäåëó óãëà φ ïðè ψ →
π.

Òî åñòü, ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè,
íå èìåþò íèêàêèõ îñîáåííîñòåé, ïîñêîëüêó íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî
â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè óãëà φ, ñîâïàäàþùèìè ñ
ïðåäåëàìè óãëà φ ïðè ñòðåìëåíèè óãëà ψ ê çíà÷åíèÿì 0 èëè π, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå

Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà λ = π(ρ−σ)/ρ, òî åñòü êî-
ãäà äîãîíÿþùèé, äâèãàÿñü âñëåä óáåãàþùåìó, íàñòèãíåò åãî çà âðåìÿ,
â òî÷íîñòè ðàâíîå π/ρ, ïðîéäÿ ïðè ýòîì ïóòü, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
π. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà M , â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âñòðå÷à èãðîêîâ,
ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè P , ãäå íàõîäèòñÿ äîãîíÿþùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïî-
ñêîëüêó ÷åðåç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ñôåðå ìîæ-
íî ïðîâåñòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé, òî äâèãàÿñü
ïî ëþáîé èç íèõ èç òî÷êè P â òî÷êó M , äîãîíÿþùèé ïðîéäåò ïóòü
îäíîé è òîé æå äëèíû π çà îäíî è òî æå âðåìÿ, ðàâíîå π/ρ, ïîäîá-
íî òîìó, êàê ïðè ïóòåøåñòâèè èç Ñåâåðíîãî ïîëþñà â Þæíûé ïîëþñ
âäîëü ìåðèäèàíà, ïðåîäîëåâàåòñÿ âñåãäà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî êàêîìó ìåðèäèàíó ïðîõîäèò ïóòåøåñòâèå.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = π(ρ − σ)/ρ è ψ = π ëþáîå çíà÷åíèå óãëà
φ îáåñïå÷èâàåò ïîèìêó óáåãàþùåãî çà âðåìÿ π/ρ, êîòîðîå íå ìîæåò
áûòü óìåíüøåíî. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ïðåäåë óãëà φ ïðè ψ → π,
êîãäà λ = π(ρ− σ)/ρ, è ýòîò ïðåäåë ðàâåí arccos(σ/ρ). Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè óãëà ψ îò 0 äî π óãîë φ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
îò 0 äî arccos(σ/ρ).

Íà îñíîâàíèè ñäåëàííûõ âûâîäîâ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà (2.9) è (2.10)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:

λ

ρ + σ
≤ τ ≤ λ

ρ− σ
, ïðè 0 < λ ≤ ρ− σ

ρ
π, (4.1)

λ

ρ + σ
≤ τ ≤ 2π − λ

ρ + σ
, ïðè ρ− σ

ρ
π ≤ λ < π. (4.2)

4.4. Êðàéíåå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ λ ìåæäó èãðîêàìè

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè, êîãäà êðàéíèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óãîë ψ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êðàéíåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò λ �
ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó èãðîêàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Êàê ìû çíàåì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü λ, ðàâíî π, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó ïîëîæåíèþ èãðîêîâ â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ P è E,
ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè äðóã äðóãó òî÷êàìè.
Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü áîëüøóþ îêðóæíîñòü
CPE, ïîñêîëüêó ÷åðåç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè P è E

ìîæíî ïðîâåñòè ñêîëü óãîäíî ìíîãî áîëüøèõ îêðóæíîñòåé. Îäíàêî
íè÷òî íå ìåøàåò ïðîèçâîëüíî âûáðàòü îäíó èç íèõ â êà÷åñòâå áàçî-
âîé, îò êîòîðîé ìû áóäåì îòñ÷èòûâàòü óãëû ψ è φ.

Âû÷èñëèì ïðåäåë îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé τ ïðè ñòðåìëå-
íèè λ ê π. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â äâîéíîå íåðàâåíñòâî
(4.2) çíà÷åíèå λ = π, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì, ÷òî

π

ρ + σ
≤ τ ≤ π

ρ + σ
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî τ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëà ψ ïðèíèìàåò îäíî
è òî æå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå π/(ρ + σ). Îòñþäà ìîæíî
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ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âûáîð áàçîâîé áîëüøîé îêðóæíîñòè íå âëèÿåò íà
ðåçóëüòàò èãðû.

Ïðè λ = π íåëüçÿ ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ èç
óðàâíåíèé (2.11) è (2.2), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â çíàìåíàòåëÿõ
ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé áóäåò ñòîÿòü 0. Ýòî è ïîíÿòíî, ïî-
ñêîëüêó, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (2.2) ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ (2.1) â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîìíîæèòåëè ó cos ψ â óðàâíåíèè (2.1) îòëè÷íû
îò íóëÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëþáûå çíà÷åíèÿ óãëà ψ áóäóò óäîâëå-
òâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.1). Èìåííî ýòèì îáóñëîâëåí ïðîèçâîë â âûáîðå
áàçîâîé áîëüøîé îêðóæíîñòè CPE. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ïðåäåë îòíîøåíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ ïðè ñòðåìëåíèè λ ê π.

Èç (2.2) è (2.11) ïîëó÷èì, ÷òî

cos φ

cos ψ
=

cos στ − cos λ cos ρτ

cos ρτ − cos λ cos στ

sin στ

sin ρτ
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî λ = π, óâèäèì, ÷òî ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàäàþò. Âòîðàÿ äðîáü
ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ñèíóñîâ äâóõ óãëîâ, ñóììà êîòîðûõ ïðè τ =

π/(ρ + σ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé πσ/(ρ + σ) + πρ/(ρ + σ), ÷òî ðàâíî π. À
ìû çíàåì, ÷òî åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ðàâíà π, òî èõ ñèíóñû ðàâíû,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå êîñèíóñîâ óãëîâ φ è ψ ðàâíî 1, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî ðàâíû ñàìè óãëû φ è ψ, ïîñêîëüêó îáà îíè èçìåíÿþòñÿ
íà ïðîìåæóòêå [0, π]. Âû÷èñëèì òàêæå è óãîë µ, âîñïîëüçîâàâøèñü
óðàâíåíèåì (2.12):

cos µ =
cos λ− cos ρτ cos στ

sin ρτ sin στ
=

=
2 cos λ− cos(ρ− σ)τ − cos(ρ + σ)τ

cos(ρ− σ)τ − cos(ρ + σ)τ

∣∣∣∣∣λ=π
τ=

π
ρ+σ

=

1− cos
ρ− σ

ρ + σ
π

cos
ρ− σ

ρ + σ
π − 1

= −1,

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî µ = π. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîãäà èãðîêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàñïîëàãàþòñÿ â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, òî
ïðè ëþáîì íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî äîãîíÿþùåìó ñëåäóåò
äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó óáåãàþùåìó ïî òîé æå áîëüøîé îêðóæíîñòè, ïî
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êîòîðîé äâèæåòñÿ óáåãàþùèé. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî
â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî Π1-ñòðàòåãèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé èãðîêîâ íà ñôåðå è äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà-
ïðàâëåíèé äâèæåíèÿ óáåãàþùåãî. Ïðè ýòîì îñíîâíûì ñâîéñòâîì Π1-
ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ íàèñêîðåéøåå ñâîéñòâî.
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PARALLEL PURSUIT STRATEGIES IN A SIMPLE
MOTION GAME ON THE SPHERE. GEODESIC
PURSUIT.

Alexander M. Kovshov, Saint-Petersburg State University,
Saint-Petersburg, Cand.Sc. (petinv@ya.ru).

Abstract : The two-person zero-sum di�erential simple pursuit game on
the sphere is considered. The strategy of geodesic pursuit, having some
properties of parallel pursuit strategy on the plane, is de�ned, unique
existence for general position is proved. All singular cases are considered.
Fastest property of geodesic pursuit strategy is proved.

Keywords : di�erential games, simple motion, pursuit on the sphere.


