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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå êîàëèöèîííûå èã-
ðû. Èçó÷àþòñÿ êîàëèöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðèñêà è êîíôëèêòíî-
ñòè. Ïðîèçâîëüíàÿ êîàëèöèîííàÿ èãðà îòîæåñòâëÿåòñÿ ñ ñîïî-
ñòàâèìîé åé öåïüþ Ìàðêîâà. Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå êîàëèöèîí-
íûõ èãð ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ öåïåé Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ýòèì èãðàì. Îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèé âûèãðûø ïðîèçâîëü-
íîé êîàëèöèîííîé èãðû è àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîàëèöèîííûå èãðû, áåñêîíå÷íûå èãðû, ðèñêè è
êîíôëèêòû â êîàëèöèîííûõ èãðàõ, ñóïåðàääèòèâíûå îáîëî÷êè, ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà, öåïè Ìàðêîâà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîàëèöèîííûå èãðû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè öå-
ïåé Ìàðêîâà. Ìíîãèå ïîëèòè÷åñêèå ñîáûòèÿ, ýêîíîìè÷åñêàÿ êîíêó-
ðåíöèÿ è äðóãèå ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òåîðèè
êîàëèöèîííûõ èãð. Åñëè îïðåäåëèòü âîçìîæíûå êîàëèöèè èãðîêîâ è
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âûèãðûøè êàæäîé êîàëèöèè, à òàêæå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èãðîêîâ
èç îäíîé êîàëèöèè â äðóãóþ, òî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ñïðîãíîçèðî-
âàòü ñðåäíþþ âåëè÷èíó âûèãðûøà áåñêîíå÷íîé êîàëèöèîííîé èãðû
â öåëîì è êàæäîé êîàëèöèè â îòäåëüíîñòè.

Êîíå÷íî, âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èãðîêîâ èç îäíîé êîàëèöèè â äðó-
ãóþ ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè, íî ýòî íå ìåøàåò äåëàòü ïðîãíîçû.
Èñïîëüçóÿ âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó è íåñëîæíûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà
âûèãðûøà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ìîæíî ñïðîãíîçèðîâàòü õîä
ðàçâèòèÿ ïîëèòè÷åñêîé èëè ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè â ìèðå èëè â
îòäåëüíîì ðåãèîíå.

Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîíôëèêòíîé, à òàêæå
ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèè, ÷òî ìîæåò çàèíòåðåñîâàòü ìåíåäæå-
ðîâ ïðåäïðèÿòèé è ãîñóäàðñòâåííûõ ñëóæàùèõ. Îïðåäåëÿåòñÿ àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé è �ïîñòðîåíèå� íîâûõ
íåêîíôëèêòíûõ êîàëèöèé.

2. Ðèñêè è êîàëèöèè

Ðàññìîòðèì êîàëèöèîííóþ èãðó VN ñ N èãðîêàìè è ôóíêöèåé
âûèãðûøåé v(·) : S → R (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ) , ãäå S �
êîàëèöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç | S | èãðîêîâ, | S |< N , è v(S) � âûèãðûø
êîàëèöèè S. Ïî îïðåäåëåíèþ êîàëèöèÿ � ýòî ãðóïïà èãðîêîâ, äîãî-
âîðèâøèõñÿ èãðàòü ñîîáùà.

Ââåäåì ôóíêöèþ v̄(·), îïðåäåëåííóþ íà ïîäìíîæåñòâå âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà RN . Òî÷êå xS = (x1, x2, ..., xN) ñ êîîðäèíàòîé xi = 1

èëè xi = 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíàäëåæèò ëè i-ûé èãðîê S-
îé êîàëèöèè èëè íåò, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ôóíêöèè v̄(·),
ðàâíîå v(S), ò.å. v̄(xS) = v(S). Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè êîàëèöèè
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà RN åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîàëèöèÿìè S1 è S2, íàïðèìåð,

%(S1, S2) = ‖xS1 − xS2‖ =
N∑

i=1

| xS1i
− xS2i

|

Ñðåäè âñåõ êîàëèöèé ñóùåñòâóþò ñàìûå ðèñêîâàííûå.



Áåñêîíå÷íûå êîàëèöèîííûå èãðû 113

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèåé ñ
øàãîì ðèñêà hmax íàçîâåì òàêóþ êîàëèöèþ, äëÿ êîòîðîé ïðè ñäâèãå
èç òî÷êè â RN , ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé êîàëèöèè, íà ìàëîå ðàññòî-
ÿíèå, íå ïðåâîñõîäÿùåå hmax, çíà÷åíèå ôóíêöèè v̄(·) óìåíüøàåòñÿ íà
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñàìûå ðèñêîâàííûå êîàëèöèè ñîîòâåòñòâó-
þò òåì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà RN , ãäå îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè âûèãðûøà ê âåëè÷èíå ñìåùåíèÿ â îäíó èç áëèæàéøèõ òî÷åê
äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà â RN , ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíûì êîàëè-
öèÿì, � íàèìåíüøåå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñàìîé ðèñêîâàííîé êîàëèöèè
ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü ýòè îòíîøåíèÿ, ò.å. ðåøàòü ñëåäóþùóþ îïòè-
ìèçàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ âñåõ êîàëèöèé S è âîçìîæíûõ ïðèðàùåíèé
h ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíû-
ìè), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 <|| h ||≤ hmax,

minψ(S, h) −→S,h, (2.1)

ãäå
ψ(S, h) =

v̄(xS + h)− v̄(xS)

|| h ||
ïðè óñëîâèè, ÷òî xS + h � ñóùåñòâóþùàÿ êîàëèöèÿ.

Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (2.1) äàñò íàì íàèáîëåå ðèñêî-
âàííûå êîàëèöèè è îáëàñòü ðèñêà äëÿ çàäàííîãî èçíà÷àëüíî øàãà
ðèñêà hmax.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ðèñêà íàäî èñïîëüçîâàòü èìåþùèåñÿ â íàëè÷èè
ìåòîäû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè v(·). Îäèí èç ìåòîäîâ � ýòî ïîñòðîåíèå
ôóíêöèè ṽ(·), îïèñàííûé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

3. Êîíôëèêòíûå êîàëèöèè

Êîíôëèêòû â êîàëèöèè âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî ñóììà âûèãðû-
øåé êîàëèöèé S è T áîëüøå, ÷åì ïðèáûëü êîàëèöèè S ∪ T , ò.å.

v(S) + v(T ) > v(S ∪ T ),

ãäå S ∩ T = ∅.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì êîàëèöèþ S êîíôëèêòíîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå åå ðàçáèåíèå íà ïîäêîàëèöèè S1, S2 ⊂ S, S1 ∪ S2 =

S, S1 ∩ S2 = ∅ , äëÿ êîòîðûõ

v(S1) + v(S2) > v(S) .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé ñäåëàåì ñëåäóþùåå.
Âû÷òåì èç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè v̄(·) â òî÷êå xS∪T çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

v̄(·) â òî÷êå xS ëèáî xT . Åñëè

v̄(xT ) > v̄(xS∪T )− v̄(xS),

òî êîàëèöèÿ S ∪T êîíôëèêòíàÿ, è åå íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåí-
öèàëüíî íåñòàáèëüíóþ, ñïîñîáíóþ ðàñïàñòüñÿ íà êîàëèöèè S è T .

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íàõîäèòü êîíôëèêòíûå êîàëèöèè?
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ν(·), îïðåäåëåííóþ íà êîà-

ëèöèÿõ S.
Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ν(·) ñóïåðàääèòèâíîé [2], åñëè

ν(S) + ν(T ) ≤ ν(S ∪ T ) (3.1)

äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé S è T , S ∩ T = ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ ν(∅) = 0.

Çàìå÷àíèå 3.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñóïåðàääèòèâíîé ôóíê-
öèè ν(·) íåðàâåíñòâî (3.1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé
S1,S2,...,Sk, Si ∩ Sj = ∅, i 6= j, ò.å.

ν(S1) + ν(S2) + ... + ν(Sk) ≤ ν(S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ ... ∪ Sk).

Ïîñòðîèì íàèìåíüøóþ ñóïåðàääèòèâíóþ îáîëî÷êó ôóíêöèè âû-
èãðûøà v(·), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽ(·).

Îïðåäåëèì ṽ(·) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ṽ(S) = max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)), (3.2)

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäêîàëèöèÿì Si ⊂ S, Si ∩ Sj = ∅, i 6=
j, i, j ∈ N , N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü îáúåäèíåíèå
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êîàëèöèé Si íå îáÿçàòåëüíî äàåò âñå ìíîæåñòâî S. Íî åñëè ôóíêöèÿ
v(·) íåîòðèöàòåëüíàÿ è îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé,
òî, î÷åâèäíî, ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ òåõ Si, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ åñòü âñå ìíîæåñòâî S.

Çàìå÷àíèå 3.2. Çàìåòèì, ÷òî ṽ(·) ≥ v(S), ïîñêîëüêó S∩∅ = ∅, S∪∅ =

S è v(∅) = 0.
Èç íåðàâåíñòâà

max
S1,S2

(v(S1) + v(S2)) ≤ max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)),

ãäå Si îïðåäåëåíû âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà äðîáëå-
íèé êîàëèöèè S íà âñå áîëüøåå ÷èñëî ïîäêîàëèöèé çíà÷åíèå ìàêñè-
ìóìà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.2), ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ṽ(·) ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ äëÿ êîàëèöèé S,
äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ v(·) íå îïðåäåëåíà.

Äîêàæåì ñóïåðàääèòèâíîñòü ôóíêöèè ṽ(·).

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêöèÿ ṽ(·) - ñóïåðàääèòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîàëèöèè S è T , äëÿ êîòîðûõ
S ∩ T = ∅, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

ṽ(S) + ṽ(T ) > ṽ(S ∪ T ). (3.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ṽ(·) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå Si, Ti, Si∩
Sj = ∅, Ti ∩ Tj = ∅ i 6= j, i, j ∈ N , è

∪
i
Si ⊂ S, ∪

i
Ti ⊂ T, Si ∩ Tj = ∅ ∀i, j,

äëÿ êîòîðûõ

ṽ(S) = max
S1,S2,...,Sk

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)) = v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)

è

ṽ(T ) = max
T1,T2,...,Tm

(v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm)) = v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ṽ(·) ñëåäóåò, ÷òî

ṽ(S ∪T ) ≥ max
Si,Ti

(v(S1)+ v(S2)+ ...+ v(Sk)+ v(T1)+ v(T2)+ ...+ v(Tm)),

(3.4)
ãäå êîàëèöèè Si è Ti îïðåäåëåíû âûøå.

Èç (3.4) èìååì

ṽ(S∪T ) ≥ max
Si,Ti

(v(S1)+v(S2)+ ...+v(Sk)+v(T1)+v(T2)+ ...+v(Tm)) =

= max
Si

(v(S1) + v(S2) + ... + v(Sk)) +max
Tj

(v(T1) + v(T2) + ... + v(Tm)) =

= ṽ(S) + ṽ(T ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.3). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íàèìåíüøåé ñóïåðàääèòèâíîé îáîëî÷êè
ôóíêöèè v(·) ëåãêî àëãîðèòìèçèðîâàòü è íàïèñàòü ïðîãðàììó ðàñ÷å-
òà ôóíêöèè ṽ(·) íà âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ñîïîñòàâèòü êàæäîé êîàëèöèè S âåêòîð xS èç RN , êàê ýòî äåëàëîñü
ðàíåå, è ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû xSi

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå äðóã
ê äðóãó, äëÿ êîòîðûõ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, ò.å.
(xSi

, xSj
) = 0. Ôóíêöèþ ṽ(·) ìîæíî îïðåäåëèòü òàê

ṽ(S) = max
xS1

,xS2
,...,xSk

(v̄(xS1) + v̄(xS2) + ... + v̄(xSk
)),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì
xSi

, k ∈ N , è xS = xS1 + xS2 + ... + xSk
.

Íàõîæäåíèå êîíôëèêòíûõ êîàëèöèé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Äëÿ
ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü íàèìåíüøóþ ñóïåðàääèòèâíóþ îáîëî÷êó ṽ(·)
ôóíêöèè v(·) è íàéòè òå êîàëèöèè S, ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè ṽ(S) >

v(S). Òàêèå êîàëèöèè áóäóò íåóñòîé÷èâûìè, è íà íèõ íàäî îáðàòèòü
âíèìàíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü ðóêîâîäèòåëÿì ïðåäïðèÿòèé è ìåíåäæå-
ðàì. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ṽ(·) ìîæíî îïðåäåëÿòü íîâûå
íåêîíôëèêòíûå êîàëèöèè S íà îñíîâå ôîðìóëû (3.2).

Ïóñòü S � íåêîíôëèêòíàÿ êîàëèöèÿ, ò.å. ṽ(S) = v(S) = v̄(xS).
Òîãäà èç ôîðìóëû (2.1) âèäíî, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ðèñêà äëÿ êîà-
ëèöèè S íàäî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ v̄(xS+h), ãäå 0 <|| h ||≤ hmax äëÿ
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çàäàííîãî èçíà÷àëüíî øàãà ðèñêà hmax. Êðîìå òîãî, óâåëè÷èâàòü çíà-
÷åíèÿ v̄(xS +h) íàäî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñóùåñòâóþùèå
íåêîíôëèêòíûå êîàëèöèè. Ýòèì òðåáîâàíèÿì ìû óäîâëåòâîðèì, åñ-
ëè çàìåíèì ôóíêöèþ v(·) íà ôóíêöèþ ṽ(·). Èç ôîðìóëû (3.2) âèäíî,
÷òî ṽ(S) ≥ v(S). Ïîýòîìó òàêàÿ çàìåíà ïðèâåäåò òîëüêî ê óâåëè÷å-
íèþ ôóíêöèè ψ(·), à çíà÷èò è ê óìåíüøåíèþ ðèñêà äëÿ êîàëèöèè
S.

4. Ñðåäíèé âûèãðûø â áåñêîíå÷íûõ êîàëèöèîííûõ èãðàõ

Ðàññìîòðèì êàê è ðàíåå èãðó ñ N ó÷àñòíèêàìè è ôóíêöèåé âûèã-
ðûøà v(·) : S → R, îïðåäåëåííîé íà êîàëèöèÿõ S. Â ïðîöåññå èãðû
íåêîòîðûå êîàëèöèè ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ, è èãðîêè èç îäíîé êîàëèöèè
áóäóò ïåðåõîäèòü â äðóãèå êîàëèöèè ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå âûèãðûøà, âû÷èñëåííîãî
ïî âñåì âîçìîæíûì êîàëèöèÿì, åñëè èãðà ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî
äîëãî. Ïîìèìî ôóíêöèè âûèãðûøà v(·) îïðåäåëèì ìàòðèöó âåðî-
ÿòíîñòåé ó÷àñòèÿ èãðîêîâ â òîé èëè èíîé êîàëèöèè. Êàæäîé òàêîé
ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé ñðåäíèé âûèãðûø ïî êîàëèöè-
ÿì. Ýòîò ñðåäíèé âûèãðûø ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïðåäåëÿ-
þùèì ôàêòîð äëÿ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè åñòü êîàëèöèÿ ñ áîëüøèì âûèãðûøåì, íî êîòîðàÿ ïî÷òè íèêî-
ãäà íå ñîçäàåòñÿ ó÷àñòíèêàìè èãðû, òî âðÿä ëè ñòîèò ðàññ÷èòûâàòü
íà òàêóþ êîàëèöèþ, íà ÷òî óêàçûâàåò ìàëåíüêèé ñðåäíèé âûèãðûø
òàêîé êîàëèöèè â áåñêîíå÷íîé èãðå.

Ïóñòü èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü pi, ñ êîòîðîé i-ûé ó÷àñòíèê ïðèíèìà-
åò ó÷àñòèå â èãðå, i ∈ 1 : N . Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèé ñëó-
÷àé, êîãäà âåðîÿòíîñòè ó÷àñòèÿ èãðîêîâ çàâèñÿò îò êîàëèöèè. Îáî-
çíà÷èì âåðîÿòíîñòü ó÷àñòèÿ i-îãî èãðîêà â êîàëèöèè M ÷åðåç pi(M),
à íå ó÷àñòèÿ � ÷åðåç qi(M), pi(M) + qi(M) = 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðîêè ïðèíèìàþò ðåøåíèå íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà.

Ïóñòü çàäàíà êîàëèöèÿ M ñ âûèãðûøåì v(M). Âû÷èñëèì âåðîÿò-
íîñòü ïåðåõîäà îò êîàëèöèè M2 ê êîàëèöèè M1 (ñì. ðèñ. 1). Êîàëèöèÿ
M1 ñîñòîèò èç | M1 | ó÷àñòíèêîâ, à êîàëèöèÿ M2 � èç | M2 | ó÷àñòíè-
êîâ.
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Коалиция M1

Коалиция M2

N1
N2

Ðèñóíîê 1.

Ïåðåõîä îò êîàëèöèè M2 ê êîàëèöèè M1 âîçìîæåí òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âñå èãðîêè êîàëèöèè M2, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
êîàëèöèè M1, ïåðåéäóò â ëþáûå äðóãèå êîàëèöèè, êðîìå M1, à èã-
ðîêè êîàëèöèè M2, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîàëèöèè M1, ïåðåéäóò â
M1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî N2 ó÷àñòíèêîâ êîàëèöèè M2 íå ïåðåéäóò â
êîàëèöèþ M1, à ïåðåéäóò â ïðîèçâîëüíûå äðóãèå êîàëèöèè, ñîãëàñíî
ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

pi1,i2,...,iN2
= qi1(M1)qi2(M1)...qiN2

(M1),

ãäå i1, i2, ..., iN2 - íîìåðà N2 ó÷àñòíèêîâ êîàëèöèè M2, íå âõîäÿùèõ â
êîàëèöèþ êîàëèöèè M1.

Âåðîÿòíîñòü ó÷àñòèÿ N1 èãðîêîâ (íîâûõ èëè ñòàðûõ) ñ íîìåðàìè
j1, j2, ..., jN1 â êîàëèöèè M1 ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé ðàâíà

pj1,j2,...,jN1
= pj1(M1)pj2(M1)...pjN1

(M1),

ãäå j1, j2, ..., jN1 íîìåðà èãðîêîâ êîàëèöèè M2, âõîäÿùèõ â êîàëèöèþ
êîàëèöèè M1.

Ïóñòü ÷èñëî âñåõ êîàëèöèé ðàâíî K. Âîçìîæíî, ÷òî âñå îíè èìå-
þò îäèíàêîâûé ïðèîðèòåò è â ýòîì ñìûñëå ðàâíîâåðîÿòíû, ò.å. âå-
ðîÿòíîñòü âûáîðà ëþáîé èç íèõ ðàâíà 1

K
. Íî ìîæåò áûòü ñèòóàöèÿ,

êîãäà íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì äðóãèå. Îáî-
çíà÷èì âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïîñòðîåíèÿ êîàëèöèè M1 èç êîàëèöèè
M2 ÷åðåç p(M2, M1). Êàê òîëüêî âûáðàíà êîàëèöèÿ M1, òî òåì ñà-
ìûì ôèêñèðîâàíî ÷èñëî âîçìîæíûõ äîáàâëåíèé ê êîàëèöèè M2, è
âåðîÿòíîñòü äîáàâëåíèÿ íîâûõ ó÷àñòíèêîâ áîëåå ýòîãî ÷èñëà ðàâíà
íóëþ.
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Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò êîàëèöèè M2 ê êîàëèöèè M1 ðàâíà

Pj1,j2,...,jN1
,i1,i2,...,iN2

= pj1,j2,...,jN1
pi1,i2,...,iN2

. (4.1)

Èãðó ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé v(M) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ãðàôà ΓV , ó êîòîðîãî âåðøèíû åñòü âîçìîæíûå êîàëèöèè, à âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåõîäà îò îäíîé âåðøèíû-êîàëèöèè M2 ê äðóãîé âåðøèíå-
êîàëèöèè M1 ðàâíà pj1,j2,...,jN1

,i1,i2,...,iN2
. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò M2 ê M1 íå ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò
M1 ê M2, ò.å. ãðàô ΓV � íàïðàâëåííûé.

Âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â êîàëèöèè M2 ðàâíà äîïîëíåíèþ äî åäè-
íèöû ñóììû âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ èç M2 â äðóãèå, îòëè÷íûå îò
M2, êîàëèöèè.

Ãðàô ΓV èìååò ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ P , ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà pj1,j2,...,jN1

,i1,i2,...,iN2
.

Åñëè ðàññìîòðåíû âñå êîàëèöèè ñî âñåìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõî-
äîâ, òî äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ öåïü Ìàðêîâà M , êîòîðóþ áóäåì èçó÷àòü
è èñêàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå âûèãðûøà äëÿ áåñêîíå÷íîé êîàëèöèîííîé
èãðû VN . Öåïè Ìàðêîâà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ãðàôîâ.

Îáîçíà÷èì ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñòðîåííîé öåïè Ìàðêîâà
M , ÷åðåç ΓV , à âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò i-îé âåðøèíû ê j-îé � ÷åðåç
pij. i, j ∈ 1 :| ΓV |, ãäå | ΓV | � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ΓV .

Ïóñòü p
(n)
ij � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò i-îé âåðøèíû ê j-îé çà n øà-

ãîâ. Âåðøèíû ãðàôà ΓV ñîîòâåòñòâóþò âñåì âîçìîæíûì êîàëèöèÿì
èãðû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó èãðîé VN , öåïüþ Ìàðêîâà M è åå ãðàôîì ΓV . Íàçîâåì ΓV ãðàôîì
êîàëèöèîííîé èãðû VN .

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà öåïü Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîñòðîåííîìó ãðàôó ΓV , ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà ñìåæíîñòè.

Òîãäà, åñëè ýòîò êëàññ íåïåðèîäè÷åñêèé, à çíà÷èò ðåãóëÿðíûé,
èëè ýðãîäè÷åñêèé, òî, êàê èçâåñòíî, ó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà p

(n)
ij åñòü

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè n →∞, ò.å.

lim
n→∞

p
(n)
ij = pj,

N∑
j=1

pj = 1.
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Âåðîÿòíîñòè pj íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè ñòàöèîíàðíûìè (ýðãî-
äè÷åñêèìè) âåðîÿòíîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåä-
íèé âûèãðûø â èãðå êàê ñóììó ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé pj ïî-
ïàäàíèÿ â âåðøèíó j íà âûèãðûø, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé âåðøèíå,
ò.å.

vm =
N∑
j

pjv(Sj), (4.2)

ãäå êîàëèöèÿ Sj ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå j.

Çàìå÷àíèå 4.1. Èçâåñòíî [3], ÷òî åñëè êîýôôèöèåíò ýðãîäè÷íîñòè

k(n0) = 1− 1

2
sup
i,j

∑
m

| pim(n0)− pjm(n0) |

äëÿ íåêîòîðîãî n0 ïîëîæèòåëåí, òî

sup
p0

i

| pij(n)− p∗j |≤ C e−Dn,

ãäå p0
i - íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,

D =
1

n0

ln
1

1− k(n0)
.

Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë, ìîæíî äåëàòü îöåíêó âðå-
ìåíè è òî÷íîñòè äîñòèæåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûèãðûøà èãðû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà öåïü Ìàðêîâà M , ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ãðàôó ΓV , ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì d. Òîãäà ñðåäíèé
âûèãðûø äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâåí

vm =
1

d

d∑
j=1

v(Sj).

Çäåñü ïðè íàõîæäåíèè ñðåäíåãî âûèãðûøà vm ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ âåðøèíó ïåðèîäè÷åñêîé íåðàçëîæèìîé
öåïè Ìàðêîâà ðàâíà 1

d
.

Óñëîæíèì ñèòóàöèþ. Ïóñòü öåïü Ìàðêîâà M èãðû VN ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ ðåãóëÿðíûõ (ýðãîäè÷åñêèõ) êëàññîâ Γ1,Γ2,...,Γk, òàê ÷òî

Γ =
k∪

i=1
Γi.
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Òîãäà ñðåäíèé âûèãðûø âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø äëÿ êàæäîãî êëàññà Γi ïî óêà-

çàííîé âûøå ôîðìóëå

vm(i) =

ni∑
j=1

pj(i)v(Sj(i)),

ãäå pj(i) � ïðåäåëüíûå ýðãîäè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè äëÿ êëàññà Γi, j ∈
1 : ni, Sj(i) � êîàëèöèè êëàññà Γi, ni � ÷èñëî âåðøèí êëàññà Γi.

2. Çàòåì âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø âñåé ìàðêîâñêîé öåïè ΓV .

vm =
k∑

i=1

pivm(i), (4.3)

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êëàññ Γi, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ
êàê ñóììàðíàÿ ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáóþ âåðøèíó
êëàññà Γi. Ïðàâèëî ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè pi ñëåäóþùåå:

pi =

ni∑
j=1

p
(i)
j , (4.4)

ãäå p(0) = (p
(1)
1 , p

(1)
2 , ..., p

(1)
n1 , p

(2)
1 , p

(2)
2 , ..., p

(2)
n2 , ..., p

(k)
1 , p

(k)
2 , ..., p

(k)
nk ) � íà÷àëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Â (4.4) ñóììèðîâàíèå èäåò äëÿ ni

ýëåìåíòîâ i-îãî êëàññà.
Âûáîð ôîðìóëû (4.3) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýðãîäè÷åñêèå êëàññû

Γi, i ∈ 1 : k, â äàííîì ñëó÷àå èçîëèðîâàííûå (ñì. ðèñ. 2) è êîíå÷-
íûé âûèãðûø áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òåì, â êàêîì êëàññå ìû íàõîäèìñÿ.
Åñòü, êàê áû, íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûáîðà ñ ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè âûèãðûøà. Ïîñëå òàêîé
òðàêòîâêè äàëåå ïðèìåíÿåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ.

Åñëè öåïü Ìàðêîâà Γ ñîñòîèò èç k ðåãóëÿðíûõ (ýðãîäè÷åñêèõ)
êëàññîâ è l ïåðèîäè÷åñêèõ êëàññîâ, òî ñðåäíèé âûèãðûø áåñêîíå÷íîé
êîàëèöèîííîé èãðû áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø äëÿ êàæäîãî èç k + l êëàññîâ ïî
ôîðìóëàì, äàííûì âûøå. Îáîçíà÷èì ýòè âûèãðûøè ÷åðåç vmi

, i ∈
1 : (k + l).
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Г1

Г2

Гk

Ðèñóíîê 2.

2. Âû÷èñëÿåì ñðåäíèé âûèãðûø âñåé èãðû

vm =
k+l∑
i=1

pivmi
, (4.5)

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êëàññ Γi, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå
(4.4).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé ìàðêîâñêîé öåïè. Èçâåñòíî, ÷òî
ïðîèçâîëüíàÿ öåïü Ìàðêîâà ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ñòðîê è ñòîëáöîâ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [1], èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3, ãäå ïó-
ñòûå, íåçàïîëíåííûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ýëåìåíòàì.
C0 � åñòü êëàññ íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, à Γ1, Γ2, ..., Γk � íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ êëàññû ñóùåñòâåííûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü èçâåñòíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïî ñîñòîÿ-
íèÿì, êîòîðîå åñòü âåêòîð-ñòðîêà (p0,1, ..., p0,n0 , p1,1, p1,2, ..., p1,n1 , ..., pk,1,

..., pk,nk
). Çäåñü k- ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ êëàññîâ ñ ìàòðèöàìè Γi,

i ∈ 1 : k, n0, n1, ..., nk � ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèö C0, C1, C2, ..., Ck ñî-
îòâåòñòâåííî, ñòîÿùèõ â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ìàðêîâñêîé öåïè M (ñì. ðèñ. 3).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîð-ñòðîê p0 = (p0,1, p0,2, ...,

p0,n0), p1 = (p1,1, p1,2, ..., p1,n1),...,pk = (pk,1, pk,2, ..., pk,nk
). Âû÷èñëèì âå-

ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïåðâûé êëàññ Γ1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà
âåðîÿòíîñòü ðàâíà

p̄1 =

n1∑
j=1

b1j,
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Ðèñóíîê 3.

ãäå b1j � ýëåìåíòû âåêòîðà-ñòðîêè b1, âû÷èñëÿåìîé ïî ôîðìóëå

b1 = p1 Γ1 + p0 C1.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè p̄i, i ∈ 1 : k, ïîïàäàíèÿ âî
âòîðîé è ïîñëåäóþùèå êëàññû.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âûèãðûøà áåñêîíå÷íîé êîàëèöè-
îííîé èãðû VN ñ ãðàôîì ΓV , ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 3, íàäî ïî-
âòîðèòü âñå îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè è çàìåíèòü ôîðìóëó (4.5) íà
ôîðìóëó

vm =
k+l∑
i=1

p̄ivmi
,

ãäå vmi
, i ∈ 1 : k � ñðåäíèå âûèãðûøè äëÿ êàæäîãî èç k êëàññîâ.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà i-îãî ó÷àñòíèêà â j-óþ êîàëèöèþ Mj çàâèñèò îò ìîìåíòà
âðåìåíè t = n, ò.å. pi(Mj) = pi,j(n). Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû
íåòðóäíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà ñðåäíåé âåëè÷èíû âûèãðûøà â
èãðå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ ïîëè-
òè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èãðîêîâ ìîãóò âûñòóïàòü
ñòðàíû, âîåííûå áëîêè, ðûíêè è ò.ä.



124 È.Ì. Ïðóäíèêîâ

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áîðîâêîâ À.À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ì: Íàóêà. 1976.

2. Ãóáêî Ì.Á., Íîâèêîâ Ä.À. Òåîðèÿ èãð â óïðàâëåíèè îðãàíèçî-
âàííûìè ñèñòåìàìè. Èçä. 2. Ì.: Íàóêà. 2005.

3. Ðîçàíîâ Þ.À. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Êðàòêèé êóðñ. Ì: Íàóêà.
1971.

THE AVERAGE VALUE OF PROFIT IN INFINITE
COALITION GAMES

I.M. Prudnikov, Saint-Peterburg State University, Saint-Peterburg,
Cand. Sc. (pim 10@hotmail.com).

Abstract : The in�nite coalition games are considered in the article.
The risk and con�icts of these games are introduced. The algorithm is
suggested how to construct games without con�icts. It is shown how to
confront any coalition game with a Markov's chain. The study of these
games can be reduced to the study of the Markov's chaines. The average
value of pro�t and an algorithm of it's calculation is suggested.

Keywords : coalition games, in�nite games, risks and con�icts in coalition
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