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1. Ââåäåíèå

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëü-
íûìè ïîëåçíîñòÿìè ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå âèäû ìîíîòîííîñòè ðå-
øåíèé, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àãðåãèðîâàííàÿ ìîíîòîííîñòü îä-
íîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, ââåäåííàÿ Í. Ìåãèääî [8]. Îäíàêî ÷àñòî ãëàâ-
íûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ðåøåíèþ ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èã-
ðû, ÿâëÿåòñÿ åãî ïðèíàäëåæíîñòü C-ÿäðó. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûèã-
ðûøåé, îáðàçóåìîå âñåâîçìîæíûìè îäíîòî÷å÷íûìè ðåøåíèÿìè, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâó àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè è îäíîâðå-
ìåííî ïðèíàäëåæàùèìè C-ÿäðó, áûëî íàçâàíî àãðåãèðîâàííî-ìîíî-
òîííûì C-ÿäðîì [7]. Â òîé æå ñòàòüå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðî-
âàòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-
ÿäðà, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîðíåâîé èãðû ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé
ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå.

Ðàíåå, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áûëî ïðåäëîæåíî
ìíîæåñòâåííîå ðåøåíèå ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð, íàçâàííîå áîëüøèì
SC-ÿäðîì [13]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøîå SC-ÿäðî íå ïóñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èãðà ñáàëàíñèðîâàíà. Ïîçäíåå áûëî ïðåäëîæå-
íî áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî êàê àíàëîã áîëüøîãî SC-ÿäðà â êëàññå
íåñáàëàíñèðîâàííûõ ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð [ 5, 14, 15]. Ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñ ïî-
ìîùüþ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ñïåöèàëüíîé çàäà-
÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîå áûëî íàçâàíî îñíîâàíèåì
áîëüøîãî SC-ÿäðà â ñëó÷àå ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû è îñíîâàíèåì
áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà â ñëó÷àå íåñáàëàíñèðîâàííîé èãðû.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî C-ÿäðî êîðíåâîé èã-
ðû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì X0(v), à àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-
ÿäðî, êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ëèáî ñ áîëü-
øèì SC-ÿäðîì, ëèáî ñ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì â çàâèñèìîñòè
îò ñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðû. Çàòåì ìû äîêàæåì òåîðåìó î âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîòåíöèàëüíî-îïòè-
ìàëüíûõ ãðàíåé è ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íà-
áîðîâ êîàëèöèé â èãðå ñ n èãðîêàìè, è íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû ñôîð-
ìóëèðóåì ìåòîä íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû (èëè ìíîæåñòâà
X0(v)) â ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èãðîêîâ.
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2. Áîëüøîå SC-ÿäðî, áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî è
àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-ÿäðî

Ïóñòü N = {1, . . . , n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ëþáîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èãðîêîâ S ⊆ N íàçûâàåòñÿ êî-
àëèöèåé. Êàæäîé êîàëèöèè S ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå
÷èñëî v(S), íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì êîàëèöèè S, êîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáùèé ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä ýòîé êîàëèöèè, ïîëó÷àå-
ìûé ïðè êîîïåðàöèè åå ÷ëåíîâ. Ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ
v : 2N → IR, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç N

(S ∈ 2N), ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è åñòåñòâåííûì óñëîâèåì
v(∅) = 0, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èãðû.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà Γ = (N, v) íàçûâàåòñÿ êîîïåðàòèâíîé èãðîé
ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè èãðîêîâ (èëè ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íîé èãðîé, èëè ÒÏ-èãðîé) â ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç GN êëàññ âñåõ ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ìíîæåñòâîì
èãðîêîâ N , à ÷åðåç BN � ìíîæåñòâî âñåõ ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð èç
êëàññà GN .

Äîïóñòèìûì âåêòîðîì âûèãðûøåé èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð ξ ∈ IRn òàêîé, ÷òî

∑
i∈N

ξi ≤ v(N). Ïðåääåëåæîì èãðû (N, v) íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð ξ ∈ IRn òàêîé, ÷òî

∑
i∈N

ξi = v(N). Äåëåæîì èãðû
(N, v) íàçûâàåòñÿ ïðåääåëåæ ξ ∈ IRn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè: ξi ≥ v({i}) ∀ i ∈ N . Ìíîæåñòâî
âñåõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗(v), ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðåääåëåæåé � ÷åðåç I∗(v), à ìíîæåñòâî âñåõ äåëåæåé �
÷åðåç I(v).

Ðåøåíèåì íà íåêîòîðîì êëàññå ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð G′ ⊆ GN

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ, êîòîðîå êàæäîé èãðå (N, v) ∈ G′ ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ âåê-
òîðîâ âûèãðûøåé φ(v) ⊂ X∗(v). Åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G′

ìíîæåñòâî φ(v) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî äîïóñòèìîãî âåêòîðà âûèã-
ðûøåé, òî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì èëè çíà÷åíèåì èãðû.
Ïðåääåëåæ èç ìíîæåñòâà φ(v) íàçûâàþò òàêæå ðàñïðåäåëåíèåì.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ êîí-
öåïöèé ðåøåíèé ÒÏ-êîîïåðàòèâíûõ èãð, C-ÿäðà, áóäåì èñõîäèòü èç
óòâåðæäåíèÿ Îóýíà [9].
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Òåîðåìà 2.1. Ïðåääåëåæ ξ ∈ I∗(v) ïðèíàäëåæèò C-ÿäðó ÒÏ-êîî-
ïåðàòèâíîé èãðû (N, v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé
êîàëèöèè S ⊂ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∑
i∈S

ξi ≥ v(S).

Äðóãèìè ñëîâàìè, C-ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîàëèöè-
îííî-ðàöèîíàëüíûõ (ïðåä)äåëåæåé:

C(v) =
{

ξ ∈ IRn | ∑
i∈N

ξi = v(N);
∑
i∈S

ξi ≥ v(S), ∀S ⊂ N, S 6= ∅, N
}

.
(2.1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
∑
i∈N

ξi , (2.2)
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) , ∀S ⊂ N , S 6= ∅, N . (2.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ0 = (ξ0
1 , . . . , ξ

0
n) ïðîèçâîëüíîå îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå, à ÷åðåç X0(v) ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ÇËÏ (2.2)�
(2.3).

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [[6], [13]), ÷òî C-ÿäðî èãðû (N, v) íå ïóñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ0 ∈ X0(v) âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî: ∑

i∈N

ξ0
i ≤ v(N) . (2.4)

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå SC-ÿäðà ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v),
âïåðâûå èçëîæåííîå â [13].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

SC(v, ξ0) =
{

ξ ∈ IRn | ξ ∈ I∗(v), ξi ≥ ξ0
i , ∀ i ∈ N

}
= (2.5)

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

=
{

ξ ∈ IRn | ξi = ξ0
i + αi

(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
, ãäå

αi ≥ 0,
∑
i∈N

αi = 1, è
∑
i∈N

ξ0
i ≤ v(N)

}
(2.6)

íàçûâàåòñÿ SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ξ0 ∈ X0(v), à âåêòîð ξ0 � îñíîâàíèåì äàííîãî SC-ÿäðà.
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Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ SC-ÿäðà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 íà
âñå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
áîëüøîãî SC-ÿäðà [16].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

GSC(v) =
⋃

∀ ξ0∈X0(v)

SC(v, ξ0)

íàçûâàåòñÿ áîëüøèì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.2)�(2.3)
X0(v) áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì áîëüøîãî SC-ÿäðà.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16].

Òåîðåìà 2.2. Â ëþáîé ñáàëàíñèðîâàííîé ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðå
(N, v) áîëüøîå SC-ÿäðî ñîäåðæèòñÿ â C-ÿäðå: GSC(v) ⊆ C(v).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî C-ÿäðî èãðû (N, v) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
Â êëàññå íåñáàëàíñèðîâàííûõ èãð áûëè ââåäåíû �òåíåâûå� àíàëîãè
SC-ÿäðà è áîëüøîãî SC-ÿäðà [14].

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

SC(v, ξ0) =
{

ξ ∈ IRn | ξ ∈ I∗(v), ξi ≤ ξ0
i , ∀ i ∈ N

}
= (2.7)

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

=
{

ξ ∈ IRn | ξi = ξ0
i + αi

(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
, ãäå

αi ≥ 0,
∑
i∈N

αi = 1, è
∑
i∈N

ξ0
i > v(N)

}
(2.8)

áóäåì íàçûâàòü òåíåâûì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 ∈ X0(v).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

GSC(v) =
⋃

∀ ξ0∈X0(v)

SC(v, ξ0).

íàçûâàåòñÿ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì ÒÏ-êîîïåðàòèâíîé èãðû
(N, v).
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Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.2)�
(2.3) X0(v) áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà.

Òàê êàê â íåñáàëàíñèðîâàííîé èãðå äëÿ ëþáîãî ξ0 ∈ X0(v) âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâó (2.4), ò. å.

∑
i∈N

ξ0
i > v(N) ,

òî ëþáîå òåíåâîå SC-ÿäðî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ0 íå ïóñòî, à, ñëå-
äîâàòåëüíî, íå ïóñòî è áîëüøîå òåíåâîå SC-ÿäðî.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè
îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé, ïðåäëîæåííîãî Í.Ìåãèääî [8].

Îïðåäåëåíèå 2.5. Çíà÷åíèå φ íà êëàññå èãð GN íàçûâàåòñÿ àãðå-
ãèðîâàííî-ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èãð v, v′ ∈ GN òàêèõ,
÷òî v(S) = v′(S) äëÿ âñåõ S ⊂ N è v(N) < v′(N), èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî φ(v) ≤ φ(v′).

Â ñòàòüå [7] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî
C-ÿäðà è ïîíÿòèå êîðíåâîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííûì C-ÿäðîì ÒÏ-êîîïå-
ðàòèâíîé èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïðåääå-
ëåæåé I∗(v), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ íàéäåííûõ äëÿ äàííîé
èãðû (N, v) âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé èç êëàññà èãð GN , îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì àãðåãèðîâàííîé ìîíîòîííîñòè è ïðèíàäëåæàùèõ C-ÿäðó,
åñëè ïîñëåäíåå íå ïóñòî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÒÏ-èãðû (N, v) îáîçíà÷èì ÷åðåç BN
v ìíîæåñò-

âî ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò èãðû (N, v) òîëüêî
çíà÷åíèåì êîàëèöèè N :

BN
v = { v′ ∈ BN | v′(S) = v(S)∀S ⊂ N } . (2.9)

Îïðåäåëåíèå 2.7. Êîðíåâîé èãðîé (N, vr) ïî îòíîøåíèþ ê ÒÏ-èãðå
(N, v) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ èãðà èç ìíîæåñòâà
BN

v , ò. å. vr ∈ BN
v è vr(N) ≤ w(N) äëÿ ëþáîé äðóãîé èãðû w ∈ BN

v .
Ðàññìîòðèì ÇËÏ (2.2)�(2.3) äëÿ ïðîèçâîëüíîé èãðû (N, v′) èç

ìíîæåñòâà ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð (2.9). Òàê êàê v′(S) = v(S) äëÿ
ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N , òî

X0(v′) = X0(v) ,∀ v′ ∈ BN
v . (2.10)
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Íåðàâåíñòâî (2.4), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ñáàëàíñèðîâàí-
íîé èãðû, òàêæå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ èãð èç ìíîæåñòâà (2.9), è ñ
ó÷åòîì (2.10) èìååò âèä:

∑
i∈N

ξ0
i ≤ v′(N) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ0 ∈ X0(v).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.7 çíà÷åíèå vr(N) êîðíåâîé èãðû ðàâíî

vr(N) =
∑
i∈N

ξ0
i . (2.11)

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íàÿ èãðà. C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû (N, vr) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) ÇËÏ (2.2)�(2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïóñòîå C-ÿäðî èãðû (N, vr) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùåé ÇËÏ (ñì.,
íàïð., [9]):

min
∑
i∈N

ξi , (2.12)
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) , ∀S ⊂ N , S 6= ∅ , (2.13)
∑
i∈N

ξi = vr(N) , (2.14)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (2.2)�(2.3) òîëüêî äîïîëíèòåëüíûì îã-
ðàíè÷åíèåì (2.14). Ïîñêîëüêó C(vr) 6= ∅, òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
ÇËÏ (2.12)�(2.14) ðàâíî vr(N). Òîãäà èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñò-
âà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ (2.2)�(2.3) è (2.12)�(2.14) ñîâïàäàþò
äðóã ñ äðóãîì, ò. å. X0(v) = C(vr).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå
àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-ÿäðà [7].

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-ÿäðà ÒÏ-êîîïåðà-
òèâíîé èãðû (N, v) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

AC(v) = C(vr) +
(
v(N)− vr(N)

)
∆N ,

ãäå C(vr) � C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû (N, vr) è ∆N = {x ∈ Rn | x1 + . . .+

xn = 1, xi ≥ 0 ∀ i ∈ N}.
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Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ-êîîïåðàòèâ-
íàÿ èãðà. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîãî C-
ÿäðà ñîâïàäàåò ñ áîëüøèì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) ñáàëàíñèðîâà-
íà, è ñ áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) íåñáàëàíñèðî-
âàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îïèñàíèÿ SC-ÿäðà è òåíåâîãî SC-
ÿäðà â ôîðìå (2.6) è (2.8) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî óñëîâèÿ-
ìè ñáàëàíñèðîâàííîñòè èëè íåñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðû (N, v) â âè-
äå íåðàâåíñòâà (2.4) è ïðîòèâîïîëîæíîãî åìó íåðàâåíñòâà. Ïîýòîìó
îáúåäèíÿÿ èõ â îäíî îïðåäåëåíèå è ðàñïðîñòðàíÿÿ åãî íà âñå ìíî-
æåñòâî X0(v), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ áîëüøîãî
SC-ÿäðà è áîëüøîãî òåíåâîãî SC-ÿäðà.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

X = X0(v) +
(
v(N)−

∑
i∈N

ξ0
i

)
∆N (2.15)

ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) ñáàëàíñèðîâàíà, è
áîëüøèì òåíåâûì SC-ÿäðîì, åñëè èãðà (N, v) íåñáàëàíñèðîâàíà.

Ñðàâíèì âûðàæåíèå (2.15) ñ ïðåäñòàâëåíèåì àãðåãèðîâàííî-ìî-
íîòîííîãî C-ÿäðà èç òåîðåìû 2.3. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óòâåðæäå-
íèå 2.1 è ðàâåíñòâî (2.11), ïðèõîäèì ê äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäå-
íèþ.

3. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû áó-

äåì èñõîäèòü èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 î ñîâïàäåíèè C(vr) ñ ìíîæåñòâîì
X0(v). Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ëþáîé ÇËÏ
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ (ñì., íàïð., [4]). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäå-
íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþùåé C-ÿäðî êîðíåâîé
èãðû (èëè ìíîæåñòâî X0(v)), ìèíèìàëüíîé ïî îáùåìó ÷èñëó îãðàíè-
÷åíèé è ñîäåðæàùåé íàèáîëüøåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ.

Ïðåäñòàâèì ÇËÏ (2.2)�(2.3) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

min (ξ, I) , (3.1)
ξ A ≥ V , (3.2)
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ãäå (ξ, I) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) è n-ìåð-
íîãî âåêòîðà I = (1, . . . , 1)T . Åñëè íåêîòîðûì îáðàçîì ïåðåíóìåðî-
âàòü âñå êîàëèöèè S ⊂ N (S 6= ∅, N): S1, . . . , Sp, ãäå p = 2n − 2 �
îáùåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé â ñèñòåìå (2.3), òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû A è âåêòîðà V â âèäå:

aij =

{
1 , åñëè i ∈ Sj ,

0 , åñëè i /∈ Sj ,
ãäå i = 1, n , j = 1, p ,

V =
(
v(S1), . . . , v(Sp)

)
.

(3.3)

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (3.2) ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì,
êîòîðîå îáîçíà÷èì M . Ïîýòîìó ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
X0(v) ìîæåò áûòü òîëüêî íåêîòîðàÿ ãðàíü Γ ìíîæåñòâà M . Ëþáóþ
ãðàíü Γ ∈ M òàêóþ, ÷òî Γ ⊆ X0(v), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé
ãðàíüþ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãðàíü Γ ∈ M áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíî-îï-
òèìàëüíîé â êëàññå èãð GN , åñëè ñóùåñòâóåò èãðà (N, v) èç êëàññà
GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ è äëÿ ëþáîé äðóãîé îïòèìàëüíîé ãðàíè
Γ′ ⊆ X0(v) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ′ ⊂ Γ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíåé â êëàññå èãð GN

îáîçíà÷èì ÷åðåç P 0
N .

Çàäà÷à (3.1)�(3.2) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å:

max

p∑
j=1

λj v(Sj) , (3.4)




∑
j : i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N ,

λj ≥ 0 , j = 1, p ,
(3.5)

èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå
max (V, λ) ,{

Aλ = I ,
λ = 0 .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇËÏ (3.4)�(3.5) ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèÿìè ñáà-
ëàíñèðîâàííîãî è ìèíèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà êîàëè-
öèé (èëè ïîêðûòèÿ), ïðåäëîæåííûìè Áîíäàðåâîé [2, 3] è Øåïëè [11].
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü B = {S1, . . . , Sk} � íåêîòîðûé íàáîð êîà-
ëèöèé Sj ⊂ N , Sj 6= ∅. Íàáîð êîàëèöèé B íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λj > 0, ∀Sj ∈ B,
÷òî ∑

j : Sj∈B
i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N . (3.6)

Íàáîð ÷èñåë (λj)Sj∈B íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñáàëàíñèðîâàííûé íàáîð êîàëèöèé B íàçûâàåò-
ñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî ïîä-
ìíîæåñòâà B∗ ( B, òàêæå ÿâëÿþùåãîñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì
êîàëèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñáàëàíñèðîâàííîãî íàáîðà ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â êíèãå Îóýíà [9].

Òåîðåìà 3.1. Ñáàëàíñèðîâàííûé íàáîð êîàëèöèé B ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñèñòåìà áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ (λj)Sj∈B.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðîâàííûå íàáî-
ðû êîàëèöèé â êëàññå èãð GN , Á. Ïåëåãîì áûë ðàçðàáîòàí èíäóêòèâ-
íûé ìåòîä [10], ñóùíîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì
íàõîæäåíèè âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé
äëÿ èãð ñ n èãðîêàìè, åñëè èçâåñòíû âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðî-
âàííûå íàáîðû êîàëèöèé äëÿ èãð ñ n − 1 èãðîêàìè. Çàìåòèì, ÷òî
â ðàáîòå Øåïëè [11] ïðèâåäåíû âñå ìèíèìàëüíûå ñáàëàíñèðîâàííûå
íàáîðû êîàëèöèé äëÿ èãð ñ ÷èñëîì èãðîêîâ n = 3, 4, 5, 6.

Êàê èçâåñòíî, ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè ïàðû äâîéñòâåí-
íûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ, óñòàíàâëèâàåìûå òåîðåìàìè î
äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, à òàêæå òåîðåìîé äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ
ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðò-
íîì âèäå:

min (x, c) ,{
xD ≥ b ,

x = 0 ,

(∗)
max (b, y) ,{

D y ≤ c ,

y = 0 ,

(∗∗)
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ãäå D � ìàòðèöà, x è b � âåêòîð-ñòðîêè, y è c � âåêòîð-ñòîëáöû, ýòè
òåîðåìû ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïð., [12]).

Òåîðåìà 3.2 (Òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîð-
ìå). Äîïóñòèìûå âåêòîðû x è y çàäà÷ (∗) è (∗∗) îïòèìàëüíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b− xD) y = 0 ,

x (D y − c) = 0 .

Òåîðåìà 3.3 (Òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîð-
ìå). Äëÿ çàäàííîé ïàðû ðàçðåøèìûõ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (∗) è (∗∗)
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé x è
y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì:

(b− xD) + yT > 0 ,

(D y − c) + xT > 0 .

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû äîïóñòè-
ìûé âåêòîð x (âåêòîð y) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÇËÏ (∗)
(ÇËÏ (∗∗), ñîîòâåòñòâåííî), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàë äîïóñòèìûé âåêòîð y (âåêòîð x) äâîéñòâåííîé çàäà÷è
òàêîé, ÷òî (x, c) = (b, y). Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ
çàäà÷ ðàâíû äëÿ ëþáîé ïàðû èõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, äëÿ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ äâîéñòâåííûé çàäà÷ ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà(ñì., íàïð., [12]).

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ x è y çàäà÷ (∗)
è (∗∗), ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: (x, c) ≥ (b, y).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîòåíöèàëüíî-
îïòèìàëüíûõ ãðàíåé P 0

N âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì
ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàññå èãð GN .

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþ-
ùàÿ ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü Γ ∈ M , ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (3.2) ïóòåì
çàìåíû â íåé íåêîòîðûõ k íåðàâåíñòâ íà óðàâíåíèÿ (k ≤ n):

ξ Ã = Ṽ , (3.7)
ξ Â ≥ V̂ , (3.8)
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ïðè÷åì ñòîëáöû ìàòðèöû Ã äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè,
ò. å. rank Ã = k. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ãðàíè Γ îïðåäåëÿåòñÿ êàê q =

n − k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(Γ) = (Si1 , . . . , Sik) ìíîæåñòâî êîàëèöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâàì â (3.2), êîòîðûå çàìåíÿþòñÿ íà óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû (3.7)�(3.8).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Ãðàíü Γ ∈ M ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé
â êëàññå èãð GN òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî êîàëèöèé
U(Γ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì â êëàññå
èãð GN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ
ãðàíü Γ ∈ M ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé â êëàññå èãð GN

è çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé (3.7)�(3.8), ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû
Ã = {ãj}k

j=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à U(Γ) = (S1, . . . , Sk) � ìíîæåñò-
âî êîàëèöèé, ïåðåíóìåðîâàííûõ â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöàì ìàòðèöû Ã. Ïî îïðåäåëåíèþ 3.1, ñóùåñòâó-
åò èãðà (N, v) èç êëàññà GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ. Ðàññìîòðèì ñâÿçü
ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.2)�(2.3) è (3.4)�(3.5) äëÿ
äàííîé èãðû. Ïóñòü ξ0 ∈ X0(v) è λ0 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîëü-
íûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì âèäå, ïîýòîìó äëÿ íèõ óñ-
ëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîðìå ñâîäÿòñÿ ê åäèíñò-
âåííîìó ðàâåíñòâó: (V − ξ A) λ = 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì:





åñëè λj > 0 , òî
n∑

i=1

ξi aij = v(Sj) , j ∈ {1, . . . , p} ,

åñëè
n∑

i=1

ξi aij > v(Sj) , òî λj = 0 , j ∈ {1, . . . , p} ,
(3.9)

à óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîðìå � ê åäèíñò-
âåííîìó íåðàâåíñòâó: (V − ξ A) + λT > 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óñëî-
âèÿì:





åñëè λj = 0 , òî
n∑

i=1

ξi aij > v(Sj) , j ∈ {1, . . . , p} ,

åñëè
n∑

i=1

ξi aij = v(Sj) , òî λj > 0 , j ∈ {1, . . . , p} .
(3.10)
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Ïî òåîðåìå 3.2 óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè â ñëàáîé ôîð-
ìå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äâîéñòâåí-
íûõ çàäà÷ ξ0 è λ0. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ ïàð îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé ðàâåíñòâà λ0

j = 0 è
n∑

i=1

ξ0
i aij = v(Sj) ïðè íåêîòîðûõ Sj ìîãóò

âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ïî òåîðåìå 3.3 óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè â ñèëüíîé ôîðìå ãàðàíòèðóþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíà ïàðà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ξ0 è λ0, äëÿ êîòîðûõ óñëî-
âèÿ λ0

j = 0 è
n∑

i=1

ξ0
i aij = v(Sj) íå ìîãóò èìåòü ìåñòî îäíîâðåìåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ïàðà îïòèìàëü-
íûõ ðåøåíèé ξ0 è λ0 ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ òàêàÿ, ÷òî

{
ξ0 Ã = Ṽ ,

ξ0 Â > V̂ ,
è

{
λ0

j > 0 ∀Sj ∈ U(Γ) ,

λ0
j = 0 ∀Sj /∈ U(Γ) .

Ïîäñòàâëÿÿ λ0 â îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà èç (3.5), ïîëó÷èì, ÷òî
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû λ0 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:

∑
j : i∈Sj
Sj∈B

λ0
j = 1 , ∀ i ∈ N .

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî U(Γ) ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì íàáîðîì êîàëèöèé.

Èç íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà λ0 îáðàçóåì âåêòîð

λ̃0 = (λ0
1, . . . , λ0

k) ,

ðàñïîëàãàÿ λ0
j â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîàëèöèè

èç ìíîæåñòâà U(Γ). Òàê êàê ñòîëáöû ìàòðèöû Ã = {ãj}k
j=1 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, òî âåêòîð λ̃0 ÿâëÿåòñÿ åäèñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ã λ = I. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî U(Γ) ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà èç êëàñ-
ñà GN . Ðàññìîòðèì ÇËÏ (3.4)�(3.5) äëÿ äàííîé èãðû. Çàìåòèì, ÷òî
êðàéíèìè òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà M ′, îïèñûâàåìîãî ñè-
ñòåìîé îãðàíè÷åíèé (3.5), ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû λ, íåíóëåâûå êîìïîíåí-
òû êîòîðûõ îáðàçóþò ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìèíèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðàì êîàëèöèé. Ñëåäî-
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âàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé λ0 çàäà-
÷è (3.4)�(3.5) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé M ′ è îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ìè-
íèìàëüíîìó ñáàëàíñèðîâàííîìó íàáîðó êîàëèöèé B = (S1, . . . , Sk).
Îáîçíà÷èì ñèñòåìó áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ äëÿ B ÷åðåç

λ̃0 = (λ0
1, . . . , λ0

k) ,

ðàñïîëàãàÿ êîìïîíåíòû λ0
j > 0 îïòèìàëüíîãî âåêòîðà λ0 â òîì æå

ïîðÿäêå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîàëèöèè èç ìíîæåñòâà B.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ñèñòåìà áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃0 ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé:




∑
j : i∈Sj
Sj∈B

λj = 1 , ∀ i ∈ N ,

λj > 0 , ∀Sj ∈ B ,

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê

Ã λ = I , λ > 0 . (3.11)

Òîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû Ã = {ãj}k
j=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à èõ

÷èñëî k ≤ n.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè U(Γ) = B, òî X0(v) = Γ. Ïóñòü ãðàíü Γ îïè-

ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (3.7)�(3.8) ñ U(Γ) = B. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð ξ ∈ Γ, è óìíîæèì ðàâåíñòâî (3.7), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ýòîò âåêòîð, ñïðàâà ñêàëÿðíî íà âåêòîð λ̃0:

ξ Ã λ̃0 = Ṽ λ̃0 . (3.12)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü ñîãëàñíî (3.11):

ξ Ã λ̃0 = ξ I =
∑
i∈N

ξi . (3.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü (3.12) ðàâíà îïòèìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ ÇËÏ (3.4)�(3.5), òàê êàê

Ṽ λ̃0 =
∑

j : Sj∈B
λ0

j v(Sj) =

p∑
j=1

λ0
j v(Sj) = max

p∑
j=1

λj v(Sj) . (3.14)
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Òîãäà ïî òåîðåìå 3.4
∑
i∈N

ξi ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÇËÏ
(2.2)�(2.3), è, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåêòîðà
ξ ∈ Γ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ ⊆ X0(v).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ ⊂ X0(v), ò. å. Γ 6= X0(v). Òîãäà ñóùåñòâóåò
äðóãàÿ îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ′ = X0(v) òàêàÿ, ÷òî Γ ⊂ Γ′. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7)�(3.8) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé ãðàíü Γ′:

ξ Ã′ = Ṽ ′ , (3.15)
ξ Â′ ≥ V̂ ′ , (3.16)

ïðè÷åì âñå ñòîëáöû ìàòðèöû Ã′ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðè-
öû Ã, è, ñëåäîâàòåëüíî, U(Γ′) ⊂ U(Γ) = B. Ïî äîêàçàííîìó â ïåð-
âîé ÷àñòè äàííîé òåîðåìû ìíîæåñòâî U(Γ′) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ñáàëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñáàëàíñèðî-
âàííûé íàáîð êîàëèöèé B íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èò äîêàçûâàåò, ÷òî ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è
Γ = X0(v).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàíü Γ ÿâëÿëàñü ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ èãðà
èç êëàññà GN , ÷òî X0(v) = Γ è äëÿ ëþáîé äðóãîé îïòèìàëüíîé ãðàíè
Γ∗ ⊆ X0(v) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Γ∗ ⊂ Γ.

Òàê êàê X0(v) = Γ â èñõîäíîé èãðå (N, v), òî äëÿ ëþáîé äðóãîé
îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ∗ ⊆ X0(v) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî Γ∗ ⊂ Γ,
ëèáî Γ∗ * Γ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èãðà (N, v) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èãðîé, à
ãðàíü Γ � ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíüþ.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò,
ïî êðàéíåé ìåðå, åùå îäíà îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ̂ = X0(v), Γ̂ 6= Γ,
òàêàÿ, ÷òî Γ∗ ⊆ Γ̂. Ïîñòðîèì íîâóþ èãðó (N, v̂):

{
v̂(S) = v(S)− ε äëÿ ∀S ⊂ N : S ∈ (

U(Γ̂) \ U(Γ)
)
,

v̂(S) = v(S) äëÿ îñòàëüíûõ êîàëèöèé S ⊂ N ,
(3.17)

ãäå ε > 0.
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Ðàññìîòðèì ÇËÏ (3.4)�(3.5) äëÿ íîâîé èãðû (N, v̂):

max

p∑
j=1

λj v̂(Sj) , (3.18)




∑
j : i∈Sj

λj = 1 , ∀ i ∈ N .

λj ≥ 0 , j = 1, p .
(3.19)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ (3.19) ïðè èçìåíåíèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èãðû íå ìåíÿåòñÿ, à çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè (3.18) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî âåêòîðà λ ìîæåò, ðàçâå ÷òî,
óìåíüøèòüñÿ:

p∑
j=1

λj v̂(Sj) =
∑

j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λj

(
v(Sj)− ε

)
+

∑
j : Sj /∈U(Γ̂)\U(Γ)

λj v(Sj) ≤

≤
p∑

j=1

λj v(Sj) .

Áîëåå òîãî, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (3.18) äëÿ âåêòîðà λ0 îñòàåòñÿ
òåì æå, ÷òî è â èñõîäíîé èãðå (N, v), òàê êàê λ0

j > 0 òîëüêî ïðè
Sj ∈ U(Γ) = B, à äðóãèå êîìïîíåíòû λ0

j = 0:
p∑

j=1

λ0
j v̂(Sj) =

∑
j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λ0
j

(
v(Sj)− ε

)
+

∑
j : Sj∈U(Γ)

λ0
j v(Sj)+

+
∑

j : Sj /∈U(Γ̂)∪U(Γ)

λ0
j v(Sj) =

∑
j : Sj∈B

λ0
j v(Sj) =

p∑
j=1

λ0
j v(Sj) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííîå èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè íå ïîâëèÿåò íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è, à âåêòîð λ0 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì íîâîé ÇËÏ (3.18)�(3.19). Òîãäà ïî
òåîðåìå 3.4 îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è (2.2)�(2.3) ïðè ïåðåõîäå îò
èãðû (N, v) ê èãðå (N, v̂) òàêæå íå ìåíÿåòñÿ. À ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ
v̂(S) = v(S) äëÿ S ∈ U(Γ), òî â íîâîé èãðå X0(v̂) = Γ.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ̂ * X0(v̂). Ïóñòü â èãðå (N, v) ãðàíü Γ̂ îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:





∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) ,
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) ïðè ∀S /∈ U(Γ̂) ,
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èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

ξ Ă = V̆ , (3.20)
ξ Ā ≥ V̄ , (3.21)

ïðè÷åì U(Γ̂) * U(Γ) è U(Γ) * U(Γ̂). Òàê êàê â èñõîäíîé èãðå X0(v) =

Γ̂, òî ïî íåîáõîäèìîñòè ìíîæåñòâî U(Γ̂) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñáà-
ëàíñèðîâàííûì íàáîðîì êîàëèöèé è ñóùåñòâóåò ñèñòåìà áàëàíñè-
ðóþùèõ âåñîâ λ̂0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

Ă λ = I , λ > 0 . (3.22)

Òîãäà â èãðå (N, v̂) ãðàíü Γ̂ ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:




∑
i∈S

ξi = v(S)− ε ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) \ U(Γ) ,
∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè ∀S ∈ U(Γ̂) ∩ U(Γ) ,
∑
i∈S

ξi ≥ v̂(S) ïðè ∀S /∈ U(Γ̂) ,

êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ξ Ă′ = V̆ ′ , (3.23)
ξ Ă′′ = V̆ ′′ , (3.24)
ξ Ā ≥ V̄ ′ , (3.25)

ãäå áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (Ă′|Ă′′) = Ă è,
ñîîòâåòñòâåííî, (V̆ ′|V̆ ′′) = V̆ .

Ïóñòü ξ̂ ∈ Γ̂ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ãðàíè Γ̂. Ïðåäñòàâèì óðàâ-
íåíèÿ (3.23) è (3.24) â âèäå îäíîãî: ξ (Ă′|Ă′′) = (V̆ ′|V̆ ′′), ïîäñòàâèì â
íåãî ξ̂ è óìíîæèì åãî ñïðàâà ñêàëÿðíî íà âåêòîð λ̂0:

ξ̂ (Ă′|Ă′′) λ̂0 = (V̆ ′|V̆ ′′) λ̂0 . (3.26)

Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåì ñîãëàñíî (3.22):

ξ̂ (Ă′|Ă′′) λ̂0 = ξ̂ Ă λ̂0 = ξ̂ I =
∑
i∈N

ξ̂i .
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Ïðàâóþ ÷àñòü (3.26) ïðåäñòàâèì â âèäå

(V̆ ′|V̆ ′′) λ̂0 =
∑

j : Sj∈U(Γ̂)\U(Γ)

λ̂0
j (v(Sj)− ε) +

∑
j : Sj∈U(Γ̂)∩U(Γ)

λ̂0
j v(Sj) <

<
∑

j : Sj∈U(Γ̂)

λ̂0
j v(Sj) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∑
i∈N

ξ̂i <
∑

j : Sj∈U(Γ̂)

λ̂0
j v(Sj) .

Òàê êàê ñóììà ñïðàâà ðàâíà îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ÇËÏ (3.4)�
(3.5), ñîâïàäàþùåìó ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÇËÏ (3.18)�(3.19), òî
ïî òåîðåìå 3.5 âåêòîð ξ̂ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì âåêòîðîì ÇËÏ (2.2)�
(2.3) äëÿ èãðû (N, v̂). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíü Γ̂ íå ìîæåò áûòü îïòè-
ìàëüíîé â íîâîé èãðå, ò. å. Γ̂ * X0(v̂).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà êðîìå ãðàíè Γ = X0(v) ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ∗ ⊆ X0(v) òàêàÿ, ÷òî Γ∗ * Γ, ïîñòðîåííàÿ èãðà
(N, v̂) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èãðîé èç îïðåäåëåíèÿ 3.1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàíü Γ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé.

Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìíîæåñòâî
ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíåé P 0

N , äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàññå èãð
GN , è íàîáîðîò.

Òàê êàê äëÿ êàæäîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ, ïî îï-
ðåäåëåíèþ 3.1, íàéäåòñÿ èãðà èç êëàññà GN òàêàÿ, ÷òî X0(v) = Γ, òî
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (2.2) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ Γ. Ïîýòîìó ââåäåì äëÿ íåå ñïåöèàëüíîå îáîçíà-
÷åíèå:

σ(Γ) =
∑
i∈N

ξi , ∀ ξ ∈ Γ , Γ ∈ P 0
N . (3.27)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 3.6 áûëè ïîëó÷åíû
ñîîòíîøåíèÿ (3.12)�(3.14), èç êîòîðûõ ñ ó÷åòîì B = U(Γ) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè Γ è ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∑
i∈N

ξi =
∑

j : Sj∈U(Γ)

λ̃j v(Sj) . (3.28)
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò êðèòåðèé âûáîðà îïòèìàëüíîé ãðà-
íè Γ = X0(v) èç ìíîæåñòâà P 0

N .

Óòâåðæäåíèå 3.1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÇËÏ (2.2)�(2.3) ðàâíî

z0 = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) . (3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíóþ
ãðàíü Γ1 ∈ P 0

N è ðàññìîòðèì èãðó (N, v), â êîòîðîé X0(v) = Γ1.
Ïóñòü Γ2 ∈ P 0

N � ëþáàÿ äðóãàÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíàÿ ãðàíü.
Ïî òåîðåìå 3.6 ìíîæåñòâà U(Γ1) è U(Γ2) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíû-

ìè ñáàëàíñèðîâàííûìè íàáîðàìè êîàëèöèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ñèñòåìû áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃1 è λ̃2.

Òàê êàê X0(v) = Γ1, òî èç (3.27), (3.28) è òåîðåìû äâîéñòâåííî-
ñòè 3.4 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

min
∑
i∈N

ξi = σ(Γ1) =
∑

j : Sj∈U(Γ1)

λ̃1
j v(Sj) = max

p∑
j=1

λj v(Sj) . (3.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåì áàëàíñèðóþùèõ âåñîâ λ̃1 è λ̃2 ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî:

∑

j : Sj∈U(Γ1)

λ̃1
j v(Sj) ≥

∑

j : Sj∈U(Γ2)

λ̃2
j v(Sj) ,

ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó σ(Γ1) ≥ σ(Γ2).
Îòêóäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà Γ2 ∈ P 0

N , ñëåäóåò:

σ(Γ1) = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) . (3.31)

Îáîçíà÷àÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÇËÏ (2.2)�(2.3) ÷åðåç z0, èç (3.30)
è (3.31) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.29).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà îäíîé ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíîé ãðàíè:

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = Γ∗ ,

òî èìåííî ýòà ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ
ÇËÏ (2.2)�(2.3): X0(v) = Γ∗.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(Γ) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
íà íåñêîëüêèõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíÿõ:

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, . . . , Γk} .

Òîãäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà X0(v) èç äàííîé ñîâîêóïíîñòè ãðà-
íåé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà σ(Γ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
òîëüêî íà äâóõ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ ãðàíÿõ Γ1, Γ2 ∈ P 0

N . Ïî-
êàæåì, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè Γ1, ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè Γ2.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû ξ1 ∈ Γ1 è ξ2 ∈ Γ2 è ðàññìîòðèì
âåêòîð ξ = α ξ1 + (1 − α) ξ2, ãäå α ∈ [0; 1]. Òàê êàê ìíîãîãðàííîå
ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî ξ ∈ M .

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (2.2) äëÿ äàííîãî âåêòîðà ξ ïðè ëþáîì
α ∈ [0; 1] ðàâíî:

∑
i∈N

ξi = α
∑
i∈N

ξ1
i + (1− α)

∑
i∈N

ξ2
i =

= α max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) + (1− α) max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) .

Íî ïî óñëîâèþ arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, Γ2}. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ξ ïðè-

íàäëåæèò ëèáî Γ1, ëèáî Γ2, ëèáî îáåèì ãðàíÿì îäíîâðåìåííî. Òàêèì
îáðàçîì, ìåæäó ãðàíÿìè Γ1 è Γ2 íåò íèêàêîé äðóãîé ãðàíè ìíîæå-
ñòâà M è íèêàêèõ âíóòðåííèõ âåêòîðîâ èç M . Òîãäà

à) ëèáî îäíà èç ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîé: íàïðè-
ìåð, Γ2 ⊂ Γ1;

á) ëèáî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíÿì Γ1 è Γ2, ñîâ-
ïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ 3.1 íè îäíà èç ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûõ
ãðàíåé íå ìîæåò áûòü ïîäìíîæåñòâîì äðóãîé ïîòåíöèàëüíî-îïòè-
ìàëüíîé ãðàíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ï. à) íåâîçìîæåí, è â ðåçóëüòàòå îñòà-
åòñÿ òîëüêî ï. á).

Îáîáùàÿ ýòî ðàññóæäåíèå íà íåñêîëüêî ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëü-
íûõ ãðàíåé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè

arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) = {Γ1, . . . , Γk} , (3.32)
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òî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíÿì Γ1, . . . , Γk, ñîâïà-
äàþò äðóã ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîì X0(v) ÿâëÿåòñÿ ëþ-
áàÿ èç ãðàíåé Γ1, . . . , Γk.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü Γ1, . . . , Γk � ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûå ãðà-
íè èç (3.32). Òîãäà êàæäûé âåêòîð ξ0 ∈ X0(v) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðàâåíñòâ, êîòîðûå âõîäÿò â ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé,
îïèñûâàþùóþ êàêóþ-ëèáî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàíåé.

4. Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.6, óòâåðæäåíèÿ 3.1 è çàìå÷àíèÿ 3.1 ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû ñ n èã-
ðîêàìè.

1. Íàéòè, èñïîëüçóÿ èíäóêòèâíûé ìåòîä Á. Ïåëåãà, ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íàáîðîâ êîàëèöèé â êëàñ-
ñå èãð GN . Ïî òåîðåìå 3.6 êàæäîìó ìèíèìàëüíîìó ñáàëàíñèðî-
âàííîìó íàáîðó êîàëèöèé B âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíàÿ ãðàíü Γ ∈ P 0

N ñ U(Γ) = B.

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ σ(Γ) äëÿ âñåõ Γ ∈ P 0
N è îïðåäåëèòü íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ) íà ìíîæåñòâå P 0
N :

z0 = max
Γ∈P 0

N

σ(Γ) .

Ïî óòâåðæäåíèþ 3.1 âåëè÷èíà z0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà-
÷åíèåì ÇËÏ (2.2)�(2.3) èëè îáùèì ãàðàíòèðîâàííûì äîõîäîì
êîàëèöèè N â êîðíåâîé èãðå: vr(N) = z0.

3. Âûäåëèòü âñå ïîòåíöèàëüíî-îïòèìàëüíûå ãðàíè, íà êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå σ(Γ):

{Γ1, . . . , Γk} = arg max
Γ∈P 0

N

σ(Γ)

è íàéòè ìíîæåñòâî êîàëèöèé

Y = U(Γ1) ∪ . . . ∪ U(Γk) .
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4. Ñîñòàâèòü ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâà X0(v), ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 3.1:





∑
i∈S

ξi = v(S) ïðè S ⊂ N : S ∈ Y ,
∑
i∈S

ξi ≥ v(S) ïðè S ⊂ N : S /∈ Y .
(4.1)

Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 ñèñòåìà (4.1) îïèñûâàåò C-ÿäðî êîðíåâîé
èãðû (N, vr). Ýòà ñèñòåìà, âî-ïåðâûõ, ñîäåðæèò íà îäíî îãðàíè÷å-
íèå ìåíüøå, ÷åì êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå C-ÿäðà èç òåîðåìû 2.1. Âî-
âòîðûõ, â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé òè-
ïà ðàâåíñòâ. Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû
îñòàåòñÿ íàéòè åãî êðàéíèå òî÷êè, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîêàçàëè, ÷òî C-ÿäðî êîðíåâîé èãðû ñîâïà-

äàåò ñ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé X0(v) çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2.2)�(2.3), à àãðåãèðîâàííî-ìîíîòîííîå C-ÿäðî,
êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïðåääåëåæåé, ôîðìàëüíî ãåîìåòðè÷å-
ñêè ñîâïàäàåò ëèáî ñ áîëüøèì SC-ÿäðîì, ëèáî ñ áîëüøèì òåíåâûì
SC-ÿäðîì.

Ñîâïàäåíèå C-ÿäðà êîðíåâîé èãðû ñ ìíîæåñòâîì X0(v) ïîçâîëèëî
îáîñíîâàòü è ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû îãðà-
íè÷åíèé íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà, îïèñûâàþùåé C-ÿäðî êîðíåâîé èã-
ðû.
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A METHOD FOR ESTIMATING THE CORE OF ROOT
GAME
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Abstract : It is showen that the base of grand (shadow) subcore coincides
with the core of the root game in any TU-cooperative game. Comparing
de�nitions of grand subcore and grand shadow subcore with description
of aggregate-monotonic core leads to the formal geometrical coincidence
of aggregate-monotonic core with either grand subcore or grand shadow
subcore. The method for estimating the simplest set of equations and
inequalities describing the core of a root game in TU-game with any
number of players (n ≥ 3) is proposed. To develop the method dual
theory and inductive method by B.Peleg are used.

Keywords : TU-cooperative game, core, grand (shadow) subcore, root
game, aggregate-monotonic core, linear programming, balanced collec-
tion of coalitions.


