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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé èãðîêà-
ìè, õàðàêòåðèçóåìûìè çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà (ãåî-
ãðàôè÷åñêîå ïîëîæåíèå, èäåàëüíàÿ òî÷êà). Íîâèçíà ïîñòàíîâ-
êè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î íåîäíîòèïíîñòè èãðîêîâ:
ê îñíîâíîìó ìíîæåñòâó äîáàâëÿåòñÿ íåáîëüøàÿ äîëÿ èãðîêîâ
ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà, îòëè÷íîé îò ôóíêöèè âûèãðûøà èãðî-
êîâ îñíîâíîãî òèïà. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîíöåïöèè êîàëè-
öèîííîé óñòîé÷èâîñòè è ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ñîîòíîøåíèå
äàííûõ óñëîâèé äëÿ èãð ñ îäíèì è äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîàëèöèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü, ðàâíîâåñèå Íýøà, ñëà-
áîå êîàëèöèîííîå ðàâíîâåñèå (ÑÊÐ).

1. Ââåäåíèå
Îäíî èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè èãð ñâÿçàíî ñ èññëå-

äîâàíèåì ìîäåëåé ýíäîãåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ êîàëèöèé â áîëüøèõ
íåîäíîðîäíûõ ïîïóëÿöèÿõ èãðîêîâ. Â òàêîé èãðå èãðîêè ïîõîæè â
ñìûñëå âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà è ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, íî ðàçëè-
÷àþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó x ∈ X (èäåàëüíàÿ òî÷êà), ïðè ýòîì
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âñå ìíîæåñòâî èãðîêîâ îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî óêàçàííîìó
ïàðàìåòðó. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà � âûáîð íåêîòîðîé êîàëèöèè, ñòðà-
òåãèÿ êîàëèöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó èç X è îïðåäåëÿåòñÿ ïî
çàäàííîìó ïðàâèëó â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà êîàëèöèè. Ðàçìåð êîà-
ëèöèè ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âîøåäøèõ â íåå. Èãðîêè îäíî-
ðîäíû ïî ôóíêöèè âûèãðûøà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ:
âîçðàñòàåò ïî ðàçìåðó êîàëèöèè è óáûâàåò ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó
èäåàëüíîé òî÷êîé x è ñòðàòåãèåé êîàëèöèè.

Ïîäîáíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ â ïîëèòîëîãèè è ýêîíîìè÷åñêîé
ãåîãðàôèè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè ðàçáèåíèÿ íàñåëåíèÿ
ïî ñòðàíàì [1, 2], à òàêæå ïî þðèñäèêöèÿì (ìóíèöèïàëèòåòàì èëè
ðåãèîíàì) âíóòðè ñòðàíû [3, 4]. Îíè íàõîäÿò òàêæå ïðèìåíåíèå ïðè
àíàëèçå óñòîé÷èâûõ ðàçáèåíèé èçáèðàòåëåé ïî ïîëèòè÷åñêèì ïàð-
òèÿì [5, 6], ñîöèàëüíûõ ñåòåé (â èíòåðíåò-ñîîáùåñòâàõ) è êîàëèöèé
âîîáùå [7, 8]. Â óêàçàííûõ èññëåäîâàíèÿõ àâòîðû ðàññìàòðèâàþò âî-
ïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé Íý-
øà è èçó÷àþò èõ ñâîéñòâà.

Îäíàêî, â äàííîé îáëàñòè àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäî-
âàííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ó÷åò â ìîäåëÿõ íåîäíîðîäíîñòè èãðîêîâ
íå òîëüêî ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà, íî è ïî õàðàêòåðó çàâèñèìîñòè
âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ, òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, âî âñåõ óïîìÿ-
íóòûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè îäíîòèïíû ñ òî÷êè
çðåíèÿ âèäà ôóíêöèè âûèãðûøà. Â ðåàëüíîé æèçíè ìîæíî íàáëþ-
äàòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ, ÷òî âûèãðûøè àãåíòîâ
ñ îäèíàêîâîé èäåàëüíîé òî÷êîé â öåëîì ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ èëè
ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (âñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ñîáûòèé).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðû, ÿâëÿþùèåñÿ
ðàâíîâåñíûìè â ìîäåëè ñ îäíîòèïíûìè èãðîêàìè, è èññëåäóþòñÿ èõ
ñâîéñòâà â èãðå ñ äâóìÿ òèïàìè èãðîêîâ, îòëè÷àþùèõñÿ õàðàêòåðîì
çàâèñèìîñòè âûèãðûøà îò àðãóìåíòîâ. Äëÿ òàêèõ ñòðóêòóð áûëè
íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè (òî åñòü óñòîé÷èâîñòè ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé ïóòåì
ðàñêîëà èëè îáúåäèíåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ) è èññëåäîâàíà èõ ñâÿçü ñ
àíàëîãàìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîòèïíîé ãðóïïû èãðîêîâ. Òàêæå íàéäåí
êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ (òî åñòü
ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì íå âûãîäíî îáðàçîâàíèå âîîáùå ëþáûõ íîâûõ
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êîàëèöèé � íàïðèìåð, èç ÷àñòåé íåñêîëüêèõ ñóùåñòâóþùèõ êîàëè-
öèé).

2. Ìîäåëü
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [8], ôîðìàëüíîå îïèñàíèå èãðû â ñëó-

÷àå, êîãäà èãðîêè îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó. Ïóñòü ìíîæåñòâî èäå-
àëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòðåçîê [0, 1] = X, à èãðîêè
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷êàì íà äàííîì îòðåç-
êå. Åñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð ìåòîê M : ¾Êîàëèöèÿ 1¿, ¾Êîà-
ëèöèÿ 2¿,. . . (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ ïîëèòè÷åñêèõ ïàð-
òèé ýòî ¾ñîöèàëèñòû¿, ¾äåìîêðàòû¿, ¾ëèáåðàëû¿ è ò.ä.). Ïóñòü M =

{1, 2 . . . , M̄}. Êàæäûé èç èãðîêîâ, âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêó,
ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì êîàëèöèè èëè æå íå âñòóïàåò íè â îäíó èç êî-
àëèöèé (ìåòêà ¾0¿). Ñòðàòåãèÿ (ïîëèòèêà) êîàëèöèè îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ êîàëèöèè ïî èäåàëüíûì òî÷êàì
(ñàìîå ðàñïðîñòðàíåííîå â ëèòåðàòóðå ïðàâèëî). Ðàçìåð êîàëèöèè
ïðîïîðöèîíàëåí äîëå èãðîêîâ, âûáðàâøèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêó.

Â îáùåì ñëó÷àå êîàëèöèåé i ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî èãðîêîâ, âû-
áðàâøèõ ìåòêó i. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñèòóàöèé, â
êîòîðûõ êàæäàÿ êîàëèöèÿ i ∈ M õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèåé δi(x), x ∈ X, îïèñûâàþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
èäåàëüíûì òî÷êàì èãðîêîâ, âûáðàâøèõ ìåòêó i. Â ýòîì ñëó÷àå ðàç-
ìåð ri êîàëèöèè i ∈ M ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ri =

∫ 1

0
δi(x)dx.

Ñèòóàöèÿ èãðû D îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîàëèöèé íåíóëå-
âîãî ðàçìåðà I ⊂ M è íàáîð (δi(x), i ∈ I) èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé,
ïîêàçûâàþùèõ äîëþ èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âûáðàâøèõ êî-
àëèöèþ i ∈ I: D =

{
δi(x) ≥ 0 :

∑
i∈I

δi(x) ≤ 1, x ∈ [0, 1], i ∈ I

}
. Ïóñòü

δ0(x) = 1−∑
i∈I

δi(x) � äîëÿ èãðîêîâ, íå âñòóïèâøèõ â êîàëèöèè. Ñòðà-

òåãèÿ Pi êîàëèöèè çàäàåòñÿ óñëîâèåì
∫ Pi

0
δi(x)dx =

∫ 1

Pi
δi(x)dx. Âûèã-

ðûø èãðîêà ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x, âîøåäøåãî â êîàëèöèþ i ∈ I,
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

U(x, i,D) = R (ri (D))− L (|Pi (D)− x|) , (2.1)

ãäå R(·), L(·) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå
ôóíêöèè, ïðè÷åì L′′(·) ≥ 0, R′′(·) ≤ 0. Âûèãðûø èãðîêà â ñëó÷àå
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îòêàçà îò âñòóïëåíèÿ â êîàëèöèè ðàâåí 0. Îáîçíà÷èì äàííóþ èãðó
êàê G1.

Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø èãðîêà â êîàëèöèè íóëåâîãî ðàçìåðà çàâå-
äîìî íåïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äîëÿ èãðîêîâ,
âûáðàâøèõ òàêèå êîàëèöèè, ðàâíà íóëþ.

Â äàííîé ìîäåëè ñèòóàöèÿ èãðû D = (δi(x), i ∈ I) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîâåñèåì Íýøà (ÐÍ), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è i ∈ Ī èç òîãî, ÷òî
δi(x) > 0 ñëåäóåò i ∈ Argmax

j∈Ī

U(x, j,D), ãäå Ī = I ∪ 0. Òî åñòü â

ÐÍ êàæäûé èãðîê âûáèðàåò êîàëèöèþ, ìàêñèìèçèðóþùóþ åãî âû-
èãðûø. Çàìåòèì, ÷òî àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà (íè îäèí èç èãðîêîâ íå
âñòóïèë â êîàëèöèþ) � âñåãäà ÐÍ.

Íèæå èññëåäóþòñÿ ðåãóëÿðíûå ÐÍ (ÐÐÍ), òî åñòü ðàâíîâåñèÿ, â
êîòîðûõ íåò êîàëèöèé ñ îäèíàêîâîé ñòðàòåãèåé. Ïîíÿòèå ÐÐÍ ââåäå-
íî â [8], ïîñêîëüêó íåðåãóëÿðíûå ðàâíîâåñèÿ çàâåäîìî íåóñòîé÷èâû
ê îáúåäèíåíèþ êîàëèöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ èãðû G1 � èãðó G2. Ê èñ-
õîäíîìó ìíîæåñòâó èãðîêîâ (òèïà 1 èëè ñòàðîãî, îñíîâíîãî òèïà)
äîáàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èãðîêîâ (òèïà 2 èëè íîâîãî òèïà)
ñ èíîé ôóíêöèåé âûèãðûøà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äîëÿ èãðîêîâ íîâîãî
òèïà â îáùåì ìíîæåñòâå èãðîêîâ ðàâíà λ > 0. Ïðè ýòîì ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äâà âàðèàíòà îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ ðàçíûõ
òèïîâ:
D1 Èãðîêè îáîèõ òèïîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà âñåì îòðåçêå

[0, 1].

D2 Èãðîêè òèïà 2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èäåàëüíûì òî÷-
êàì òîëüêî íà íåêîòîðîì ñåãìåíòå S ⊂ [0, 1] äëèíû λ, à èãðîêè
òèïà 1 � íà äîïîëíåíèè ýòîãî ñåãìåíòà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Jt(x) ≥ 0 ïîêàçûâàåò äîëþ èãðîêîâ òèïà t ∈ {1, 2}
ñðåäè èãðîêîâ ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x ∈ [0, 1]. Òîãäà J1(x) + J2(x) = 1

è â ñëó÷àå D1 ôóíêöèÿ J2(x) ≡ λ, à â ñëó÷àå D2 � âûðàæàåòñÿ êàê:

J2(x) =

{
1 ïðè x ∈ S;
0 ïðè x ∈ [0, 1] \ S.

Â èãðå G2 ñèòóàöèÿ èãðû D îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîàëèöèé
íåíóëåâîãî ðàçìåðà I ⊂ M è íàáîð èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé δt

i(x),
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ïîêàçûâàþùèõ äîëþ èãðîêîâ òèïà t ∈ {1, 2} ñ èäåàëüíîé òî÷êîé x,
âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i ∈ I:

D(I)=

{
δt
i(x) ≥ 0 :

∑
i∈I

(
(1−λ)δ1

i (x)+λδ2
i (x)

)≤1, x∈ [0, 1], i∈I, t=1, 2

}

(2.2)
Òàêèì îáðàçîì, â èãðå G2 êàæäàÿ êîàëèöèÿ i ∈ I çàäàåòñÿ ïàðîé
ôóíêöèé (δ1

i , δ
2
i ). Ïóñòü δi(x) = (1 − λ)δ1

i (x) + λδ2
i (x) äëÿ i ∈ I è

δ0(x) = 1−∑
i∈I

δi(x). Ðàçìåð ri è ñòðàòåãèÿ Pi êîàëèöèè i ∈ I îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàê æå, êàê â èãðå G1. Âûèãðûø èãðîêà â èãðå G2 îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (2.1), íî êàæäîìó òèïó t ∈ {1, 2} ñîîòâåòñòâóþò
ñâîè ôóíêöèè Rt(·) è Lt(·):

Ut(x, i,D) = Rt (ri (D))− Lt (|Pi (D)− x|) . (2.3)

Ïðè÷åì Lt(·), Rt(·) ≥ 0, L′t(·), R′
t(·) ≥ 0, L′′t (·) ≥ 0 è R′′

t (·) ≤ 0. Â
äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûèãðûøà èãðîêà x òèïà t ∈ (1, 2) â
êîàëèöèè i ðàçìåðà ri ñî ñòðàòåãèåé Pi áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
Ut(x, ri, Pi).

Â èãðå G2 ðàâíîâåñèå Íýøà � òàêàÿ ñèòóàöèÿ èãðû D = (δt
i(x), i ∈

I, t = 1, 2) â êîòîðîé, äëÿ ëþáîãî òèïà t ∈ {1, 2} , x ∈ X è i ∈ Ī

èç òîãî, ÷òî δt
i(x) > 0 ñëåäóåò i ∈ Argmax

j∈Ī

Ut(x, j,D), ãäå Ī = I ∪ 0.

Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ÐÍ ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî èãðå G1.
Ïîèñê ðàâíîâåñíûõ ñòðóêòóð â äàííîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè,

èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ñëîæíûõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ íà ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå: íåîáõîäèìî íàéòè ìíî-
æåñòâî Ī ⊂ M

⋃{0} è òàêîé íàáîð èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé D̄ (
Ī
)

={
δt
i(x), i ∈ Ī , t = 1, 2

}
, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2.2), ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî x ∈ [0, 1] èç òîãî, ÷òî δi(x) > 0, ñëåäóåò, ÷òî i ∈ Argmax
j∈Ī

U(x, rj, Pj),

ãäå rj è Pj â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñÿò îò D̄. Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ
îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå ïðèâîäèò ê
ñîäåðæàòåëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïîä-
õîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [8], äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîàëèöè-
îííûõ ñòðóêòóð è èõ êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè â èãðå G1.
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3. Ðàâíîâåñèå Íýøà

Íàïîìíèì, ÷òî â èãðå G1 ïîä êîàëèöèåé i ∈ I ìû ïîíèìàåì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè δi. Íîñèòåëü supp δi ôóíêöèè δi

çàäàåò ìíîæåñòâî Si èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ
i. Â îáùåì ñëó÷àå δi(x) äëÿ äàííîãî x ∈ [0, 1] ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå
çíà÷åíèå èç îòðåçêà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ìíîæåñòâó Si íåëüçÿ
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ êîàëèöèþ. Íî â ðàâíîâåñèè Íýøà
δi(x) = 1 ïðè x ∈ int Si è ìíîæåñòâî Si îäíîçíà÷íûì îáðàçîì (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæåñòâà èãðîêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà åãî ãðàíèöå, ìåðà
êîòîðîãî ðàâíà íóëþ) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ, âûáðàâøèõ
êîàëèöèþ i ∈ I. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèé ïîä êîàëèöèåé i ∈ I

áóäåì ïîíèìàòü áîëåå ïðîñòîé îáúåêò � ìíîæåñòâî Si.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â èãðå G1 â ðåãóëÿðíîì ðàâíîâåñèè îòðåçîê

[0,1] ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû èäåàëüíûõ òî÷åê
èãðîêîâ, âûáðàâøèõ îäíó êîàëèöèþ (èëè íå âñòóïèâøèõ íè â îäíó èç
êîàëèöèé). Áîëåå òîãî â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî òðè
òèïà ðàâíîâåñíûõ ðàçáèåíèé èãðîêîâ íà êîàëèöèè (ñì. òåîðåìó 3.1).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Rt(r) − Lt(r/2) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈
{1, 2}. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äàííîå óðàâíåíèå èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå, òî â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíî åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì
äàííîå ðåøåíèå ÷åðåç r∗. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
m. Äëÿ èãðû G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2} ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. ([8], ñòð.1522) Â èãðå G1 ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òðè
òèïà ÐÐÍ.
a) Ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m êîàëèöèé îäèíàêîâîãî ðàçìåðà r =

1/m ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r ≤ r∗. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè r∗ ≥ 1 èëè Rt(r) > L(r/2) äëÿ ëþáîãî r > 0, òî òàêàÿ
ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ äëÿ ëþáîãî m; åñëè L′t(0) > 2R′

t(0), òî
åäèíñòâåííîå ÐÐÍ � àòîìàðíàÿ ñòðóêòóðà.
b) Åñëè r∗ ∈ (0, 1), òî äëÿ ëþáîãî u ∈

(
0, max

r
(Rt(r)− Lt (r/2))

)

ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ r1(u), r2(u) ∈ (0, 1) óðàâíåíèÿ u = Rt(r)−
Lt (r/2), è åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1,m2 òàêèå, ÷òî
m1r1(u) + m2r2(u) = 1, òî ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m1 êîàëèöèé
ðàçìåðà r1(u) è m2 êîàëèöèé ðàçìåðà r2(u) ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ (êîàëèöèè
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ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå).
c) Äëÿ ëþáîãî m < 1/r∗ ëþáîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà m êîàëèöèé
ðàçìåðà r∗ è l ≤ m + 1 èíòåðâàëîâ èãðîêîâ, âîçäåðæàâøèõñÿ îò
âñòóïëåíèÿ â êîàëèöèè, ÿâëÿåòñÿ ÐÐÍ.

Íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ÐÐÍ êðîìå óêàçàííûõ.
Ðàññìîòðèì òèïû ðàâíîâåñèé, îïèñàííûå â ïóíêòàõ b) è c) óòâåð-

æäåíèÿ. Êàæäûé èç äàííûõ òèïîâ ðàâíîâåñèé îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì â íåêîòîðîì ñìûñëå. Êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ðàâíîâåñèþ òèïà b) â èãðå G1, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ
íå áóäåò ðàâíîâåñíîé â èãðå G2, ïîñêîëüêó èç òîãî, ÷òî Rt(r1) −
Lt (r1/2) = Rt(r2) − Lt (r2/2) äëÿ t = 1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäó-
åò âûïîëíåíèå äàííîãî ðàâåíñòâà äëÿ t = 2. À ðàâíîâåñèå òèïà c)
íåóñòîé÷èâî ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé (èç èãðîêîâ, âûáðàâøèõ
ñòðàòåãèþ ¾0¿). Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåêòîâ, âîçíè-
êàþùèõ â ðàâíîâåñèÿõ, ïðè ïåðåõîäå îò èãðû G1 ê èãðå G2 áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòðóêòóðû, îïèñàííûå â ïóíêòå a) óòâåðæäå-
íèÿ. Îáîçíà÷èì ïîäîáíóþ ñòðóêòóðó ÷åðåç Km, à ÷åðåç r � ðàçìåð
êîàëèöèè â Km : r = 1/m. Äàííàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûèãðûø èãðîêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ãðà-
íèöå êîàëèöèè, íåîòðèöàòåëåí:

Rt(r)− Lt(r/2) ≥ 0. (3.1)

Â îòëè÷èå îò èãðû G1 â èãðå G2 êîàëèöèè i ∈ I ñîîòâåòñòâó-
åò ïàðà ôóíêöèé ïëîòíîñòè (δ1

i , δ
2
i ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íîñèòåëü

ôóíêöèè suppδt
i çàäàåò ìíîæåñòâî St

i èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ òèïà
t ∈ {1, 2}, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i, è â ðàâíîâåñèè ìíîæåñòâî St

i îäíî-
çíà÷íûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà èãðîêîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà åãî ãðàíèöå, íóëåâîé ìåðû) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó èãðîêîâ
òèïà t ∈ {1, 2}, âûáðàâøèõ êîàëèöèþ i ∈ I. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä êîàëè-
öèåé i ∈ I áóäåì ïîíèìàòü ïàðó ìíîæåñòâ (S1

i , S
2
i ). Ýòî îêàçûâàåòñÿ

öåëåñîîáðàçíî è ïðè èññëåäîâàíèè êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ðàâ-
íîâåñèé, ïîñêîëüêó åñëè St

i = St
j, t = 1, 2, è âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîà-

ëèöèè i : δt
i(x) ≤ 1, x ∈ St

i , t = 1, 2, òî âûãîäíî îáðàçîâàíèå êîàëèöèè
j : δt

j(x) = 1, x ∈ St
j, t = 1, 2.

Äëÿ êîàëèöèè i ∈ I òàêîé, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ St
i , t = 1, 2,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, ãðàíèöåé êîàëèöèè i áóäåì íàçûâàòü
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ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñîñåäíèìè äëÿ êîàëèöèè i áóäóò êîàëèöèè, ïåðåñå÷åíèå ãðàíèö
êîòîðûõ ñ ãðàíèöåé êîàëèöèè i íå ïóñòî.

4. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
Ðàâíîâåñèå Íýøà óñòîé÷èâî â òîì ñìûñëå, ÷òî îòêëîíåíèå îäíî-

ãî èãðîêà îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åãî
âûèãðûøà. Â òî æå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû, êîãäà îäíî-
âðåìåííîå îòêëîíåíèå íåñêîëüêèõ èãðîêîâ îò ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ âûèãðûøà âñåõ ýòèõ èãðîêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ëèòåðàòó-
ðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèé. Îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû òàêæå ïîñâÿùåíà èññëå-
äîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð, ÿâëÿþùèõñÿ ðåãó-
ëÿðíûìè ðàâíîâåñèÿìè Íýøà êàê â èãðå G1 (ñ èãðîêàìè òèïà 1), òàê
è â èãðå G2 (ñ èãðîêàìè îáîèõ òèïîâ), ê îáðàçîâàíèþ íîâûõ êîàëèöèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ êîàëèöèîííîé óñòîé-
÷èâîñòè. ÐÍ óñòîé÷èâî ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó, åñëè íå ñóùåñòâóåò
íîâîé êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé êîàëèöèè è
îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. ÐÍ óñòîé-
÷èâî ê îáúåäèíåíèþ, åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
îáúåäèíåíèåì ñîñåäíèõ êîàëèöèé è îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå âûèã-
ðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì. Åñëè ÐÍ óñòîé÷èâî ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó
è îáúåäèíåíèþ, òî îíî ëîêàëüíî óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 4.1. ([8], ñòð. 1522) Â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2}
ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà Km,m = 2, 3, . . ., ëîêàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Rt(2r)−Rt(r) ≤ Lt(r)− Lt(r/2). (4.1)

Êàê áûëî óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â èãðå G1 â ðàâíîâåñ-
íîé ñòðóêòóðå Km âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1) íåîòðèöàòåëüíîñòè âû-
èãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó.
Ïðè íåâûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ ÷àñòè àãåíòîâ, áëèçêèõ ê ãðà-
íèöå êîàëèöèè, íåâûãîäíî áûòü â åå ñîñòàâå (èì âûãîäíî âûéòè èç
ñîñòàâà äàííîé êîàëèöèè èëè îáðàçîâàòü íîâóþ êîàëèöèþ ìåíüøå-
ãî ðàçìåðà). Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé èãðå ðàâíîâåñíàÿ ñòðóêòóðà
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Km âñåãäà óñòîé÷èâà ê ëîêàëüíîìó ðàñêîëó. Óñëîâèå (4.1) ãàðàíòè-
ðóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ñîñåäíèõ êîàëèöèé íåâûãîäíî. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîñåäíèõ êîàëèöèé íåâûãîäíî,
êîãäà íåâûãîäíî îáúåäèíåíèå äâóõ ñîñåäíèõ êîàëèöèé, à ïîñëåäíåå
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âûèãðûøà ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ îáúåäèíåí-
íîé êîàëèöèè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ èãðû G2 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû (ïðè ëþáîì èç ïðåäïîëîæåíèé D1-D2).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü äëÿ èãðîêîâ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1)�
(4.1). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà
è ëîêàëüíî óñòîé÷èâà â èãðå G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
èãðîêîâ òèïà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2 èç ðàáîòû
[8], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (3.1) îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ê
èíäèâèäóàëüíûì îòêëîíåíèÿì èãðîêîâ íîâîãî òèïà, à òàêæå ê îáðà-
çîâàíèþ êîàëèöèé (äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàçìåðà), ñîñòîÿùèõ èç ýòèõ
èãðîêîâ (è, âîçìîæíî, èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà). Ïðè ýòîì íå òðåáóåò-
ñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.1), ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîñòü ê ëîêàëüíîìó
îáúåäèíåíèþ áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ èãðîêàìè ñòàðîãî òèïà, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1)�(4.1).

5. Ñëàáîå êîàëèöèîííîå ðàâíîâåñèå
Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ óñèëåíèå ïîíÿòèÿ ëî-

êàëüíîé óñòîé÷èâîñòè � ïîíÿòèå ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ðàâíîâåñèå Íýøà íàçûâàåòñÿ ñëàáûì êîàëèöèîííûì ðàâíîâåñèåì

(ÑÊÐ), åñëè íå ñóùåñòâóåò íîâîé êîàëèöèè, îáåñïå÷èâàþùåé á�îëüøèå
âûèãðûøè âñåì ñâîèì ÷ëåíàì.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ èãðû G1, à â ïîñëåäóþùèõ ïîä-
ðàçäåëàõ � àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ èãðû G2 äëÿ âàðèàíòîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ D1 è D2.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîàëèöèîííîé óñòîé÷èâîñòè ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé R(·) è L(·): L′′′(·) ≥
0, R′′′(·) ≤ 0.



88 Ä.Ñ. Ñòåïàíîâ

5.1. ÑÊÐ â èãðå G1

Â ðàáîòå [8] áûëî äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîíÿòèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ñëàáîãî êîàëèöèîííîãî ðàâíîâå-
ñèÿ â ñëó÷àå R(r) ≡ r (òåîðåìà 2, ñòð. 1522). Íèæå ïðèâåäåì îáîá-
ùåíèå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.1. Â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà t ∈ {1, 2} ëîêàëüíî óñòîé-
÷èâàÿ ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

L′t (r/2) ≥ R′
t(r) è (5.1)

Rt(r
∗)−R(r) + Lt(r

∗/2− r/2)− Lt(r
∗/2) ≤ 0, (5.2)

ãäå r∗ = min
{
x∗, 3

2
r
}
, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R′

t(x
∗) +

1
2
L′t(x

∗/2− r/2)− 1
2
L′t(x

∗/2) = 0, è r∗ = r èíà÷å.
Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (5.1)�(5.2) íà ëîêàëüíî óñòîé÷èâûå

ñòðóêòóðû âîçíèêàþò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2 èç [8] âèäíî, ÷òî óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1) è (4.1)
îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ê îáðàçîâàíèþ ëþáûõ êîàëèöèé ðàçìåðà
ìåíüøå r è áîëüøå 2r ñîîòâåòñòâåííî, íî íå ãàðàíòèðóþò íåâûãîä-
íîñòü îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèé, ðàçìåð êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò èíòåðâà-
ëó (r, 2r).

Òàêæå â ðàáîòå [8] ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÑÊÐ, â êîòîðîì
îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè ôîðìóëèðóþòñÿ â áîëåå ïðîñòîì
âèäå.

Ñëåäñòâèå 5.1. ([8], ñòð. 1522) Ëîêàëüíî óñòîé÷èâàÿ ñòðóêòóðà
Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (5.1) è óñëîâèå

R′
t(2r) + 1

2
L′t (r/2)− 1

2
L′t(r) ≥ 0. (5.3)

5.2. Èãðà G2 â ïðåäïîëîæåíèè D1.
Íàïîìíèì, ÷òî âàðèàíò D1 ïðåäïîëàãàåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå èãðîêîâ äâóõ òèïîâ íà îòðåçêå [0, 1].
Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèé R2 è L2 äîáàâëåíèå èãðîêîâ

íîâîãî òèïà ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó èãðîêîâ ìîæåò ìîæåò ëèáî ¾ðàç-
ðóøèòü¿ ÑÊÐ, òî åñòü ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ñòðóêòóðà, ÿâëÿþùàÿñÿ
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ÑÊÐ â èãðå G1, íå áóäåò ÑÊÐ â èãðå G2, ëèáî íàîáîðîò îáåñïå÷èòü
óñòîé÷èâîñòü, åñëè åå íå áûëî. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïåðâûé èñõîä,
êîòîðûé ìîæåò ïðîèçîéòè ïî äâóì ïðè÷èíàì:

A1 Èãðîêè íîâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè èíäèâèäóàëèñòàìè.
Òî åñòü ëèáî áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó óäàëåííîñòè: L′2(·) >

L′1(·), ëèáî ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ðîñòó ðàçìåðà êîàëèöèè:
R′

2(·) < R′
1(·) (ëèáî è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî).

A2 Èãðîêè íîâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè êîíôîðìèñòàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ, îáðàòíûõ
íåðàâåíñòâàì â ïðåäïîëîæåíèè A1.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî äàííûå ñëó÷àè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ
ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ÑÊÐ â èãðå G2.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A1. Ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíîé â èãðå G2, òî åñòü äëÿ èãðîêîâ îáîèõ òèïîâ âûïîëíåíî
óñëîâèå (3.1), à òàêæå ÑÊÐ â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà 1, òî åñòü
äëÿ èãðîêîâ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.1)�(5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ A1, à òàêæå íåðà-
âåíñòâ (3.1)�(5.2) äëÿ èãðîêîâ òèïà 1, ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæåí åäèí-
ñòâåííûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âîçíèêíîâåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà
ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ñòðóêòóðà Km, ÿâëÿþùàÿñÿ ÑÊÐ â èã-
ðå G1 (ñ èãðîêàìè òèïà 1), íå ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G2. Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî, êîãäà èãðîêàì òèïà 2 âûãîäíî âûéòè èç ñîñòàâà ñóùåñòâó-
þùåé êîàëèöèè, ïîñðåäñòâîì îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèè äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî ðàçìåðà. Íî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (3.1) èãðîêàì òèïà 2
íåâûãîäíî ñîçäàíèå òàêîé êîàëèöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå A2 íå îãðàíè÷èâàåò ¾ñòåïåíü¿ êîí-
ôîðìèçìà èãðîêîâ íîâîãî òèïà, êîòîðàÿ a priori ìîæåò áûòü äîñòà-
òî÷íî âåëèêà äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðóøèòü ëþáîå ÑÊÐ. Íàïðèìåð, åñëè
çíà÷åíèå L′2(·) íà îòðåçêå [0,1] îãðàíè÷åíî äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷è-
íîé, òî èãðîêàì òèïà 2 ìîæåò áûòü âûãîäíî âñåì âìåñòå ïðèñîåäè-
íèòüñÿ ê êàêîé-ëèáî ñóùåñòâóþùåé êîàëèöèè è òåì ñàìûì îáðàçî-
âàòü íîâóþ êîàëèöèþ áîëüøåãî ðàçìåðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî
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ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âûèãðûø èãðîêîâ íîâîãî òè-
ïà è ñàìîå åñòåñòâåííîå â äàííîì ñëó÷àå � ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ äëÿ èãðîêîâ òè-
ïà 2.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A2 è óñëîâèÿ ëî-
êàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (3.1)�(4.1) ñòðóêòóðû Km äëÿ êàæäîãî èç
òèïîâ. Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ òèïà 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.1) è

R1((1− λ)r∗λ + 2rλ)−R1(r) + L1(r
∗
λ/2− r/2)− L1(r

∗
λ/2) ≤ 0, (5.4)

ãäå r∗λ = min
{
x∗, 3

2
r
}
, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1− λ +

λ2r/x∗)R′
1((1−λ)x∗+2rλ)+ 1

2
L′1(x

∗/2− r/2)− 1
2
L′1(x

∗/2) = 0, è r∗λ = r

èíà÷å, à äëÿ òèïà 2 � íåðàâåíñòâî

L′2 (r/2) ≥ λR′
2(r). (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π1 � íîâàÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ) êîàëèöèÿ ñî
ñòðàòåãèåé P1 è ðàçìåðîì r1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r1 ≥ 2r.
Òîãäà π1 ôîðìèðóåòñÿ èç ÷ëåíîâ êàê ìèíèìóì äâóõ êîàëèöèé èç
Km, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èãðîê x òèïà t ∈ {1, 2}, òàêîé ÷òî
|P1 − x| ≥ r1/2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Rt(r1) − Lt(|P1 − x|) ≤
Rt(r1)−Lt(r1/2) = Ut(r1). Îáîçíà÷èì ∆Ut(r1) = Ut(r1)−Ut(r). Òîãäà
èç óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíîìó îáúåäèíåíèþ âûòåêàåò, ÷òî ∆Ut(2r) ≤
0. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∆Ut(r) = 0 è ∆Ut(·) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçìåðà r1 ≥ 2r ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêà
x ïðè ñìåíå êîàëèöèè ∆Ut(r1) < 0.

Ïóñòü r1 ≤ r è êîàëèöèÿ π1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà íåñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñâîåé
ñòðàòåãèè. Ïóñòü x � èãðîê òèïà t ∈ {1, 2}, ÷üÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà ðàñ-
ïîëîæåíà áëèæå âñåãî ê ñòðàòåãèè åãî èñõîäíîé êîàëèöèè P . Ñ ó÷å-
òîì ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèé Rt(·) è Lt(·) ïðèðîñò âûèãðûøà ýòîãî èãðîêà áóäåò ìèíèìàëü-
íûì (ñðåäè èãðîêîâ åãî òèïà). Ïóñòü ρ îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò P1

äî áëèæàéøåé ãðàíèöû èñõîäíîé êîàëèöèè èç Km, êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæèò P1. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå r1 è ïîäáåðåì ïàðàìåòð ε = const

òàêèì îáðàçîì, ÷òî |x − P1| = εr1, ïðè÷åì ε > 1
2
(òàê êàê x � áëè-

æàéøèé ê P èãðîê). Ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêà x ïðè ïåðåõîäå â
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êîàëèöèþ π1 ðàâåí ∆Ut(x, r1, P1) = Rt(r1)−Rt(r)+Lt(z1)−Lt(z2), ãäå
z1 = r/2− (εr1 +ρ), z2 = |x−P1| = εr1 (äàëåå ïî òåêñòó èíäåêñ t îïóñ-
êàåì). Çàìåòèì ñòðàçó, ÷òî ∆U óáûâàåò ïî ρ (òî åñòü îïòèìàëüíîå
ïîëîæåíèå êîàëèöèè � êîãäà P1 íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ñóùåñòâóþ-
ùèõ êîàëèöèé). Ïóñòü V (r1) = ∆U(r1) + R(r) − R(r − r1) è, çíà÷èò,
∆U(r1) ≤ V (r1) è ôóíêöèÿ V (r1) âîãíóòà.

Ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå r∗1 òàêîå, ÷òî z1 = z2. Ïðè ýòîì r∗1 ≤ r
2
ïî-

ñêîëüêó ïðè r∗1 > r
2
çíà÷åíèå z1 = r

2
− ε

r∗1
2

<
r∗1
4

< z2 è ∆U < 0.
Çíà÷åíèå V (0) = −R(r) + L(r/2) ≤ 0 è V (r∗1) < 0, ñëåäîâàòåëüíî,
V (r1) ≤ 0 äëÿ âñåõ r1 ≤ r/2.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî π1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ
(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíóþ) êîàëèöèþ ðàçìåðà r1 ≤ r. Ôèêñèðóåì èã-
ðîêà x, ÷üÿ èäåàëüíàÿ òî÷êà íàèáîëåå óäàëåíà îò P1. Ñóùåñòâóåò
ñâÿçíàÿ êîàëèöèÿ ðàçìåðà r1 ñî ñòðàòåãèåé P ′

1, â êîòîðîé x òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì èãðîêîì, è ïðè÷åì |P ′

1−x| ≤ |P1−x|. Ïðè ýòîì
∆U(x, r1, P1) ≤ ∆U(x, r1, P

′
1). Íî âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ∆U(x, r1, P

′
1)

≤ 0.
Ïóñòü, íàêîíåö, r ≤ r1 ≤ 2r. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñîçäàíèå

íåñèììåòðè÷íîé êîàëèöèè (â ñìûñëå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíî-
æåñòâ èäåàëüíûõ òî÷åê èãðîêîâ òèïîâ 1 è 2) íåâûãîäíî. Ñóùåñòâóþò
äâà âàðèàíòà îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ π1 îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé
ñòðóêòóðû: êîãäà π1 ñîäåðæèò (a) îäíó èëè (b) äâå òî÷êè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòðàòåãèÿì íåêîòîðûõ êîàëèöèé èç Km.

Ïîêàæåì äëÿ âàðèàíòà (a) íåâûãîäíîñòü ñîçäàíèÿ íåñèììåòðè÷-
íûõ êîàëèöèé (â ñëó÷àå (b) äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì). Îáîçíà÷èì: x1, x2 � ãðàíè÷íûå àãåíòû òèïà T1, z � ðàññòî-
ÿíèå îò óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ àãåíòîâ äî ñòðàòåãèè P1 â ñëó÷àå ñèì-
ìåòðè÷íîé êîàëèöèè, ρ � ðàññòîÿíèå îò àãåíòà xi, äî ñòðàòåãèè åãî
èñõîäíîé êîàëèöèè â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé êîàëèöèè, δ > 0 � ñìåùå-
íèå ñòðàòåãèè P1 îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, d � ñìåùåíèå
àãåíòà x1 îòíîñèòåëüíî åãî ïîëîæåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðà-
öèè (ñì. ðèñ. 1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾êîìïåíñèðîâàòü¿ èãðîêó x1 ïîòåðþ
âûèãðûøà èç-çà ñìåùåíèÿ ïîëèòèêè P1 â ñòîðîíó îò íåãî, íåîáõîäèìî
ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ñìåùåíèå d. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîç-
ìîæíî áåç òîãî, ÷òîáû âûèãðûø àãåíòà x2 íå ñíèçèëñÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ åãî âûèãðûøåì â ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ïðèðîñò âûèãðû-
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P P1

ρd z

x2x1

δ

Ðèñóíîê 1. Íåñèììåòðè÷íàÿ êîàëèöèÿ â ñëó÷àå (a).

øà êàæäîãî èç àãåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí (èíäåêñû ïðè ôóíêöèÿõ
R(·) è L(·) îïóñêàåì):

{
∆1U(d, δ) = R(r1)−R(r) + L(ρ + d)− L(z + d + δ), äëÿ x1,

∆2U(d, δ) = R(r1)−R(r) + L(ρ− d)− L(z − d− δ), äëÿ x2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ d(δ) (äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè
δ ≥ 0) òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ∆Ui(d(δ0), δ0) >

0, i = 1, 2. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé äàí-
íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè δ0 è
d′(δ) > 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èç ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ ïî δ êàæäûé èç ïðèðîñòîâ è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ, ïîëó÷èì:

∆1U
′ + ∆2U

′ = d′ [L′(ρ + d)− L′(ρ− d)]− d′ [L′(z + d + δ) −
− L′(z − d− δ)]− [L′(z + d + δ)− L′(z − d− δ)] .

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê èíòåðâàë (z−d−δ, z+d+δ) áîëüøå èíòåðâàëà
(ρ−d, ρ+d), çíà÷åíèå z+d+δ áîëüøå ρ+d, à ôóíêöèÿ L(·) âûïóêëà,
òî ∆1U

′ + ∆2U
′ < 0 äëÿ ëþáîãî δ è, çíà÷èò, ∆1U + ∆2U < 0. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ è d = δ = 0.
Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå, äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèì-

ìåòðè÷íûå êîàëèöèè, ïðè ýòîì òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ äåëåíèå íà äâà
ñëó÷àÿ � (a) è (b), îïèñàííîå âûøå â äîêàçàòåëüñòâå. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé (a). Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó P1 = P . Ïóñòü x

2
�

íàèáîëåå óäàëåííûé îò ñòðàòåãèè êîàëèöèè àãåíò íîâîãî òèïà èç êîà-
ëèöèè π1, z

2
� ñîîòâåòñòâóþùèé àãåíò ñòàðîãî òèïà. Äëÿ ëþáîé êîí-

ôèãóðàöèè π1 ñóùåñòâóåò τ > 0 òàêîå, ÷òî z = τx. Çàìåòèì, ÷òî
êîíôèãóðàöèÿ π1 òàêàÿ, ÷òî x èëè z áîëüøå 2r èëè â êîòîðîé x (èëè
z) ìåíüøå r íåâûãîäíà. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (a) x è z ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî èç äèàïàçîíà: x, z ∈ [r, 2r].
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Ïðèðîñò âûèãðûøà êðàéíåãî àãåíòà òèïà 1 ïðè ïåðåõîäå â êî-
àëèöèþ π1 ðàâåí ∆U1(x) = ∆R1 + L1

(
r − x

2

) − L1

(
x
2

)
, ãäå ∆R1 =

R1 ((1− λ)x + λτx)−R1(r) (ïðèðîñò äëÿ èãðîêà íîâîãî òèïà âûïèñû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì). Çàìåòèì, ÷òî ∆U1(r) = R1((1− λ)r+

λτr) − R1(r) = 0 ïðè τ = 1 (z = r) è ∆U1(r) > 0 ïðè τ > 1. Ïðè
ýòîì ∆U ′′

1 (x) ≤ 0 è ïðè τ = 1 çíà÷åíèå ∆U ′
1(r) ≤ 0 (ñëåäóåò èç

óñëîâèÿ ÑÊÐ) è, çíà÷èò, ∆U ′
1(x) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê îáðàçîâàíèþ ïîäîáíûõ êîà-
ëèöèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû äëÿ òèïà 2 êîíôèãóðàöèÿ π1 ñ
τ > 1 áûëà íåâûãîäíà (äëÿ ëþáîãî x). Çíà÷åíèå ∆U2 ïðè x = r ðàâíî
∆U2 |x=r= R2 ((1− λ)r + λτr)− R2(r) + L2

(
r − τr

2

)− L2

(
τr
2

)
è ðàâíî

íóëþ ïðè τ = 1. Ïðè ýòîì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî τ ïðèðîñòà âûèãðû-
øà îòðèöàòåëüíà ïðè τ ≥ 1 äëÿ ëþáîãî x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî
÷òîáû ïðè x = r çíà÷åíèå ∆U2 áûëî ìåíüøå íóëÿ íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ (∆U2)

′
τ ïðè τ = 1 áûëà îòðèöàòåëüíîé,

÷òî âûïîëíåíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.5).
Ðàññìîòðèì âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ (b). Äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ

ÿâëÿåòñÿ äëÿ èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà áîëåå âûãîäíîé, êîãäà ∆R1 +

L1(|x/2 − r/2|) − L1(x/2) ≥ ∆R1 + L1(r − x/2) − L1(x/2), ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî x ≥ 3r

2
è x â äàííîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ìåæäó

3r
2
è 2r (àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî äëÿ òèïà 2). Óñëîâèå, îáåñïå÷èâà-

þùåå óñòîé÷èâîñòü ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé óêàçàííîãî òèïà, èìååò
âèä: ∆U1(x

∗
τ ) ≤ 0, ãäå x∗τ ∈ (

3r
2
, 2r

)
� òî÷êà ìàêñèìóìà ïðèðîñòà

âûèãðûøà íà îòðåçêå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ x∗τ ïî τ

ïîëîæèòåëüíà. Ïðîèçâîäíàÿ ïðèðîñòà âûèãðûøà èãðîêà ñòàðîãî òè-
ïà ïî τ â òî÷êå x∗τ ðàâíà (∆U1(x

∗
τ ))

′
τ = λx∗τR

′
1(r

∗
1) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ ∆U1(x
∗
τ ) âîçðàñòàåò ïî τ . Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàé-

òè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå τ è îáåñïå÷èòü íåâûãîäíîñòü
îáðàçîâàíèÿ òàêîé êîíôèãóðàöèè. Èç ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñëå-
äóåò, ÷òî z = τx ≤ 2r. Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x∗τ âîçðàñòàåò
ïî τ , ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ∗ ðàâíî 2r

x∗
τ∗
, ãäå x∗τ∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ (5.4) ïðè τ = 2r
x∗

τ∗

Òàêæå ïðèâåäåì äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû, ôîðìóëèðóþùèå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè â áîëåå óäîáíîì âèäå è ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü
àíàëèç óñòîé÷èâîñòè êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð.
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Ñëåäñòâèå 5.2. Ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐâ èãðå G2, åñëè äëÿ
òèïà 1 âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ÑÊÐ äëÿ èãðû G1, òî åñòü
óñëîâèÿ (3.1)�(4.1) è íåðàâåíñòâà (5.1) è (5.3), à äëÿ òèïà 2 �
íåðàâåíñòâî (5.5).

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü ñòðóêòóðà Km ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G1 ñ
èãðîêàìè òèïà 1. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ è â èãðå G2, åñëè äëÿ
èãðîêîâ òèïà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå (5.5) è íåðàâåíñòâî

λR′
2 (3r/2) + 1

2
L′2 (r/4)− 1

2
L′2 (3r/4) ≤ 0.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîå îòëè÷èå ñëåäñòâèÿ 5.3 îò òåîðåìû è ñëåä-
ñòâèÿ 5.2 â òîì, ÷òî â ýòîì âàðèàíòå óòâåðæäåíèÿ íå òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà òèï 1.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü
âûèãðûø èãðîêà òèïà t ∈ {1, 2} ðàâåí

Ut(x, r, P ) = 2αtr − |x− P |kt , (5.6)

ãäå αt ≥ 0, kt ≥ 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå íà ïàðàìåòðû âû-
èãðûøà èãðîêîâ êàæäîãî òèïà â ÑÊÐ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå
ïåðåìåííûå: βt = 2αt

(r/2)kt−1 è kt. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 5.2 îãðàíè÷åíèÿ
íà ïàðàìåòðû â ÑÊÐ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

k1(2
k1−1 − 1) ≤ β1 ≤ min

{
2k1, 2

k1 − 1
}

, (5.7)
1 ≤ β2 ≤ min

{
1
λ
2k2, 2

k2 − 1
}

. (5.8)

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû êðèâûå, âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâà (5.7), è çà-
øòðèõîâàíà îáëàñòü, â êîòîðîé îãðàíè÷åíèÿ (5.7) âûïîëíÿþòñÿ. Èç
ðèñóíêà â ÷àñòíîñòè âèäíî, ÷òî, ïîñêîëüêó m âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì β1,
òî ñ ðîñòîì ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè ïîòåðü k1 ÷èñëî êîàëèöèé â óñòîé-
÷èâîé ñòðóêòóðå âîçðàñòàåò, à ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, òåì
áîëüøå äîëæåí áûòü ðàçìåð êîàëèöèé â Km. Òàêæå èç (5.8) ñëåäóåò,
÷òî ñ ðîñòîì äîëè λ èãðîêîâ íîâîãî òèïà çíà÷åíèå m óìåíüøàåòñÿ.

5.3. Èãðà G2 â ïðåäïîëîæåíèè D2
Íàïîìíèì, ÷òî â âàðèàíòå D2 îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èã-

ðîêîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå èãðîêîâ íîâîãî òèïà íà íåêîòî-
ðîì íåáîëüøîì ñåãìåíòå S ⊂ [0, 1] äëèíû λ < r. Â ðàçäåëå 3 áûëî
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=
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k 1
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β1

k1

Ðèñóíîê 2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ÑÊÐ

ïîêàçàíî, ÷òî ÑÊÐ âîçìîæíî òîëüêî â êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðå Km,
êîòîðàÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2, â èãðå G2 îñòàåòñÿ ðàâíîâåñíîé è ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâîé ïðè âûïîëíåíèè äëÿ èãðîêîâ òèïà 2 óñëîâèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè âûèãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà (3.1).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè A1 (èãðîêè òèïà 2 ÿâëÿþòñÿ
á�îëüøèìè èíäèâèäóàëèñòàìè) óñëîâèÿ ÑÊÐ äëÿ âàðèàíòà îòíîñè-
òåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðîêîâ D2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óñëîâèÿì äëÿ âàðèàíòà D1.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A1. Ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ ïðè âàðèàíòå îòíîñèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èãðî-
êîâ D2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ ïðè âàðèàí-
òå ðàñïðåäåëåíèÿ D1.

Â ïðåäïîëîæåíèè A2 (èãðîêè òèïà 2 ÿâëÿþòñÿ á�îëüøèìè êîíôîð-
ìèñòàìè) ÑÊÐ ìîæåò áûòü ðàçðóøåíî èç-çà âûãîäíîñòè ñîçäàíèÿ íî-
âûõ êîàëèöèé, ðàñïîëîæåííûõ íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èñõîä-
íîé ðàâíîâåñíîé ñòðóêòóðû Km (ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûìè èãðîêàìè
ìîãóò ÿâëÿòüñÿ èãðîêè ðàçíûõ òèïîâ). Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî íàèáîëüøàÿ ¾óãðîçà¿ ÑÊÐ âîçíèêàåò, êîãäà èãðîêè íîâîãî òèïà
íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå îäíîé èç ñóùåñòâóþùèõ êîàëèöèé.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå A2, ñòðóêòóðà Km

ÿâëÿåòñÿ ÑÊÐ â èãðå G1 ñ èãðîêàìè òèïà 1 è ðàâíîâåñíîé â èãðå G2.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñòðóêòóðà Km áóäåò ÑÊÐ â èãðå G2 òîãäà è òîëü-
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êî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ:
[

L′1 (r/2) ≥ 2R′
1(r),

L′2 (r/2) ≤ 2
3
R′

2(r).
(5.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π1 � íîâàÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ) êîàëèöèÿ ñî
ñòðàòåãèåé P1 è ðàçìåðîì r1, è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 5.3 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r1 ≥ 2r. Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïóíêòå òåîðåìû 5.3. Åäèí-
ñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñêîëüêó |S| = λ < r1 è â
êîàëèöèþ π âõîäÿò èãðîêè îáîèõ òèïîâ, òî óñòîé÷èâîñòü áóäåò îáåñ-
ïå÷èâàòüñÿ èãðîêàìè ñòàðîãî òèïà.

Â ñëó÷àå r1 ≤ r ñàìàÿ ¾îïàñíàÿ¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñèòóàöèÿ � êîãäà èãðîêè íîâîãî òèïà íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå ñóùå-
ñòâóþùèõ êîàëèöèé. Íî, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3, â
ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü áóäåò îáåñïå-
÷èâàòüñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ (3.1).

Ïðè r ≤ r1 ≤ 2r íóæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü äâà âàðèàíòà ðàñ-
ïîëîæåíèÿ π1 îòíîñèòåëüíî Km (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3) è
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
ðîñò âûèãðûøà ãðàíè÷íîãî èãðîêà íîâîé êîàëèöèè áóäåò ìèíèìàëü-
íûì (ñðåäè åãî òèïà). Îáîçíà÷èì äàííîãî èãðîêà ÷åðåç x. Çàìå-
òèì, äàëåå, ÷òî â îáîèõ âàðèàíòàõ ðàñïîëîæåíèÿ π1 ïðèðîñò ãðà-
íè÷íîãî èãðîêà ñòàðîãî òèïà áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ãðàíè-
öà π1 ðàñïîëîæåíà ê ãðàíèöå êîàëèöèè èç Km è ìàêñèìàëåí, êî-
ãäà ýòîò èãðîê ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì àãåíòîì êàê π1, òàê è îäíîé
èç êîàëèöèé èç Km. Ïðèðîñò åãî âûèãðûøà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí
∆U1(x, r1, P1) = R1(r1) − R1(r) + L1(r/2) − L1(r1/2), ãäå r ≤ r1 ≤ 2r.
Çàìåòèì, ÷òî ∆U1(r) = 0 è ∆U ′′

1 < 0, è åñëè ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûé
ïðèðîñò âûèãðûøà èãðîêîâ íîâîãî òèïà áóäåò ïîëîæèòåëåí, òî äëÿ
óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆U ′

1(r1 = r) ≤ 0, è,
òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñèëüíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ íà âûèãðûø èãðîêîâ òèïà 1 (ñì. óñëîâèå (5.1)) ñòðóêòóðà Km

îñòàåòñÿ ÑÊÐ ïðè âîçíèêíîâåíèè èãðîêîâ íîâîãî òèïà.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðèìåðó ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà âèäà (5.6). Ñ

ó÷åòîì (5.9) îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ôóíêöèé âûèãðûøà èãðîêîâ
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ñòàðîãî òèïà ïðèìóò âèä:

k1(2
k1−1 − 1) ≤ β1 ≤ min

{
k1, 2

k1 − 1
}

.

Äàííîå îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì óñëîâèå (5.7) è
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè k1 = 2. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî çà ñ÷åò îãðà-
íè÷åíèé íà ñâîéñòâà ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ ñòàðîãî òèïà íå
óäàåòñÿ ãàðàíòèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü. Íî ïðè ýòîì, åñëè óäàåòñÿ ãà-
ðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé

1 ≤ β2 ≤ 1
λ
2k2

((
3
2

)k2−1 − (
1
2

)k2−1
)

,

òî êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà îñòàíåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè âîçíèêíîâå-
íèè ãðóïïû èãðîêîâ íîâîãî òèïà, ïðè÷åì ïðè k2 ≥ 3 äàííîå óñëîâèå
ãàðàíòèðîâàííî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (5.8), íî
ïðè 2 ≤ k2 ≤ 3 íàîáîðîò ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì.
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TWO TYPES OF PLAYERS IN THE ENDOGENOUS
COALITION FORMATION MODEL

Denis S. Stepanov, Moskow State University (dn.step@gmail.com).

Abstract : A model of coalition formation by players whose payo�
depends on the value of the parameter (e.g., geographical location, bliss
point) is considered. In this model a small portion of the new players
with a di�erent payo� function is injected into the main population.
This paper considers di�erent types of coalition stability and for each
describes corresponding stability criteria. The derived conditions are then
compared with the similar criteria in the game with a single type of
players.

Keywords : coalition stability, Nash equilibrium, weak coalitional equilibrium
(WCE).


