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:���!�$"��-«��(�6�8�:�;���8 O,��! ;§8 �,��.�8�!�x���O,��|�6���'yx�6�8 ��! '�$���'�8�x�$�8 -[�±����$���*�O
����O ��(���-�8 (C! �§8�!k?@8 $�! '�?@(C!���.o6�������'�-�O (�'�5]x��k����x�'C!k|�(�$�8�.à8�?���?@8 -�8 6���'®
x�'S:�'�$����)�@x�'C!%��'���; ;

� :�'yx�� 'C!%��6�8 -[|�$��@! ;%(S:�'yx����3¨N��'}(�6�'�9��"��:�; $�&
'}(S:"���"��� ;
ü�ýØ¡�éÙ� �³; 132Ë��5���� v -�8�#%$�8��"��(�(�-���! ����O,��! ;>?���?)0/132Ë��5����©(S:�'yx���

�3¨N'�5�8%O �@x��<¶
V (S) = {x ∈ R

S : x(S) ≤ v(S)},
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5]x�' x(S) =
∑
i∈S

xi

;Åô �"��$���9"� V (S) ¶�5���6�'���6�:�8 (�?@8 (C! ;�O
R

S (�$�8 ��-���:�; �
eS

.�5]x�' e = (1, 1, . . . , 1)
;�4 ��?)� &7:�8>! 8�:�; ?@8%��! 8%8�! -�'���'�$�8�.�-�8�#%$�8>=�?�O �9

O,��:�'�$�! $�8%8 6���'yx�'S:���! ;�0/132¯��5���� .�6�8�:���5S��|

V (S) = {x ∈ R
[S] : x(S) ≤ v(S)}.

ÿ � ù ¡ è � ����¢"� å � ò � ñ �³; ~ ��� ��! �"��#%$�8 <�(+*,'�-�8 < n :���9�$"����&
O,��'C! (�|�6"�Ê
�"� (q, Q) .WO�?@8�! 8 ��8 < q ∈ R

N |�O�:"|�'C! (�|�! 8 ��?@8 <�ACBED�BGF,AkH�F"J�. Q ⊂ R
N �

N = {1, 2, . . . , n}
;�Ü $�! '���6���'C!���9���|�!���?@8 <�6"����&Þ(S:�'yx����3¨z��|�¶¦'�(S:�����5®

��8 ?���x�'�<�(C! O����3!�(���-�8 (C! 8�|�! 'S:�; $�8�.L! 8�'yx���$�(C! O '�$�$�&
-�O 8���-�8�#%$�&
-¸��(®
*,8�x�8 -¬|�O�:"|�'C! (�|�O '�?�! 8 � q .�x����3¨N��<�6�8�:�'C��$�8 (C! ;±��O &
��5���&�M�� qi ��5���8 ?��
i = 1, 2, . . . , n

;�º (S:�� ���� ��5���8 ?��©?@8 8 6�'����������3! (�|�.�! 8N6�8�! '�$�9��"��:�; $�8zO 8��&
-�8�#z'�$�:���� 8 <���(+*,8�xË����-�$�8�#z'�(C! O,� Q

; � ¹ (�'�6���8 -�'C#>�@! 8 ��$�&
'�?@8,��:��9
9����z!���?�#z'
6�����O 8�x�|�!�! 8�:�; ?@8�?z��(+*,8�x�� q � ;,� 8 8�! O 'C! (C! O����3¨z��|�0/132���5��"�
8 6���'yx�'S:"|�'C! (�|�(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

V (N) = {x ∈ R
N : (C�@¨N'�(C! O�� 'C! y ∈ Q !���?@8 <�.���! 8 x ≤ y},

V (S) = {x ∈ R
[S] : xi ≤ qi

x":"|�:���� 8 5�8 i ∈ S}, S 6= N.

� e�ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�r��,pàn ¾Wj�n,n%v[ÀWÄ�Æ)Ç}i qWÉ�m
¹ =C! 8 -��"���Sx�'S:�'7-�&§$"��6�8 -�$���-�?��"��! ?@8I8 6���'yx�'S:�'�$���'�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�;	

$�8 5�8N=�?@(�9�'�(�(��{x":"|�(S:"���"��|©0/132Í��5�����6�����O 'yx�'�-�'�5�8N(�O 8 <�(C! O,����6�8�x���8 �	
$�8 '����C:�8�#z'�$���'{-�8�#%$�8�$"��<�! �)Ok® 8 . A�° ."�N!���?�#z'{Ok® >�° � ;
� e s e����àwWpW¾WqWq	�,pàn ¾Wj�n,n ¿�q�½WmW¼�n�
�mW¿�won�
�u�¼

GN+

·k& �"��(�(�-���! ����O,��'�-Î6���8 (C! �"��$�(C! O 8
GN+

O (�'S*ªÐ�$�8 ��-���:�; $�8	K6�8 ��8�#ñ
x�'�$�$�&7*�Ñ±0/132���5���¶@5������ 8}5�8 O 8 �,|�����8 ��-���:�; $�8 '38 6���'yx�'S:�'�$���'�����x�'C!�x��Ê
$�8k$���#z'��S.Å��5��"� V :�'C#%��!kO

GN+
.à'�(S:��h?���#zx�8 '�-�$�8�#z'�(C! O 8 V (S) ?@8 -�

6"��?�! $�8h6�8 ��8�#zx�'�$�8�.�(�8�x�'��,#%��!�í = (0, . . . , 0) O�?�����'�(C! O '�8�! $�8 (���! 'S:�;	
$�8zO $��@! ��'�$�$�'�<k! 8 ��?����©(�8 O 6"��x���'C!�(I��(���'���6�&
O,���3¨N'�<)8 � 8�:�8 ��?@8 <©(�O 8 '�<
Ð�6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 <)�"��(C! ��Ñ V+(S) = V (S) ∩ R

[S]
+

;
2 :"|�*@���"��?�! '���������9�����(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N'�5�8�0/132�=�?@(�9�'�(�(��z-�&�O O 8�x���-

6�|�! ;>��?@(���8 -h¶%��?@(���8 -�&�$�'�6���'���&
O $�8 (C! ��.���$�O,�����"��$�! $�8 (C! �k8�! $�8 (���! 'S:�;	
$�8§MN?���:Ø����:���-���(CM}!���� 8 O�����-�'���'�$���|�6�8�:�'C��$�8 (C! ���S.L��?@(���8 -�&�����õ��
�����zK��$�O,�����"��$�! $�8 (C! ������?@(���8 -[��6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 (C! ��x":"|±132Ó��5���.
?@8�! 8 ��&
'h8 6���(�&
O,���3!±#z'S:���! 'S:�; $�&
'�(�O 8 <�(C! O,�±�/��$�?�9�����=�?@(�9�'�(�(�� ; ~ ?9
(���8 -���$�'�6���'���&
O $�8 (C! �¬�@! O '��,#zx���'C!�.I��! 8�=�?@(�9�'�(�(���?@8,��:���9������%x�8�:"#z'�$
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� &�! ;/$�'�6���'���&
O $�&
-�8�! $�8 (���! 'S:�; $�8 x � V ;�Ü $�O,�����"��$�! $�8 (C! ;�8�! $�8 (���! 'S:�;	
$�8zMN?���:)! ��'���� 'C!�.���! 8 � &�=�?@(�9�'�(�(}$�'I����O ��(�'S:�8�!�! 8 5�8�.�?���?���|�MN?���:��zO &n
� �"��$"�/x":"|©����-�'���'�$���|�6�8�:�'C��$�8 (C! � ; ~ ?@(���8 -�&������õ��������zK��$�O,�����"��$�!	
$�8 (C! ���@! O '��,#zx����3!�.à��! 8�=�?@(�9�'�(�(�&�Ð���5���&nK6�'���'�(�'���'�$���|�Ñ (V = V1 ∩ V2)�¬Ð���5���&nK8 ���Å'yx���$�'�$���|�Ñ (V = V1 ∪ V2)

x�8�:"#%$�&Î8 6���'yx�'S:"|�! ; (�|�.7(�8 8�!	
O 'C! (C! O '�$�$�8�.�-���$���-[��-�8 -��%-���?@(���-[��-�8 -�=�?@(�9�'�(�(�8 O���5��9K?@8 -�6�8 $�'�$�! ; 0��Ê
?@8 $�'�9�.���?@(���8 -��z6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 (C! �©x":"|k132Ë��5���! ��'���� 'C!�.���! 8 � &�x":"|
0/132Í��5���&/.�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N'�<)132Í��5���'�.�=�?@(�9�'�(�(/(�8 O 6"��x���:�(�6���8 6�8 ��9��9
8 $"��:�; $�&
-�=�?@(�9�'�(�(�8 - ;

Ï¦! ��6�|�! ;h��?@(���8 -ª8�x�$�8���$"����$�8�����x����3!±��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢"��ê���ç@�   �����
hS(V, x) ."8 6���'yx�'S:"|�'�-�&
<���8 ��-[��:�8 <

hS(V, x) = 1/γ(V (S), xS),

5]x�' γ(W, .) ¶ ç,��� ¡ ù � �����	�¢"� å ø ó ¢"ç  "¡�åÍ����:�� ç,��� ¡ ù � �����	�¢"� å ø ó ¢"ç  "¡�å
� ¡ ¢"ç@����Cç@� é � ��-�$�8�#z'�(C! O,� W ¶

γ(W,x) = inf{λ > 0 : x ∈ λW}.

Ü !���?�.à8 6���'yx�'S:���-Í��$�! '���'�(C���3¨N'�'©$"��(>6���8 (C! �"��$�(C! O 8)��5��
GN+

��8 �9
-���:�; $�8 ; 0/132Ú��5��"� V ∈ GN+

! 8 5]x�����! 8�:�; ?@8�! 8 5]x���.[?@8 5]x��)x":"|�O (�'S*
S ⊂ N

��°,� V (S) 6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8z6�8 ��8�#zx�'�$�8�.@! ; ' ; V (S) = (V (S)∩R
[S]
+ )−R

[S]
+� V+(S) = V (S) ∩ R

[S]
+

|�O�:"|�'C! (�|�?@8 -�6"��?�! $�&
-Ú-�$�8�#z'�(C! O 8 -
.L�
?���#zx�&
<�:"��� Lx = {λx : λ ≥ 0} . x 6= í�6�'���'�(�'�?���'C!�5��"��$���9��
-�$�8�#z'�(C! O,� V (S) $�'�� 8�:�'�'�8�x�$�8 5�8>�"����� ;

������í�|�O�:"|�'C! (�|{O $��@! ��'�$�$�'�<{! 8 ��?@8 <{-�$�8�#z'�(C! O,� V ∧(S) = V (S)+R
[N\S] ;

·k$�8�#z'�(C! O 8 V (S) ⊂ R
[S] ����x�'�-k$"����&
O,��! ;{¡�éÙ� ���� ñ�� ��� ñ ¢����Í���Cè��� ñ/.

'�(S:��)8 $�8���x�8 O�:�'C! O 8 �,|�'C!%� (S:�8 O ��|�-Ë��°,�7������� ; 2/��8 (C! �"��$�(C! O 8%O (�'S*k��5���8	
O &7*§6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O

R
[S] .Å��x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*§� (S:�8 O ��|�-¸��°,�/�������S.W����x�'�-

8 � 8���$"���"��! ;>��'���'C�
G

S
N+

;
´ ��'�O �@x�$�8�.L��! 8�?���#zx�8 '�-�$�8�#z'�(C! O 8 V+(S) |�O�:"|�'C! (�| ¢�� �@ñ ����£,¢"� ñ

-�$�8�#z'�(C! O 8 -�����:��{í<K��(���'���6�&
O,���3¨N��-)-�$�8�#z'�(C! O 8 -¦�S.�! ; ' ; '�(S:�� x ∈ V+(S)��í ≤ y ≤ x ��O
R

[S] �S.�! 8 y ∈ V+(S)
;�Ü -�'�$�$�8�O�=C! 8 -�(�-�&
(S:�'N-�&Ë����x�'�-

5�8 O 8 ����! ;z8 �z��5���' V ∈ GN+
?���?©8 ¢�� �@ñ ����£,¢�� � � � �������C¢"¢���ê�;"» (�$�8N!���?9

#z'�.[��! 8�?���#zx�8 ' U ∈ G
S
N+

|�O�:"|�'C! (�| ú���yú���¢"� ñ ; � Ü (�6�8�:�;���� '�-�8 '�$"��-��
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O���°,�>8 6���'yx�'S:�'�$���'�$�'�(�?@8�:�; ?@8±(���:�; $�'�'�8 � &
��$�8 5�8�8 6���'yx�'S:�'�$���|���O 'C�Sx�
$�8 (C! ��¶o��O 'C�Sx�$�8 '©-�$�8�#z'�(C! O 8�O 'C¨N'�(C! O '�$�$�8 5�8�O '�?�! 8 ��$�8 5�8�6���8 (C! �"��$�(C! O,�
(�8�x�'��,#%��!�O &¦x�'S:�'�$�$�&
<�=S:�'�-�'�$�!�.�9�'�$�! ��.[?@8�! 8 ��&
<�-�8�#%$�8�(�8 'yx���$���! ;�(
:���� &
-§x�����5���-±=S:�'�-�'�$�! 8 -�=C! 8 5�8z-�$�8�#z'�(C! O,�z8�! ��'C��?@8 -
."?@8�! 8 ��&
<�9�'S:��9
?@8 -�:�'C#%��!}O�=C! 8 -§-�$�8�#z'�(C! O '�� ; ² ��-�'C! ��-
.,��! 8/x":"|N:���� 8 5�8 V (S) ∈ G

S
N+��?���#zx�8 5�8 x ∈ R

[S]
+
. x 6= í�(C�@¨N'�(C! O�� 'C!�'yx���$�(C! O '�$�$�8 '�����(S:�8 λ > 0!���?@8 '�.���! 8 λx ∈ ∂V (S)

;
» (�$�8�.���! 83'�(S:�� V1, V2 ∈ GN+

.�! 8L��5���& V1∩V2
� V1∪V2

.�8 6���'yx�'S:�'�$�$�&
'
?���?

(V1 ∩ V2)(S) = V1(S) ∩ V2(S), (V1 ∪ V2)(S) = V1(S) ∪ V2(S),

!���?�#z'/:�'C#���!>O
GN+

;
2 ��:�'�'�.�'�(S:�� V (S) ∈ G

S
N+

. A ∈ R
[S]
++

� A∗V (S) = {A∗y : y ∈ V (S)} .! 8>� A ∗ V (S) ∈ G
S
N+

;
0/'C! ����x�$�8©6���8 O '�����! ;�.���! 8�'�(S:�����5��"� V !���?@8 O,��.���! 8�x":"|k:���� 8 <�?@8	

��:���9���� S -�$�8�#z'�(C! O 8 V (S) $�8 ��-���:�; $�8>6�8 ��8�#zx�'�$�8�.���x�8 O�:�'C! O 8 �,|�'C!������
�k8 ��:���x���'C!�! �"��x���9���8 $�$�&
- �����ê��Cè��� ñ ù��yú ó�� ���¢�������Cè ¡�¶

x, y ∈ ∂V (S) ∩ R
[S]
+ , x ≥ y ⇒ x = y,

! 8 V ∈ GN+

;
� :�'yx�� 'C!�8 (�8 � 8)8�! -�'C! ��! ;�(S:"���"��<�132Î��5���&Ø�§(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N'�<�'�<

0/132¯��5���& ;
Ç}i qWÉ�mW¿�; 2I� (C! ; v ¶)6�8�:�8�#%��! 'S:�; $"��|�132Ø��5��"��.�! ; ' ; v(S) > 0 x":"|

:���� 8 < S ; 1o8 5]x��%(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨}���Þ0/132Ì��5���� V ∈ GN+
-�8�#%$�8%8 6���'®

x�'S:���! ;%(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -

V (S) = {x ∈ R
[S]
+ : x(S) ≤ v(S)} − R

[S]
+ .

0���6�8 -�$���-Ì8 6���'yx�'S:�'�$���'��/��$�?�9�����=�?@(�9�'�(�(��§6�8 4 ��:�����.¦��x���6�! ������|
'�5�8>?k$"��MN'�-[��(S:"���"��� ;�¹ �"��(C! $�8 (C! ��.�-�&�����-�'�$���-�(�O 8 <�(C! O 8��! 
���"��O '�$9
(C! O,��$���:��Ú$"��5��"��$���9�'©'�5�8���$"��:�8 5�8 -Î� C ′ � ;�´ 6���'yx�'S:���- ø ó ¢"ç  "¡ �"��ç@�$#
  �����]� x":"|©?@8,��:���9���� S 6= ∅ ?���?©!���?����Ë�/��$�?�9���� ES : GN+ × R

N → R
.

��! 8�¶

(A)
º (S:�� x, y∈R

N � xi =yi
x":"|©:���� 8 5�8 i∈S .�! 8Nx":"|©:���� 8 <k��5���& V

ES(V, x) = ES(V, y). � ><;E8 �
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(B)
º (S:�� x, y ∈ R

N !���?@8 O &/.o��! 8 xi < yi
x":"|�:���� 8 5�8 i ∈ S .Å! 8�x":"|

:���� 8 <k��5���& V

ES(V, x) > ES(V, y). � ><;@A �
� C ′ � 2 :"|©:���� 8 <���5���& V .

'�(S:�� x ∈ ∂V (S), ! 8 ES(V, x) = 1. � ><; > �

� D � ES(V, x) $�'�6���'���&
O $"�>6�8>8 � '���-±6�'���'�-�'�$�$�&
- x � V ;

�Ù·k'C! ����?��k$"�
GN+

����x���'C! (�|h(�6�8 -�8�¨N; �Ø-�'C! ����?���µ/��� (]x�8 ���{�<¶�x":"|
V,W ∈ GN+

ρ(V,W ) = max
S

δS(V (S),W (S)),

6�������'�-)-�'C! ����?��
µ/��� (]x�8 ���{� δ 8 6���'yx�'S:"|�'C! (�|}(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 - ; 2I� (C! ;
A � B ¶N6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O,�

R
S .,! 8 5]x�� δS(A,B) = max(l(A,B), l(B,A)) .,5]x�'

l(A,B) = sup{d(x,B) : x ∈ A},

� d ¶�'�O ?�:��@x�8 O,��-�'C! ����?��,� ;
B ��x�'�-¸5�8 O 8 ����! ;�.���! 8 ES

¢��kú��  ¡ � ¡ è ��è%� ��ó@éy¡�ò ç@�y��� ¡" "¡ ê .�'�(S:��
x":"|k:���� &7*�x�O��,*���5�� V � W !���?���*�.���! 8 V (S) = W (S) .���x":"|k:���� 8 5�8
x ∈ R

N ��-�'�'C!%-�'�(C! 8%�"��O '�$�(C! O 8 ES(V, x) = ES(W,x)
;

·k&�8 5��"��$�������O,��'�-�(�|>�"��(�(�-�8�! ��'�$���'�-�! 8�:�; ?@8�$�'�8�! ����9"��! 'S:�; $�&7*>O '�?9
! 8 ��8 O x .�6�8 (�?@8�:�; ?��z:���� 8 '3�"������-�$�8 '���'CMN'�$���'I��5���& V ∈ GN+

.@?@8 $�'���$�8
#z'�."x�8�:"#%$�8�� &�! ;©$�'�8�! ����9"��! 'S:�; $�&
- ; ·k&¯�"��(�(�-���! ����O,��'�-�! 8�:�; ?@8�=�?@(®
9�'�(�(�&/.�$�')����O ��(�|�¨N��'�8�!�x�����5���*�?@8,��:���9���<�.7��6�8 =C! 8 -[� .76�����$���-���|�O 8
O $���-���$���'�(�O 8 <�(C! O 8)���/�S.�����x�'�-§x���:�'�'��"��(�(�-���! ����O,��! ;>�/��$�?�9����k=�?@(�9�'�(®
(���."?���?k�/��$�?�9����)$"�

G
S
N+ × R

[S]
+

����:��
G

S
N+ × R

N
+
� ;

0���-Í6�8 $"��x�8 ��|�! (�|h!���?�#z'%(S:�'yx����3¨N��'©8 � 8���$"����'�$���|�¶ IR(V ) = {x ∈

V (N) : ∀i ∈ N xi ≥ yi
x":"|©?���#zx�8 5�8 y ∈ V (i)} ¶%-�$�8�#z'�(C! O 8���$@x���O �@x���

��:�; $�8��"��9���8 $"��:�; $�&7*�! 8 ��'�?)O���5���' V ë
GR(V ) = {x ∈ V (N) ¶�$�'�(C�@¨N'�(C! O�� 'C! y ∈ V (N) !���?@8 5�8�.à��! 8 y > x} ¶
-�$�8�#z'�(C! O 8���(S:���� 8@�78 6�! ��-���:�; $�&7*k6�8>2�����'C! 8>! 8 ��'�?kO>��5���' V ë
C(V ) = {x ∈ V (N) ¶[$�'�(C�@¨N'�(C! O�� 'C! S . y ∈ V (S) !���?���*�.[��! 8 yi > xi

∀i ∈ S} ¶ c E|@x���8���5���& V
;

0���?@8 $�'�9�.�$"��6�8 -�$���-�8 6���'yx�'S:�'�$���' n E|@x��"�}�©6���'yx� n E|@x��"�}��5���&Ì��(�- ; .
$"��6�����-�'���.W® >�° � ;
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2I� (C! ; {ES}S
¶>$�'�?@8�! 8 ��8 '/(�'�-�'�<�(C! O 8>�/��$�?�9���<©=�?@(�9�'�(�(���."��6�� (C! ; X|�O�:"|�'C! (�|�����-�?�$��@! &
-�6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O 8 -

R
N
;�2 :"|k:���� &7* x ∈ X ����5���&

V 8 6���'yx�'S:���-�O '�?�! 8 � θ(x) (S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

θ(x) = θ(V, x) = (ES1(V, x), . . . , ES2n (V, x)),

5]x�'��"���C:�����$�&
'�=�?@(�9�'�(�(�&4�"��(�6�8�:�8�#z'�$�& O�6�8 �,|@x�?@'���� &
O,��$���|¯��$�'�O 8��&
�"��(C!���$���|�� ;�4 8 -�6�8 $�'�$�! & θ(x) ?@8 ����'�?�! $�8�8 6���'yx�'S:�'�$�&ß�Í����-�'�$�|��3! (�|
$�'�6���'���&
O $�8)x":"|�Ð�*,8 ��8�MN��*�Ñª�/��$�?�9���<�=�?@(�9�'�(�(�� ;�B ��x�'�-Ë5�8 O 8 ����!�.[��! 8
θ(x) :�'�?@(���?@8 5��"��������'�(�?���-�'�$�;�MN'�.���'�- θ(y) . θ(x) ≺lex θ(y)

."'�(S:��)(C�@¨N'®
(C! O�� 'C!�!���?@8 'N$"��!����"��:�; $�8 'z����(S:�8 q .���! 8 θi(x) = θi(y)

x":"|�O (�'S* i < q �
θq(x) < θq(y)

;
N E|@x���8 -±��5���& V ��8�! $�8 (���! 'S:�; $�8 X ��x���$�$�8 5�8�(�'�-�'�<�(C! O,�%�/��$�?�9���<

=�?@(�9�'�(�(�� {ES}S
�}¶�-�&�8 � 8���$"���"��'�-«'�5�8���'���'C� N(X, V ) ¶±$"����&
O,��'C! (�|

-�$�8�#z'�(C! O 8�O '�?�! 8 ��8 O�O X .àx":"|�?@8�! 8 ��&7*�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��'�O '�?�! 8 �"� θ|�O�:"|��3! (�|�:�'�?@(���?@8 5��"��������'�(�?���$"����-�'�$�;�MN��-���."! ; ' ;

N(X, V ) = {x ∈ X : θ(x) �lex θ(y)
x":"|�O (�'S* y ∈ X}.

º (S:�� X = IR(V ) ∩GR(V ) .�! 8 N(X, V ) := N(V ) $"����&
O,��'C! (�| n E|@x���8 -��5���& V
;�º (S:�� X = GR(V ) .,! 8 N(X, V ) := PN(V ) $"����&
O,��'C! (�|���� �$�&# n #å � � � ñÎ��5���& V

;
� e á e('�pàn qW¼*)/ÂÓq�½WmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�r��,pàn ¾Wj�n,n

Ü !���?�.�$"��Mz�
9�'S:�;7¶I8 � 8 ��¨N'�$���'�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8L=�?@(�9�'�(�(�� v(S)/x(S)$"�}0/132���5���& ; 2I� (C! ; HS
¶��/��$�?�9���|%=�?@(�9�'�(�(���.�! ; ' ; HS : G

S
N+×R

[S]
+ →

R
;�¹ O 'yx�'�-�6�|�! ;z(S:�'yx����3¨N��*)��?@(���8 -�����! 8 � &�$�'�(�?@8�:�; ?@8z��6���8 (C! ��! ;>8 � 8	

��$"����'�$���|�.�-�&�����x�'�-�6���(���! ; V O -�'�(C! 8 V (S) � ;Ækj@½WmWj@mWÂ�u�wW¼�n�
�Áo;
HS(V, x) $�'�6���'���&
O $"�k6�8�8 � '���-�6�'���'�-�'�$�$�&
- V� x 6= í ;

+kwWu�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Áª¼*
�wW¼�n q,
�j,ÀoÁ�wW¼¯Ã�p�¿�Àn;�º (S:�� V ∈ G
S
N+

. A ∈

R
[S]
++

� A ∗ V = {A ∗ y : y ∈ V } .�! 8

HS(A ∗ V,A ∗ x) = HS(V, x).

-/.1032�qWwWu�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Áo; 2I� (C! ; V1, V2 ∈ G
S
N+

.�! 8 5]x��

HS(V1 ∩ V2, x) = min{HS(V1, x), HS(V2, x)}.
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-547682�qWwWu�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Áo; 2I� (C! ; V1, V2 ∈ G
S
N+

.�! 8 5]x��

HS(V1 ∪ V2, x) = max{HS(V1, x), HS(V2, x)}.

ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�n�
�Á�v[ÀWÄ¸Ç}i qWÉ�ml;¦º (S:�� V ∈ GN+
(�8 8�! O 'C!	

(C! O�� 'C!©6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 <k132¯��5���' v .�! ; ' ;

V (S) = {x ∈ R
[S]
+ : x(S) ≤ v(S)} − R

[S]
+ ,

! 8 5]x�� HS(V, x) = v(S)
x(S)

;
2I� (C! ; V ∈ GN+

¶�6���8 ����O 8�:�; $"��|���5��"� ;o´ 6���'yx�'S:���-Í�/��$�?�9���� hS :

G
S
N+ × R

N
+ → R

(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

hS(V, x) = 1/γ(V (S), xS), � ><; c �
5]x�' γ(W, y) = inf{λ > 0 : y ∈ λW} ¶�?���:���� ��8 O 8 ��$"��|h�/��$�?�9���|�����:��
?���:���� ��8 O 8 ��$"��|N�/��$�?�9���|�·k��$�?@8 O (�?@8 5�8@�W-�$�8�#z'�(C! O,� W ��(�- ; .�$"��6�����-�'���.
® c ° � ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ � e s e;: ó ð����Cè� ó �Cè �$� ¡ ¢��Cè���C¢"¢"� å ø ó ¢"ç  "¡�å ��ç@�   �����]� HS :

G
S
N+ × R

N
+ → R < ó ��������Cè��� ��å �
ðz� å ��ç@� ¡ � ñ � ñ ¢�� ��� � � ���¢����Cè ¡ < ¡ ¢=#�� ��¡ ��¢"èz¢����Cè ¡ ��èz¢���� ¡ è�����£,¢��I¤zç,��� <?>A@CB # <D>AEGF # ¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢����Cè ¡%¡

��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢����Cè ¡ �C� å�ü�ýÍ¡�éÙ� < ����¡ 	�� ñ HS = hS < é ��� hS

� ��� �$�������C¢"�
� � � ñ ��ðz£,�IHKJ9L M�N�L

4 8 -�-�'�$�!��������{6�����O 'yx�'�$�$�&7*{O &�MN'¦��?@(���8 -
.Sx�8 ?�������! 'S:�; (C! O 8�=C! 8 </! '�8	
��'�-�&/.[��!���?�#z'%(�O 8 <�(C! O,�)6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8�=�?@(�9�'�(�(���.o$�'�?@8�! 8 ��&
'©���
?@8�! 8 ��&7*)-�&���6�8 -���$"��'�-�$���#z'�."-�8�#%$�8�$"��<�! �kO)® A�° ��(�- ; !���?�#z'>® >�° � ;

� e � e¦d}u�¼�ron�
�u�¿�½WmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�É�¼O�,pàn ¾Wj�n,n ¿
·k&�$�'�6�����O 8�x���-��Sx�'�(�;�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��<%6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 -[�N=�?@(®

9�'�(�(C�>��$"��:�8 57! '�8 ��'�-�& 4 ��:�����® =�° 6�8�:�$�8 (C! ; �}.@�I(���8 ��-[��:������ '�-�:���MN;/!��
'�'{�"��(C! ;�."?@8�! 8 �"��|k?���(���'C! (�| n E|@x��"����6���'yx� n E|@x��"� ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ � e á e ý{ó �Cèz£

{hS}S P ��� ñ �Cê��Cè��� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢"� ò ��ç@�   ���$#
���� ¡ V ∈ GN+

L ü � é ���
Q NSR���� ¡ IR(V )∩GR(V ) 6= ∅ < è��

N(V ) 6= ∅ ¡ �����Cè�� ¡ è ¡ ú/ç@��¢��C	�¢�� é �
	 ¡ �����%è���	��CçTL



ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�j�mWj@Ã�j@wWqÅÄ�u�Æ)Ç}iÈqWÉ�mW¿�Ê 6³>

U N3V�� å ���
ù���ê ¡�éÙ� � V PN(V )
¢�� �"ó �Cè�� ¡ �����Cè�� ¡ è ¡ úhç@��¢��C	�¢�� é �

	 ¡ �����%è���	��CçTL
� 6��"��O 'yx":���O &Í(S:�'yx����3¨N��'}6���'yx":�8�#z'�$���| ;

ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj � e s e ý{ó �Cèz£
V, V

′

∈ GN+ P èz��ç ¡ � û�ü�ýÈ¡�éÙ� � < 	�è��
V (N) = V

′

(N) ¡ V ′

(S) = aV (S), ∀S 6= N
�C� å ¢��Cç@��è�� � � é � a > 0

L ü � é ���
x ∈ PN(V ) ⇔ x ∈ PN(V

′

) < é ��� PN(V ) P ��� �$�&# n # å � � � ¡�éÙ� � V
L

ý
��¡�ñ � � ><;E89L 2I� (C! ; V ∈ GN+
¶z� 'C������8 O $�'�O,��|%����� ��! �"��#%$"��|>(+*,'�-���.@! ; ' ;

x":"|k$�'�?@8�! 8 ��8 5�8 q ∈ R
N
++

V (S) = {x ∈ R
S : xi ≤ qi

x":"|©:���� 8 5�8 i ∈ S},

x":"|§:���� 8 < S 6= N . q ∈ intV (N) .[6�������'�- V (N) 8 ��:���x���'C!�(�O 8 <�(C! O 8 -
� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ��.���(C�@¨N'�(C! O�� 'C!�!���?@8 < x ∈ V (N) .L��! 8 x > q

; 1o8 5]x��
N(V ) = PN(V ) = λq ."5]x�' λ !���?@8 O 8�."��! 8 λq ∈ ∂V (N)

;
� :�'yx����3¨N'�'L6���'yx":�8�#z'�$���'�|�O�:"|�'C! (�|�6���8 (C! &
-�(S:�'yx�(C! O ��'�-h8 6���'yx�'S:�'®

$���|�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8N=�?@(�9�'�(�(��N���"��O '�$�(C! O,� γ(V, x) = γ(A ∗V,A ∗x)x":"|©:���� 8 5�8 A ∈ R
S
++

;
ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj � e á e

n
# å � � � ¡z��� �$�&# n # å � � �3ç@���� ��¡ ��¢"èz¢"����èz¢���� ¡ è�����£X#

¢�� ñ � �C¤zèz��ù��� ¡ ú ñ � � �C¢ ¡�å§� �����yú�¢����Cè��Cê < èYL���L¦����� ¡ A ∈ R
N
++ < è��8�C� å

���
ù���ê
V ∈ GN+ < N(AV ) = A ∗ N(V ) < ¡ PN(AV ) = A ∗ PN(V ) < é ���¡�éÙ� � AV � ��� �$����� å �Cè�� å�� � ��C¢��Cè��� ñ

AV (S) = A ∗ V (S)
�C� å ���
ù���ê

S.
Z e\[^]`_*]�aDbdcXa^e=2�½WmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�j�mWj@Ã�j@wWqWj�v[ÀWÄ�¿�mWã�q,
�mW¿fW�wWÂzÊ
n�Ê�j9)

¹ 6�����O 'yx�'�$�$�8 -¯O &�MN'©6�����-�'���'©-�&Ø6�8 ?�������:���.o��! 8kx":"|�� 'C������8 O $�'®
O 8 <§����� ��! �"��#%$�8 <h(+*,'�-�&¸(>6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 <h! 8 ��?@8 <±ACBED�BGF,A�H�F"J n E|@x���8��6���'yx� n E|@x���8§6���'yx�(C!���O�:"|��3!�(�8 � 8 <�8 6�! ��-���:�; $����46�8�2�����'C! 8h! 8 ��?�� .
6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $����×! 8 ��?@'�ACBED�BGF,AhH�F"J ;LÔ ��(�(�-�8�! ����-Ú=C! 8������ ��! �"��#%$�8 '
��'CMN'�$���'}6�8�x���8 � $�8 ;

B ��x�'�-�(�����!���! ;%x���:�'�'�.���! 8�?���#zx���|������ ��! �"��#%$"��|)(+*,'�-�� (q, Q) ��x�8	
O�:�'C! O 8 �,|�'C!�(S:�'yx����3¨N��-�� (S:�8 O ��|�-õ¶
��°,� Q ⊂ R

N
+

|�O�:"|�'C! (�|�?@8 -�6"��?�! $�&
-±�©$�8 �"��-���:�; $�&
-��Gí<K��(���'���6�&
O,����
¨N��-¦�[-�$�8�#z'�(C! O 8 -
. ! ; ' ; ��� x ∈ Q . y ∈ R

N
+
.,� x ≥ y (S:�'yx�� 'C! y ∈ Q;
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����� Q ¶�� 'C������8 O $�'�O 8 '{-�$�8�#z'�(C! O 8�.�! ; ' ;

x, y ∈ ∂Q, x ≥ y ⇒ x = y;

��¹�� q ≥ 0
�k(C�@¨N'�(C! O�� 'C!©!���?@8 < x ∈ Q ."��! 8 x > q

;
´ � 8���$"������-¬(�'�-�'�<�(C! O 8�O (�'S*������ ��! �"��#%$�&7*§(+*,'�-¯(%-�$�8�#z'�(C! O 8 -Ë��5®

��8 ?@8 O N �k��x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*�(�O 8 <�(C! O,��-Ë��°,�Ù¶���¹��
��'���'C� ΩN
;�º (S:��)#z'�O

(�O 8 <�(C! O '§��¹��}! ��'���� 'C! (�| q > 0 .[! 8�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N'�'�(�'�-�'�<�(C! O 8§����x�'�-
8 � 8���$"���"��! ;>��'���'C� ΩN

+

;
~ ��� ��! �"��#%$�&
-���'CMN'�$���'�- F $"� Σ ⊂ ΩN $"����&
O,��'C! (�|§8�! 8 � �"��#z'�$���'

F : Σ → R
N
+
.�?@8�! 8 ��8 ')(C!���O ��!§O�(�8 8�! O 'C! (C! O ��'�?���#zx�8 <������ ��! �"��#%$�8 <

(+*,'�-�' (q, Q) ��� Σ '�'���'CMN'�$���' F (q, Q)
;

2 :"|©����� ��! �"��#%$�8 <©(+*,'�-�& (q, Q) ∈ ΩN
+

8 6���'yx�'S:���-���'CMN'�$���' PS (S:�'®
x����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶"6�� (C! ;

µ(q, Q) = max{t ∈ R+ : tq ∈ Q},

� PS(q, Q) = µ(q, Q)q
; Ï¦! 83��'CMN'�$���'¦����x�'�-k$"����&
O,��! ;IACBED�BGF,A
H�F"J K6���8 6�8 �9

9���8 $"��:�; $�&
-���:���?��"��! ?@8 sq K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�&
-¯����! 8 � &Ë8�!�:����"��! ;�'�5�8
8�!���6�8 -[|�$��@! 8 5�8%O &�MN'{6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8>��'CMN'�$���| 4 ��:�����® :�° � ;

2I� (C! ; F ¶)����� ��! �"��#%$�8 '{��'CMN'�$���' ;àÔ ��(�(�-�8�! ����-�(S:�'yx����3¨N��'���?@(���8	
-�& ;

â�½,
�q,)/¿�ÀoÁ�wW¼�n�
�Á�½W¼�ik¿�mWj9
�¼hgji;k7l�e
F (q, Q) ∈ πQ .W5]x�' πQ 8 � 8	

��$"���"��'C!%-�$�8�#z'�(C! O 8%8 6�! ��-���:�; $�&7*k6�8>2�����'C! 8>! 8 ��'�?k-�$�8�#z'�(C! O,� Q ;
mk¼�u�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Á�¼*
�wW¼�n q,
�j,ÀoÁ�wW¼�Ã�p�¿�Àngpo,qrl�e 2I� (C! ; λ ∈ R

N
++

;
1o8 5]x��{x":"|©:���� 8 <)����� ��! �"��#%$�8 <�(+*,'�-�& (q, Q)

F (λ ∗ q, λ ∗Q) = λ ∗ F (q, Q),

5]x�' ∗ 8 � 8���$"���"��'C!%6�8 ?@8 8 ��x���$"��! $�8 '���-�$�8�#z'�$���' ;
'�wW¼�wWq,)/wW¼�n�
�Ásg`430tl�e�º (S:�� τ ¶©6���8 ����O 8�:�; $"��|k6�'���'�(C!���$�8 O ?���-�$�8	

#z'�(C! O,� N ."! 8
F (τ ∗q, τ ∗Q) = τ ∗F (q, Q),

5]x�' τ ∗ ¶©=C! 8>6���'�8 � �"����8 O,��$���'
R

N ."��$@x���9�����8 O,��$�$�8 ' τ .�! ; ' ;

τ ∗(x) = (xτ(1), . . . , xτ(n)).

d}qÅÀoÁ�wW¿�Äu)/¼�wW¼*
�¼�wWwW¼�n�
�ÁvgpoD-hl�e�º (S:�� Q
′

⊃ Q .
! 8 F (q, Q
′

) ≥

F (q, Q)
;

� :�'yx����3¨N'�'}6���'yx":�8�#z'�$���'{(S:�'yx�� 'C!©$�'�-�'yx":�'�$�$�8%���{8 6���'yx�'S:�'�$���| ;
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ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj Z e s e
SQ
# ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ � ó ��������Cè��� ��å �Cè

��ç@� ¡ � ñ � ñhwyx <{z,|,<^@\F ¡ z}> L
Ç7j@¼�mWj9)/¿ Z e s e

SQ
# ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ � å �� å �Cè�� å �$� ¡ ¢��Cè���C¢=#

¢"� ñ«� �C¤��C¢ ¡ � ñ ¢"�
ΩN

+ < ó ��������Cè��� ��å �
ð ¡�ñ ��ç@� ¡ � ñ � ñnwyx <�z,|,<~@\F ¡
z}> L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L 2I� (C! ; F ¶������ ��! �"��#%$�8 'k��'CMN'�$���'�.���x�8 O�:�'C! O 8 �,|���
¨N'�'N��?�������$�$�&
-Í��?@(���8 -���- ;�Ô ��(�(�-�8�! ����-�6���8 ����O 8�:�; $����Ø����� ��! �"��#%$����
(+*,'�-[� (e, Q) .�5]x�' e = (1, 1, . . . , 1)

; 2I� (C! ; x = µe .�5]x�' µ = max{t ∈ R+ :

te ∈ Q} .��k6�� (C! ; F (e, Q) 6= x
;

Ô ��(�(�-�8�! ����-������ ��! �"��#%$����Ë(+*,'�-[� (e, QΠ) ."5]x�'

QΠ =
⋃

τ∈Π

τ ∗Q,

� Π 8 � 8���$"���"��'C!�-�$�8�#z'�(C! O 8�O (�'S*�6�'���'�(C!���$�8 O 8 ?k-�$�8�#z'�(C! O,� N ;�´ ��'�O �@x�
$�8�.���! 8©-�$�8�#z'�(C! O 8 QΠ ��$�O,�����"��$�! $�8©8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�:���� &7*�6�'���'�(C!���$�8	
O 8 ?�-�$�8�#z'�(C! O,� N .�6�8 =C! 8 -[� F (e, QΠ) = λe x":"|�$�'�?@8�! 8 ��8 5�8 λ > 0

;�� :�'®
x�8 O,��! 'S:�; $�8�. λe = x

;Ç2 '�<�(C! O ��! 'S:�; $�8�. (¦8�x�$�8 <}(C! 8 ��8 $�&/. x ∈ QΠ .��3([x�����
5�8 <�.à$�'�-�8�#z'C!�� &�! ;�.à��! 8 � & F (e, QΠ) > x, 6�8 (�?@8�:�; ?�� F (e, QΠ) ∈ τ ∗Qx":"|�:���� 8 <�6�'���'�(C!���$�8 O ?�� τ .
$�8 µe ∈ τ ∗Q x":"|�:���� 8 < τ .3��6�8 =C! 8 -[�
µ 6= max{t ∈ R+ : te ∈ Q}

;
2/8 (�?@8�:�; ?�� QΠ ⊃ Q .Å! 8 x = F (e, QΠ) ≥ F (e, Q)

;o´ x�$"��?@8±��O)(���:"�
� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ����=C! 8)O 8���-�8�#%$�8�! 8�:�; ?@8�.Å'�(S:�� F (e, Q) = x

; 2/8 (�?@8�:�; ?��
Q O &
� ���"��:�8 (�;�6���8 ����O 8�:�; $�8�.o! 8������} Ø(S:�'yx�� 'C!�x�8 ?�����&
O,��'�-�8 '©�@! O '��9
#zx�'�$���' ;

{'�5�?@8�O �@x�'C! ;�.I��! 8�O�6�����O 'yx�'�$�$�8 <Ë! 8�:�; ?@8���! 8�! '�8 ��'�-�'±��?@(���8 -[�
(���:�; $�8 <�-�8 $�8�! 8 $�$�8 (C! ���}�Ó-�8�#%$�8}����-�'�$���! ;%��?@(���8 -�8 <©$�'C����O ��(���-�8 (C! �
8�!>6�8 (C! 8 ��8 $�$���*���:�;�! '���$"��! ��O8�`�K� ;

Ækj,ä@¿�u�qon q,)/¼�n�
�Á>¼*
z½W¼�n�
�¼�mW¼�wWwWqÅÊk¿�ÀoÁf
�j@mWwW¿}
�qWutgj.�.14�l�e�2 :"|/:���
� &7*������ ��! �"��#%$�&7*�(+*,'�- (q, Q), (q, Q′) ∈ ΩN .�'�(S:�� Q′ ⊂ Q � F (q, Q) ∈

Q′ .�! 8 F (q, Q′) = F (q, Q)
;

2/8 =C! 8 -[�©(�6��"��O 'yx":���O,��(S:�'yx����3¨z��|)! '�8 ��'�-�� ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ Z e á e

SQ
# ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ � å �� å �Cè�� å �$� ¡ ¢��Cè���C¢=#

¢"� ñ«� �C¤��C¢ ¡ � ñ ¢"�
ΩN

+ < ó ��������Cè��� ��å �
ð ¡�ñ ��ç@� ¡ � ñ � ñnwyx <�z,|,<~@\F ¡
E`E`@ L
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´ � �"��! ��-�O $���-���$���'7$"�3(S:�'yx����3¨N'�' ;,º (S:��z�"��(�(�-���! ����O,��! ;������ ��! �"��#ñ
$�&
'z(+*,'�-�&ª( ¢ ó ������ ñ/¡�! 8 ��?���-��§ACBED�BGF,A>H�F"J�.�! 8©O©8 6���'yx�'S:�'�$����h����� ��!	
�"��#%$�8 <�(+*,'�-�&�! 8 ��?��%ACBED�BGF,AIH�F"J/-�8�#%$�8/$�'���?�����&
O,��! ;}O 8 8 ��¨N'�. ��O/=C! 8 -
(S:"���"��'������ ��! �"��#%$"��|±(+*,'�-��h8 6���'yx�'S:"|�'C! (�|�! 8�:�; ?@8h-�$�8�#z'�(C! O 8 -Ëx�8 6���
(C! ��-�&7*h��:�;�! '���$"��! ��O Q ; 2/����=C! 8 -������ ��! �"��#%$�8 'z��'CMN'�$���'>0/=CMz���Õx":"|
(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��*%O &
6���?�:�&7*>�z?@8 -�6"��?�! $�&7*>����� ��! �"��#%$�&7*z(+*,'�- Q �W���Ê
x���'C! (�|�.,?���?�����O '�(C! $�8�. ! 8 <z#z'�(���-�8 <z(���(C! '�-�8 <%��?@(���8 -
. �"������-�'�'C! (�|�.�x":"|
x�����5�8 5�8I(�'�-�'�<�(C! O,�/����� ��! �"��#%$�&7*}(+*,'�-±��(¦$���:�'�O &
-��}! 8 ��?���-��>ACBED�BGF,ALH�F"J
�kO &
6���?�:�&
-��)?@8 -�6"��?�! $�&
-���-�$�8�#z'�(C! O,��-�� Q � ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ Z e � e��¦�C¤��C¢ ¡ � F ó ��������Cè��� ��å �CèÈ��ç@� ¡ � ñ � ñ�wyx <�z,|,<~@\F ¡
E`E`@ è�� é ��� ¡ è�����£,ç@�>è�� é ��� < ç@� é �����C� å ���
ù�� ò Q < F (Q) = NS(Q) < é ���
F\z P � � ù ¡ è � ����¢���� � �C¤��C¢ ¡ � û ��¤z� < èYL���L

NS(Q) = arg max{
∏

i∈N

xi : x ∈ Q}.

º (S:����"��(�(�-���! ����O,��! ;%6���8 ����O 8�:�; $�&
'I! 8 ?���ACBED�BGF,A}H�F"J�.�! 8}x":"|�*@���"��?9
! '���������9���������� ��! �"��#%$�8 5�8z��'CMN'�$���|)0/=CMz�z$��@#%$�8{x�8 �,��O ��! ;�'C¨N'���?@(���8	
-[�©?@8 O,�����"��$�! $�8 (C! ��8�! $�8 (���! 'S:�; $�8%(]x�O ��5S�Y�� ;
� � ñ �C	���¢ ¡ � c ;E89L�¹ 8 8 ��¨N'L5�8 O 8 �,|�. O (�'L(�?�������$�$�8 'LO &�MN'38 (C!���'C! (�|�O�(���:�'L�
x":"|)����� ��! �"��#%$�&7*�(+*,'�-
.�O>?@8�! 8 ��&7*k$�'�8 ��|�����! 'S:�; $�8>(C�@¨N'�(C! O�� 'C! x ∈ Q!���?@8 <�.Å��! 8 x > q

;àÔ ������-�'�'C! (�|�.oO�=C! 8 -�(S:"���"��'�! '��,|�'C! (�|§��$@x���O �@x��,��:�;	
$"��|±�"��9���8 $"��:�; $�8 (C! ;���'CMN'�$���|�.¦�±6�8 =C! 8 -[���"��(�(�-���! ����O,��! ;§����� ��! �"��#ñ
$�&
'�(+*,'�-�&«� 'C��=C! 8 5�8k� (S:�8 O ��|�x�8 (C!���! 8 ��$�8)� '�(�(�8�x�'��,#���! 'S:�; $�8 ;o´ x�$"��?@8
O{8 ��¨N'�-§(S:"���"��'I0/132���5��>� (S:�8 O ��|%=C! 8 5�8}! ��6"���@#z'3$�'L|�O�:"|��3! (�|%8 ��|����Ê
! 'S:�; $�&
-�� ; 1[��?©O��"���Sx�'S:�' ì .�O>?@8�! 8 ��8 -�-�&��"��(�(�-���! ����O,��'�-�6���8�x�8�:"#z'®
$���'�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8���'CMN'�$���|h$"�©0/132Ø��5���&/.à$�'C!k8 5��"��$�����'�$���<
! ��6"����$@x���O �@x��,��:�; $�8>�"��9���8 $"��:�; $�8 <�-�8 $�8�! 8 $�$�8 (C! �)��5���& V ."�N��-�'�$�$�8�¶
V (S) × V (i) ⊂ V (S ∪ i).

� e�d}¼�É�Ào¿"n ¼�u�¿�wWwW¼�n�
�Á�b�]`_*]�aDb�cXa^e=2�½WmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�É�¼ËmWj@Ã�j@wWqÅÄ
v[ÀWÄ�¿�mWã�q,
�mW¿fW�wWÂzÊ�n�Ê�j9)

² $"������! 'S:�; $"��|��"��(C! ;���?@(���8 -���! ����'�(�?@8 <�! '�8 �����±x":"|������ ��! �"��#%$�&7*
(+*,'�-¬�"����O ��O,��:���(�;kOk6���'yx�6�8�:�8�#z'�$����§����?@(�����8 O,��$�$�8 5�8)����(S:��k��5���8 ?@8 O ;
´ x�$"��?@8�.�-�8�x�'S:�;�(C�@¨N'�(C! O '�$�$�8©8 � 8 5S��! ��:���(�;%����(���'C!©O O 'yx�'�$���|)6�'���'�-�'�$9
$�8 5�8�����(S:��©��5�'�$�! 8 O ; B &7:���(���8 ��-[��:�����8 O,��$�&¯��?@(���8 -�&/.à8 6���(�&
O,���3¨N��'



ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�j�mWj@Ã�j@wWqÅÄ�u�Æ)Ç}iÈqWÉ�mW¿�Ê 6 Ö

?���?�-�8 5C�@!���:���?���?{x�8�:"#%$�&���'CMN'�$���|>��'���5�����8 O,��! ;�$"�I����-�'�$�'�$���|>����(S:��
��5�'�$�! 8 O�.��k! '�-�(���-�&
-�6�8�|�O ��:���(�;%$�8 O &
'{(���(C! '�-�&Ë��?@(���8 -
.�8 6���'yx�'S:"|���
¨N��'%��'CMN'�$���| ; 1[��?�.�O)�"��(C! $�8 (C! ��.Å{'�$�(�� '���5�® 8�>�° ��(�6�8�:�;���8 O,��:���?@(���8 -[�
(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! ��x":"|�*@���"��?�! '���������9���������� ��! �"��#%$�8 5�8���'CMN'�$���|�0/=CMz� ;

2 :"|{��8 ��-[��:�����8 O ?��}(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��*���'C����:�;�!���! 8 O/$"��-)6�8 $"��x�8 ��|�!	
(�|�$�'�?@8�! 8 ��&
'�x�8 6�8�:�$���! 'S:�; $�&
'�8 6���'yx�'S:�'�$���|�.
?@8�! 8 ��&
'�-�& 6�����O 'yx�'�-
$���#z' ;
� e s e('�pàn qW¼*)/Â

2I� (C! ; N ¶I-�$�8�#z'�(C! O 83$"��!����"��:�; $�&7*}����(�'S:N�{6�� (C! ; P 8 � 8���$"���"��'C!3(�'®
-�'�<�(C! O 8k$�'�6�� (C! &7*�.Å?@8 $�'���$�&7*�6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O�-�$�8�#z'�(C! O,� N

; Ï�:�'�-�'�$�! &
P ����x�'�-�8 � 8���$"���"��! ;>��'���'C� N,N ′, . . .

; ·k$�8�#z'�(C! O 8 N -�8�#%$�8�6���'yx�(C!���O	
:"|�! ;k(�'�� '�.à?���?�-�$�8�#z'�(C! O 8k6�8�! '�$�9��"��:�; $�&7*���5���8 ?@8 O�.Å� P ¶�=C! 8k(�'�-�'�<9
(C! O 8�O (�'S*�6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O�!���?���*���5���8 ?@8 O�.7?@8�! 8 ��&
'�6���'yx�6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8
-�8 5C�@!%(C!���! ;%���"��(C! $���?���-��)$�'�?@8�! 8 ��8 <������ ��! �"��#%$�8 <k(+*,'�-�&Ø����5���&3� ;

2I� (C! ; N ∈ P ¶�$�'�6�� (C! 8 '}?@8 $�'���$�8 '�-�$�8�#z'�(C! O 8>��5���8 ?@8 O ; 0���-±6�8 $"�Ê
x�8 � ��! (�|�'C¨N'z8�x�$�8©8 � 8���$"����'�$���'³¶"x":"| x, y ∈ R

N ��'���'C� [x, y] ����:�� [y, x] �����x�'�-«8 � 8���$"���"��! ;§8�! ��'C��8 ?�O �@x�� [x, y] = {z ∈ R
N : z = λx + (1 −

λ)y, λ ∈ [0, 1]}
;

2 ��:�'�')-�&�����x�'�-«Oh8 (�$�8 O $�8 -«6����@x�'��,#%��O,��! ; (�|�8 � 8���$"����'�$���<�{'�$9
(�� '���5S��.�O $�8 (�|©ON$���*�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��'}-�8�x�������?���9�����.�6�8 (�?@8�:�; ?��%O�® 8�>�°
! 8 ��?���ACBED�BGF,ANH�F"J}¶�$���:�'�O &
' ;

2I� (C! ; N ∈ P
;�´ � 8���$"������-���'���'C� ΩN (�'�-�'�<�(C! O 8�O (�'S*������ ��! �"��#%$�&7*

(+*,'�-�(�-�$�8�#z'�(C! O 8 -���5���8 ?@8 O N .���x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*)(�O 8 <�(C! O,��-¬��°,�Ù¶���¹�� ;
ÿ � ù ¡ è � ����¢"� ñ�� �C¤��C¢ ¡ � ñ«$"����&
O,��'C! (�|)8�! 8 � �"��#z'�$���'

F :
⋃

N∈P

ΩN →
⋃

N∈P

R
N
+ ,

?@8�! 8 ��8 '}(C!���O ��!%O>(�8 8�! O 'C! (C! O ��'N?���#zx�8 -[� N ∈ P �k?���#zx�8 <)����� ��! �"��#ñ
$�8 <�(+*,'�-�' (q, Q) ∈ ΩN ! 8 ��?�� F (q, Q) -�$�8�#z'�(C! O,� Q .�?@8�! 8 �"��|�$"����&
O,�Ê
'C! (�|���'CMN'�$���'�-������ ��! �"��#%$�8 <k(+*,'�-�& (q, Q)

;
2/����O 'yx�'�-�! '�6�'���;���?@(���8 -�&/.Å?@8�! 8 ��&
'%����x��@!)��(�6�8�:�;���8 O,��! ; (�|h$���#z' ;

·k&Ë��8 ��-[��:������ '�-���*�O���8 ��-�'�.�6�8�x"*,8�x�|�¨N'�<)x":"|�(S:"���"��|�6�'���'�-�'�$�$�8 5�8
-�$�8�#z'�(C! O,�>��5���8 ?@8 O ;

â�½,
�q,)/¿�ÀoÁ�wW¼�n�
�ÁÌ½W¼¸ik¿�mWj9
�¼�gji;k7l�eC2 :"|�:���� 8 5�8 N ∈ P .¦x":"|
:���� 8 < (q, Q) ∈ ΩN ��� F (q, Q) = x (S:�'yx�� 'C!�.Å��! 8�$�'z(C�@¨N'�(C! O�� 'C! y ∈ Q!���?@8 5�8�.���! 8 y ≥ x, y 6= x

;
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2 :"|�:���� &7* N,N ′ ∈ P !���?���*�. ��! 8 |N | = |N ′| 8 � 8���$"������-���'���'C� ΓN,N ′

(�'�-�'�<�(C! O 8hO�������-�$�8	K8�x�$�8���$"����$�&7*�8�! 8 � �"��#z'�$���< δ : N → N ′ ;�Ü $�8 5]x��
����x�'C!h��x�8 � $�8��"��(�(�-���! ����O,��! ; δ ∈ ΓN,N ′ ?���?��/��$�?�9���� ���

R
N O

R
N ′ .

8 6���'yx�'S:�'�$�$����ª��8 ��-[��:�8 < y = δ(x) ."'�(S:�� yδ(i) = xi
x":"|k?���#zx�8 5�8 i ∈ N

;
2 :"|©:���� 8 < (q, Q) ∈ ΩN 8 6���'yx�'S:���-�!���?�#z' δ(q, Q) ≡ (δ(q), δ(Q))

;
'�wW¼�wWq,)/wW¼�n�
�Á�g`430tl�e�2 :"|§:���� &7* N,N ′ ∈ P !���?���*�.���! 8 |N | =

|N ′| .@x":"|©:���� 8 5�8 δ ∈ ΓN,N ′ ��?���#zx�8 < (q, Q) ∈ ΩN

F (δ(q, Q)) = δ(F (q, Q)).

2 :"|©:���� 8 5�8 N ∈ P 8 � 8���$"������-���'���'C� ΛN (�'�-�'�<�(C! O 8�!���?���*�8�! 8 � �"�Ê
#z'�$���<

R
N O

R
N ′ ."��! 8zx":"|©:���� 8 5�8 λ ∈ ΛN (C�@¨N'�(C! O�� 'C!�!���?@8 < a ∈ R

N
++

.
��! 8zx":"|�:���� 8 5�8 i ∈ N ��:���� 8 5�8 x ∈ R

N

λi(x) = aixi.

0���-¸����x�'C!±��x�8 � $�8�!���?�#z'���(�6�8�:�;���8 O,��! ;±(S:�'yx����3¨N��'§8 � 8���$"����'�$���|
x":"| λ ∈ ΛN � (q, Q) ∈ ΩN ¶

λ(q, Q) ≡ (λ(q), λ(Q)).

mk¼�u�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Á�¼*
�wW¼�n q,
�j,ÀoÁ�wW¼�Ã�p�¿�Àhgpo,qrl�e�2 :"|�:���� 8 5�8 N ∈

P .�:���� 8 <)����� ��! �"��#%$�8 <�(+*,'�-�& (q, Q) ∈ ΩN ��:���� 8 5�8 λ ∈ ΛN

F (λ(q, Q)) = λ(F (q, Q)).

Ækj,ä@¿�u�qon q,)/¼�n�
�Á>¼*
z½W¼�n�
�¼�mW¼�wWwWqÅÊk¿�ÀoÁf
�j@mWwW¿}
�qWutgj.�.14�l�e�2 :"|/:���
� 8 5�8 N ∈ P .�x":"|�:���� &7* (q, Q), (q, Q′) ∈ ΩN .�'�(S:�� Q′ ⊂ Q � F (q, Q) ∈

Q′ .�! 8 F (q, Q′) = F (q, Q)
;

2 :"|�:���� &7* N,N ′ ∈ P !���?���*�.[��! 8 N ⊂ N ′ � x ∈ R
N 8 � 8���$"������-

��'���'C� Hx
N

5���6�'���6�:�8 (�?@8 (C! ;�O
R

N O �@x��

Hx
N = {y ∈ R

N : yN ′\N = xN ′\N}.

·k&ª8 � 8���$"���"��'�-�!���?�#z'}x":"|�:���� &7* N,N ′ ∈ P !���?���*�.Å��! 8 N ⊂ N ′

� x ∈ R
N ′ .o8 5��"��$�����'�$���' x $"�

R
N ��'���'C� xN

;o2 :"| Q ⊂ R
N ′ � x ∈ Q8 � 8���$"������- txN (Q) 6���8 '�?�9����¯-�$�8�#z'�(C! O,� Hx

N ∩Q $"�
R

N
;

1o'�6�'���;}-�&�-�8�#z'�-§(���8 ��-[��:�����8 O,��! ;N��?@(���8 -�&�(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! ��.�?@8	
! 8 ��&
'���$"��:�8 5�����$�&«��?@(���8 -���-�{'�$�(�� '���5S�h® 8�>�° .à$�8k��(�6�8�:�;������3!�$�'�$���:�'®
O &
'/! 8 ��?���ACBED�BGF,ANH�F"J ;



ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�j�mWj@Ã�j@wWqÅÄ�u�Æ)Ç}iÈqWÉ�mW¿�Ê 6³:

��u=��n�
�¼�mW¼�wWwÅÄ�Äs��n�
�¼�rWlWqWu�¼�n�
�Á�g`��e�oD��43�Yl�e"2 :"|):���� &7* N,N ′ ∈

P !���?���*�.¦��! 8 N ⊂ N ′ � |N | = 2 .Wx":"|�:���� 8 < (q, Q) ∈ ΩN ��:���� 8 <
(r, R) ∈ ΩN ′ .�'�(S:�� q = rN

� Q = txN (R) .�5]x�' x = F (r, R) ."! 8 F (q, Q) =

xN

;
� :�'yx����3¨z��|���?@(���8 -���6���'yx�(C!���O�:"|�'C!�(�8 � 8 <�� (���:�'�$���'}6���'yx�&¦x��@¨N'�< ;
�¬wW¼�É�¼�n�
�¼�mW¼�wWwÅÄ�Ä���n�
�¼�rWlWqWu�¼�n�
�Á�g`-«e�oD��43�Yl�e	2 :"|{:���� &7* N,N ′

∈ P !���?���*�.à��! 8 N ⊂N ′ .�x":"|):���� 8 < (q, Q)∈ΩN ��:���� 8 < (r, R) ∈ ΩN ′

'�(S:�� q = rN
� Q = txN(R) ."5]x�' x = F (r, R) .�! 8 F (q, Q) = xN

;
B ��x�'�-Ì8 � 8���$"���"��! ;�x":"|�:���� 8 5�8 N ∈ P ��'���'C� ΩN

0
(�'�-�'�<�(C! O 8§O (�'S*

����� ��! �"��#%$�&7*�(+*,'�-Ø��� ΩN .���x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*�(�O 8 <�(C! O,��- ��°,�z�Ë��¹���(
O &
6���?�:�&
-�� Q � q = 0

;�¹ =C! 8 -�(S:"���"��'N?���#zx����Ì����� ��! �"��#%$����Ì(+*,'�-[�
(q, Q) -�8�#%$�8�8 � 8���$"���"��! ;I6���8 (C! 8I��'���'C� Q ;�þ '���'C� ΩN

+
����x�'�-
.�?���?N�N�"��$�;	

MN'�.�8 � 8���$"���"��! ;3(�'�-�'�<�(C! O 8������ ��! �"��#%$�&7*{(+*,'�-�O ΩN .���x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*
(�O 8 <�(C! O,��-Ë��°,�Ù¶���¹��7� q > 0

;
·k&�$�'�6�����O 8�x���-k�Sx�'�(�;38 ����5���$"��:�; $�&
'¦��?@(���8 -�&�{'�$�(�� '���5S��.�6�8 (�?@8�:�;	

?��N8 $��{:�'�5�?@8�6�8�:"���"���3! (�|����
6�����O 'yx�'�$�$�&7*�6���8 (C! 8 <N����-�'�$�8 <z$�'�$���:�'�O 8 <
! 8 ��?���ACBED�BGF,ANH�F"J q $"�

0
(/����'C! 8 -�! 8 5�8�."��! 8 λi(0) = 0.

� e á e¦d}¼�É�Ào¿"n ¼�u�¿�wWwW¼�n�
�Á
´ (�$�8 O $�8 <{��'C����:�;�!���!I{'�$�(�� '���5S�36���'yx�(C!���O�:"|�'C!/(S:�'yx����3¨z��|{! '�8 ��'�-��N® 8�>�°�;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ � e s e��¦�C¤��C¢ ¡ ��¢"� Ω0

ó ��������Cè��� ��å �CèÞ��ç@� ¡ � ñ � ñ�wyx <�@\F�<^z,|¡ > L z(�9@\� è�� é ��� ¡ è�����£,ç@�3è�� é ��� < ç@� é ���{��¢�� å �� å �Cè�� å � � ù ¡ è � ����¢"� ñ
� �C¤��C¢ ¡ � ñªû ��¤z�XL

´ � �"��! ��-�(�|�! '�6�'���;%?�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 -[����'CMN'�$���� ;
ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj � e s e A�H # ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ �N¢"�

Ω+
ó �������Cè����#

��å �Cè���ç@� ¡ � ñ � ñhwyx <(z,|,<^@\F ¡ > L z(�9@\� L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L\��� .&�} ����y�§(S:�'yx����3!�����8 6���'yx�'S:�'�$���|zA�H�K6���8 6�8 ��9���8	
$"��:�; $�8 5�8>��'CMN'�$���| ; 2/��8 O '�����-�O &
6�8�:�$�'�$���'�� ; �T�,�y� ;

1[��?%?���?)A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 '���'CMN'�$���'/��x�8 O�:�'C! O 8 �,|�'C!8�} �.�-�&�-�8	
#z'�-¯�"��(�(�-���! ����O,��! ;�x":"|�?���#zx�8 5�8 N ∈ P ����� ��! �"��#%$�&
'�(+*,'�-�&ÞO �@x��
(eN , Q)

; 1o8 5]x�� PS(eN , Q) = µeN
x":"|k$�'�?@8�! 8 ��8 5�8>����(S:�� µ > 0

;
2I� (C! ;�! '�6�'���; N,N ′ ∈ P !���?@8 O &/.���! 8 N ⊂ N ′ � (eN ′ , R) ∈ ΩN ′

+

;
´ 6���'yx�'S:���-ª����� ��! �"��#%$����Î(+*,'�-[� (q, Q) (S:�'yx����3¨N��-ª8 � �"����8 -õ¶ q = eN� Q = t

µeN′

N (R) .
5]x�' µeN ′ = PS(eN ′, R)
;
» (�$�8�.
��! 8 µeN ∈ t

µeN′

N (R)8 6�! ��-���:�; $�8%6�8>2�����'C! 8>��."(S:�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�. µeN = PS(eN , Q).
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d{Àoj�v�n�
�u�qWj � e s e �}� # ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ � ó ��������Cè��� ��å �Cè
� L z(�9@\� L
ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj � e á e�R���� ¡{� �C¤��C¢ ¡ � F ¢"�

Ω+
ó ��������Cè��� ��å �Cè wyx <?@\F�<

z,| ¡ � L z(�9@\��< è����C� å ���
ù�� ò N ∈ P
�
|N | = 2 ¡ ���
ù�� ò (q, Q) ∈

ΩN
+ , F (q, Q) = PS(q, Q)

L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L 2I� (C! ; N ∈ P ( |N | = 2 .Å�§6�� (C! ; (q, Q) ∈ ΩN

+

; 0/'
��-���:"|�|�8 ��¨N$�8 (C! ��.�-�&�-�8�#z'�-k(�����!���! ;z��6�8L��?@(���8 -�'{�y�I�S.���! 8 N = {1, 2}�§��O�(���:"���} 
����! 8 q = eN

;
·k&Ë6�8 (C! ��8 ��-�!���?����Ø����� ��! �"��#%$����«(+*,'�-[� (r, R) ∈ ΩN ′

+
( |N ′| = 3 .��! 8 r = eN ′, PS(r, R) = µeN ′

x":"|k$�'�?@8�! 8 ��8 5�8 µ � tµeN′

N (R) = Q
;

¹ (���:"���y�Ó-�& -�8�#z'�-«(�����!���! ;�.
��! 8 N ′ = {1, 2, 3}
;¦Ô ��(�(�-�8�! ����-

-�$�8�#z'�(C! O 8 Q ⊂ R
N
+

; 2/8�(�O 8 <�(C! O��h��¹��7$"��<@x�'C! (�|)!���?@8 < x ∈ ∂Q ."��! 8 x =

µeN
.@6�������'�- µ > 1

; 2/8�:�8�#%��- ε = µ−1
; 1o8 5]x�� x = (1+ ε, 1+ ε), ε > 0

;
¹ (���:"�±� (S:�8 O ��|�� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ��-�$�8�#z'�(C! O 8 ∂Q -�8�#%$�8§6���'yx�(C!���O ��! ;
(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

∂Q = {(x1, x2) ∈ R
N
+ : x2 = f(x1)}

x":"|k$�'�?@8�! 8 ��8 <)$�'�6���'���&
O $�8 <)(C! ��8 5�8>��� &
O,���3¨N'�<)�/��$�?�9���� f ;
2I� (C! ; f(0) = α � f−1(0) = β

; 0/'���-���:"|�|�8 ��¨N$�8 (C! ��.�-�&¸-�8�#z'�-
(�����!���! ;�.���! 8 α ≤ β

; ² ��-�'C! ��-�!���?�#z'�.���! 8�.�O>(���:"�k� 'C������8 O $�'�O 8 (C! � α >
1+ε

; 2I� (C! ;3! '�6�'���; γ : {1, 2} → {2, 3} � γ ′ : {2, 3} → {3, 1}
;�´ � 8���$"������-

Q23 = γ(Q) � Q31 = γ′(Q23)
; 2I� (C! ; R1 ⊂ R

N ′

+
8 6���'yx�'S:"|�'C! (�|�?���? R1 =

Q1 ∪Q2 ∪Q3
.�5]x�'

Q1 = Q23 × {µe{1}}, Q2 = Q31 × {µe{2}}, Q3 = Q× {µe{3}}.

2/8�6�8 (C! ��8 '�$���� µeN ′ ∈ R1
��(�- ;�Ô ��( ;o8 � ;

0���Mz��9�'S:�;L(�8 (C! 8 ��!�O
6�8 (C! ��8 '�$����}-�$�8�#z'�(C! O,� R ?���?�$�'�?@8�! 8 ��8 <�Ð�8 � 8	
:�8 ��?���Ñ�-�$�8�#z'�(C! O,� R1

;�2 :"|�=C! 8 5�8>�"��(�(�-�8�! ����-�(�$"���"��:���6���8 ����O 8�:�; $�8 '
a ∈ [0, 1+ε]

; 1o8 5]x��/=C! 8 a 8 6���'yx�'S:"|�'C!©��O�(���:"�z� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ����O/! 8 ��$�8	
(C! �%x�O '3! 8 ��?�� y(a) ∈ ∂Q1

� z(a) ∈ ∂Q3
��-�&��"��(�(�-���! ����O,��'�- Q1, Q2, Q3?���?§x�O���-�'���$�&
'k-�$�8�#z'�(C! O,�,�}!���?���'�.���! 8 y2(a) = z2(a) = a ������-�'C! ��-
.

��! 8 y(a) = z(a) x":"| a = 1 + ε � ; 2I� (C! ;>! '�6�'���;

P2 =
⋃

a∈[0,1+ε]

P (a),
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5]x�' P (a) ¶�=C! 8%8�! ��'C��8 ? [z(a), y(a)]
;

~ $"��:�8 5�����$�8>8 6���'yx�'S:"|�'�-�-�$�8�#z'�(C! O,� P1
� P3

;

( ,1+ ,0)

P2

v

( ,0,0)

. 1. R

x1

( ,0,0)

(1+ ,1+ ,1+ )

x2

(1+ , ,0)

(0, ,1+ )

(0,1+ , )

(1+ ,0, )

( ,0,1+ )

x3

2 ��:�; $�'�<�MN'�'{6�8 (C! ��8 '�$���'{�"����� ��O,��'C! (�|)$"�z! ����Mz��5S� ;

� 8 � Ô ��(�(�-�8�! ����-�x":"|h?���#zx�8 5�8 b ∈ [1 + ε, α] ��$"��6�8 -�$���-
.Å��! 8)O)(���:"�
� 'C������8 O $�'�O 8 (C! � α > 1 + ε �
x�O '�! 8 ��?�� z(b) ∈ ∂Q3

� w(b) ∈ ∂Q2��8 $��h8 6���'yx�'S:"|��3! (�|§8�x�$�8���$"����$�8@��( z1(a) = w1(b) = b
; 2/8�:�8�#%��-

E(b) = [z(b), w(b)]
;

� A ��1[��?}?���? α > 1+ε ��OI(���:"�{� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ���S.�! 8 f(α) < 1+ε
; 2I� (C! ;

v = (β, f(α), 0).
Ô ��(�(�-�8�! ����-�8�! ��'C��8 ? S3 = [(α, 1 + ε, 0), v]

; 1o8 5]x��
?���#zx�&
< b ∈ [α, β] 8 6���'yx�'S:"|�'C!�x�O '}! 8 ��?�� z(b) ∈ ∂Q3

� w(b) ∈ S3( z1(b) = w1(b)
; 2/8�:�8�#%��- E(b) = [z(b), w(b)]

;
º (S:�� α = β .�! 8�-�&§8 6�� (�?���'�-�=C! 8�!�Mz��5¦�}6�8�:���5S��'�- v = (α, 1+ε, 0)

;

� > � ¹ 8���; -�'�-Í! '�6�'���;�! 8 ��?�� h = (δ, 0, 0) ( δ > β .Å�§�"��(�(�-�8�! ����-�x�O,�
8�! ��'C��?�� S ′

3 = [v, h] � S2 = [(β, 0, 1+ε), h]
; 1o8 5]x���?���#zx�&
< b ∈ [β, δ]8 6���'yx�'S:"|�'C!�x�O '�! 8 ��?�� z(b) ∈ S2

� w(b) ∈ S ′
3
( z1(b) = w1(b)

�Õx":"|
b = δ 8 $��k(�8 O 6"��x����3!@� ; 2/8�:�8�#%��- E(b) = [z(b), w(b)]

;
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´ 6���'yx�'S:���-�! '�6�'���; E1 =
⋃

b∈[1+ε,δ]

E(b).
~ $"��:�8 5�����$�8>8 6���'yx�'S:"|�'�-�-�$�8�#z'�(C! O,� E2

� E3
;

´ 6���'yx�'S:���-
.�$"��?@8 $�'�9�. R ?���?N$�8 ��-���:�; $�����8 � 8�:�8 ��?��{-�$�8�#z'�(C! O,� P1∪

P2 ∪ P3 ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3

;
2/��8 O '�����-§! '�6�'���;�.���! 8 R 8 ��:���x���'C!zO (�'�-���(�O 8 <�(C! O,��-���.�! ��'���� '�-�&
-��

x":"|k6�����$"��x":�'C#%$�8 (C! ������� ��! �"��#%$�8 <k(+*,'�-�& (eN ′ , R) (�'�-�'�<�(C! O�� ΩN ′

+

;
0/8 ��-���:�; $�8 (C! ;��Gí<K��(���'���6�&
O,��'�-�8 (C! ;@�I(S:�'yx�� 'C!k���z6�8 (C! ��8 '�$���| ; 2/��8	

O '�����-Í� 'C������8 O $�'�O 8 (C! ; ;oÔ ��(�(�-�8�! ����-¬(�$"���"��:��k-�$�8�#z'�(C! O 8 P2
;W¹ 8���; -�'�-

6���8 ����O 8�:�; $�&
< x2 = a < 1 + ε
;�» (�$�8�.���! 8�8�! ��'C��8 ? P (a) = [y(a), z(a)] ⊂

P2
."�k8 $k6"���"��:�:�'S:�'�$�6�:�8 (�?@8 (C! � x2 = 0

;92 ��:�'�'�. y1(a) = 1 + ε � z3(a) =

1 + ε x":"|�:���� 8 5�8 a ;"4 ��#zx����Ë! 8 ��?��)O P (a) -�8�#%$�8%'yx���$�(C! O '�$�$�&
-�8 �	
�"����8 -�6���'yx�(C!���O ��! ;©O%O �@x�' u(a) = λy(a) + (1 − λ)z(a) x":"|�$�'�?@8�! 8 ��8 5�8
λ ∈ [0, 1]

; 2/8 =C! 8 -[��:���� &
'�x�O '��"���C:�����$�&
'©! 8 ��?�� u1(a), u2(a) ∈ P (a)8�!�:����"���3! (�|���6�'���O &
-���.��±! ��'C! ; ��-���?@8 8 ��x���$"��!���-�� ;
� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.
$�'�(C�@¨N'�(C! O�� 'C!�8�! ��'C��?��>O P2

."6"���"��:�:�'S:�; $�8 5�8>8 (�� x1
��:�� x3

;
2/��'yx�6�8�:�8�#%��-�! '�6�'���;�.���! 8>(C�@¨N'�(C! O�� 'C!�8�! ��'C��8 ? I O P2

.�6"���"��:�:�'S:�;	
$�&
<�8 (�� x2

; Ï¦! 8±8���$"���"��'C!�.
��! 8§x":"|�:���� 8 <�! 8 ��?�� v ∈ I -�& ��-�'�'�-
v1 = c1

� v3 = c3
x":"|)$�'�?@8�! 8 ��&7*�����(�'S: c1, c3 > 1 + ε

;�Ô ��(�(�-�8�! ����-±x�O '
�"���C:�����$�&
'{! 8 ��?�� v1, v2 ∈ I

; 1o8 5]x��

v1 = λ1y(a1) + (1 − λ1)z(a1), v
2 = λ2y(a2) + (1 − λ2)z(a2)

x":"|k$�'�?@8�! 8 ��&7* λ1, λ2 ∈ [0, 1] � a1, a2 > 1 + ε
;

2/��'yx�6�8�:�8�#%��- a1 < a2
; 1[��?�?���? f (C! ��8 5�8���� &
O,��'C!�.
! 8 y3(a1) >

y3(a2)
. y1(a1) = y1(a2) = 1 + ε, z1(a1) > z1(a2)

� z3(a1) = z3(a2) = 1 + ε
;

1o8 5]x��

c1 = λ1(1 + ε) + (1 − λ1)z1(a1) = λ2(1 + ε) + (1 − λ2)z1(a2),

c3 = λ1y3(a1) + (1 − λ1)(1 + ε) = λ2y3(a2) + (1 − λ2)(1 + ε).
Ü �I6�'���O 8 5�8N�"��O '�$�(C! O,�N(S:�'yx�� 'C!�.���! 8 λ2 < λ1

.��}���IO�! 8 ��8 5�8�.���! 8 λ2 > λ1
.

��-�&¯6�����*,8�x���-�?�6���8�! ��O 8 ��'������ ;WÔ ������-�'�'C! (�|�.ÅO (�'z(�?�������$�$�8 '�O '���$�8��
x":"|k-�$�8�#z'�(C! O P1

� P3
;

2 8 ?�������! 'S:�; (C! O 8k! 8 5�8�.Å��! 8 E1
�G�©!���?�#z' E2

� E3
�I$�'�(�8�x�'��,#%��!�8�!	

��'C��?@8 O�.�6"���"��:�:�'S:�; $�&7*�8 (�|�-
.
��$"��:�8 5�����$�8§! 8�:�; ?@8���! 8�6�����O 'yx�'�$�$�8 -[� .
8�x�$"��?@8%�Sx�'�(�;©(S:�'yx�� 'C!©����'�(C! ;�$�'{! 8�:�; ?@8�-�8 $�8�! 8 $�$�8 (C! ;©�/��$�?�9���� f .�$�8!���?�#z'{��6�8 (C! ��8 '�$���'}8�! ��'C��?@8 O S2, S3

� S ′
3
��(�- ; Mz��5��§� A �7�§� > �7O &�MN'�� ;
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1[��?���-�8 � �"����8 -
.�-�$�8�#z'�(C! O 8 R !���?@8 O 8�.���! 83����� ��! �"��#%$"��|�(+*,'�-�� (eN ′ ,R)

∈ ΩN ′

+
��$"��6�8 -�$���-
."��! 8�! 8 ��?�� x = (1 + ε, 1 + ε, 1 + ε) :�'C#%��!>O R � ;

1[��?�?���? R ��$�O,�����"��$�! $�8>8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�6�8 O 8 ��8�! 8 O�8 (�'�<�. F (eN ′ , R)=x
;

2/��8 O '�����-«! '�6�'���;�.
��! 8 t
µeN′

N (R) = Q
; 0���-ªx�8 (C!���! 8 ��$�8�6�8 ?�������! ;�.

��! 8k?���#zx�&
< v ∈ ∂Q3
8 6�! ��-���:�'�$�6�8)2�����'C! 8�O R ;"2 :"|�=C! 8 5�8kO 8���; -�'�-

6���8 ����O 8�:�; $�����! 8 ��?�� v ∈ ∂Q3

;�º (S:�� x1 > 1 + ε .o! 8 y1 ≤ 1 + ε x":"|
:���� 8 5�8 y ∈ E2 ∪R1 ∪E3.

2 :"|>:���� 8 5�8 y ∈ (E1 ∪R3)
-�&���-�'�'�- y3 < x3��:�� y3 = x3

.�$�8�O�6�8 (S:�'yx�$�'�-Ì(S:"���"��' y1 < x1
.[��:��±'�(S:�� y1 > x1

.[! 8
y2 < x2

��!���?k?���? f (C! ��8 5�8���� &
O,��'C!@� ;
Ô ��(�(�-�8�! ����-
.
$"��?@8 $�'�9�.
6���8 ����O 8�:�; $�&
< y ∈ R2, y 6= x

; 1o8 5]x�� y ∈

[y(a), z(a)] x":"|)$�'�?@8�! 8 ��8 5�8 a ∈ [0, 1 + ε]
;�º (S:�� y = z(a) ."! 8 z1(a) < x1

.
��:�� z1(a) > x1

."$�8 z2(a) < x2

;
2I� (C! ;�! '�6�'���; y 6= z(a)

;Wº (S:�� a > x2
.�! 8 y2 < x2

;àº (S:�� a ≤ x2
.�! 8

z1(a) ≤ x1, y1(a) = 1 + ε
; 1o8 5]x��

y1 = λy1(a) + (1 − λ)z1(a) = λ(1 + ε) + (1 − λ)z1(a) < x1

x":"|©:���� 8 5�8 λ ∈ (0, 1] ��6�8 (�?@8�:�; ?�� x1 > 1 + ε � ;� :"���"��< x1 < 1 + ε ��$"��:�8 5�����'�$ ;
4 ��?��@#z'75�8 O 8 ����:�8 (�;�O &�MN'�. F (eN ′, R) = µeN ′

; 1o8 5]x��3O3(���:"��� ; �T�,�y�
F (eN , Q) = F (eN , t

µeN′

N (R)) = µeN

;
1[��?���-±8 � �"����8 -
.�(�6��"��O 'yx":���O,��(S:�'yx����3¨z��|k! '�8 ��'�-�� ;

Ç7j@¼�mWj9)/¿ � e á e��¦�C¤��C¢ ¡ � F ¢"�
Ω+

ó ��������Cè��� ��å �Cè wyx <f@\F�<�z,| ¡ � L z(�9@\��<è�� é ��� ¡ è�����£,ç@�3è�� é ��� < ç@� é ������¢�� å �� å �Cè�� å�ACBED�BGF,A3H�F"J # ��� � � � �� "¡ ��¢"����£X#
¢"� ñ�� �C¤��C¢ ¡ � ñ L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L�Ô ��(�(�-�8�! ����-§6���8 ����O 8�:�; $�8 ' N ′ ∈ P .,�>6�� (C! ; (r, R) ∈

ΩN ′

+

;�¹ (���:"���y�Ú-�&Î-�8�#z'�-ª(�����!���! ; q = eN ′

; 2I� (C! ; x = F (eN ′ , R)
;

1o8 5]x���./O�(���:"�5� ; �T�,�y��.3x":"|¬:���� 8 5�8 N ⊂ N ′, |N | = 2 -�&ß��-�'�'�-
F (eN , Q) = xN

.75]x�' Q = txN(R)
;
Ü ��2/��'yx":�8�#z'�$���| 69;@A (S:�'yx�� 'C!�.L��! 8

F (eN , Q) = PS(eN , Q) = µeN
x":"|�$�'�?@8�! 8 ��8 5�8 µ ;à� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8 xi =

xj = µ x":"| i, j ∈ N ��?���#zx�8 5�8 N ⊂ N ′ ;Å� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8 xi = xj = µx":"|kO (�'S* i, j ∈ N ′, �z6�8 =C! 8 -[� x = µeN ′

;
´ ��'�O �@x�$�8�.���! 8h��?@(���8 -[�O� ; �T�,�y�Ø-�8�#%$�8�����-�'�$���! ;h� 8�:�'�'�(���:�; $�8 <

��?@(���8 -�8 <t� ; �T�,�y� ;�¹ =C! 8 -�(S:"���"��'N����� ��! �"��#%$�8 '���'CMN'�$���'z0/=CMz�>��A�H�
6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 '���'CMN'�$���'z*@���"��?�! '����������3! (�|�8�x�$�8 <���! 8 <�#z'z(���(C! '®
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-�8 <���?@(���8 - ;"Ô ���C:�������'�(�8 (C! 8 ��!>ON! 8 -
.���! 8�6�'���O 8 '/8 6���'yx�'S:�'�$�8�$"� Ω0
.��

O�! 8 ��8 '�$"� Ω+

;
� e¦d}¼�É�Ào¿"n ¼�u�¿�wWwW¼�j�½WmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�j�mWj@Ã�j@wWqWjkv[ÀWÄ�Æ)Ç}iÈqWÉ�m

¹ =C! 8 -��"���Sx�'S:�'}-�&Í�"��(�(�-�8�! ����-�(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 '{��'CMN'�$���'�x":"|)0/132
��5���.�?@8�! 8 ��8 '�x":"|}(S:"���"��|/x�O��,*}��5���8 ?@8 O�(�8 O 6"��x���'C!I(�8�ACBED�BGF,ALH�F"JÊK6���8 6�8 �9
9���8 $"��:�; $�&
-���'CMN'�$���'�- ;

2 :"|�$"���"��:��h-�&�$"��6�8 -�$���-«8 6���'yx�'S:�'�$���'���'yx���9�����8 O,��$�$�8 <���5���&�O
(�-�&
(S:�'{µ/����!���¶�·)��(® 4 8�:�'S:�:��k® ì °�;

2 :"|%:���� 8 5�8z��'CMN'�$���|§��$"�N$�'�?@8�! 8 ��8 -�(�'�-�'�<�(C! O '{0/132Ë��5���� ϕ .���5���&
(N, V ) .à�h6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O,� T ⊂ N .Å��'yx���9�����8 O,��$�$"��|h��5��"� (T, V ϕ

T ) 8 6���'®
x�'S:"|�'C! (�|�(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

V ϕ
T (S) = {x ∈ R

S
+ : (x, ϕi(S ∪ (N\T ), V )i∈N\T ) ∈ V (S ∪ (N\T ))}

x":"|�:���� &7* S ⊂ T
; 1[��?���-¸8 � �"����8 -
. V ϕ

T (S) 6���'yx�(C!���O�:"|�'C!�(�8 � 8 < S 
(�'���'�$���' V (S ∪ (N\T )) .à?@8 5]x���?@8 8 ��x���$"��! &���O &
��5���&�MN���/O (�'S*���5���8 ?@8 O
O $�' T ��������?@(�����8 O,��$�&�$"������8 O $�'3O &
��5���&�MN'�<�.�6���'yx�6���(�&
O,��'�-�&7*���'CMN'®
$���'�-�O�6�8�x�&
5���' S ∪ (N\T )

;
Ô 'CMN'�$���' ϕ $"����&
O,��'C! (�| ��� é ��� �������¢"¢"� ñ/."'�(S:��

ϕj(T, V
ϕ
T ) = ϕj(N, V )

x":"|kO (�'S*���5�� (N, V ) �kO (�'S* j ∈ T ⊂ N
;

´ ! -�'C! ��-
.���! 8A� ; �T�,�y��¶)=C! 8©?@8 $�'���$�8�#z'�.�(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! ;�O�=C! 8 -
(�-�&
(S:�' ;

{'�5�?@8�O �@x�'C! ;�.[��! 8�'�(S:�� (N, V ) ∈ G
nl
N+

.Å! 8���'yx���9�����8 O,��$�$�&
'©��5���&
!���?�#z'[:�'C#���!3O
(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N'�-�(�'�-�'�<�(C! O '¦��5�� ; ² x�'�(�;LO '�� *�$���<{��$@x�'�?@(
nl 8���$"���"��'C!�.���! 8>x":"|��"��(�(�-���! ����O,��'�-�&7*�0/132Ì��5���O &
6�8�:�$�'�$�8�� (S:�8 O ��'
� 'C������8 O $�'�O 8 (C! � ;

´ 6���'yx�'S:���-���(�?@8 -�8 '{��'CMN'�$���' P ��$@x���?�! ��O $�8 ; 2I� (C! ; (N, V ) ∈ G
nl
N+¶©6���8 ����O 8�:�; $"��|���5��"� ; 2/8�:�8�#%��-§x":"| i ∈ N

vi = max{x : x ∈ V (i)}.

2 :"|�x���:�; $�'�<�MN'�5�8%���C:�8�#z'�$���|k$"��-�����x�'C!���x�8 � $�8�6�8�:�8�#%��! ;�!���?�#z'
µi = 1 x":"|�?���#zx�8 5�8 i ;1o'�6�'���;}x":"|k?���#zx�&7* i, j ∈ N 8 6���'yx�'S:���-

µij = max{µ > 0 : µ(µivi, µjvj) ∈ V (i, j)},
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� wij = µij(µivi, µjvj) ∈ ∂V (i, j) .�! ; ' ; wij |�O�:"|�'C! (�|�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�;	
$�&
-���'CMN'�$���'�-������ ��! �"��#%$�8 <k(+*,'�-�& ((vi, vj), V (i, j))

;
2 ��:�'�'�.�x":"|©:���� &7* i, j, k ∈ N 8 6���'yx�'S:���-

µijk = max{µ > 0 : µ(µiµijµikvi, µjµijµjkvj, µkµikµjkvk) ∈ V (i, j, k)}.

1o8 5]x��

wijk = µijk(µiµijµikvi, µjµijµjkvj, µkµikµjkvk) ∈ ∂V (i, j, k).

2 :"|�6���8 ����O 8�:�; $�8 5�8>6�8�x�-�$�8�#z'�(C! O,� S ⊂ N 8 6���'yx�'S:"|�'�-

µS = max{µ > 0 : µ((
∏

T 6=S:i∈T⊂S

µTvi)i∈S) ∈ V (S)},

�
wS = µS((

∏

T 6=S:i∈T⊂S

µTvi)i∈S) ∈ ∂V (S).

2/8�:�8�#%��-
.�$"��?@8 $�'�9�. P (N, V ) = wN
;

ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj � e s e��¦�C¤��C¢ ¡ � P ��ùy������� �Cèß�����ê��Cè��� ñ ��� é ��� �������¢"¢���#
�Cè ¡ L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L 0���-%x�8 (C!���! 8 ��$�836���8 O '�����! ;3(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! ;�x":"| T =

N\{m} x":"|�6���8 ����O 8�:�; $�8 5�8©��5���8 ?�� m ∈ N
;�¹ =C! 8 -�(S:"���"��'z��'yx���9�����8	

O,��$�$"��|���5��"��8 6���'yx�'S:"|�'C! (�|�(S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

V P
T (S) = {x ∈ R

S
+ : (x, Pm(S ∪ {m}, V )) ∈ V (S ∪ {m})}

x":"|©:���� &7* S ⊂ N\{m}
;

2/8�8 6���'yx�'S:�'�$����

Pm(S ∪ {m}, V ) =
∏

K:m∈K⊂S∪{m}

µKvm.

{'�5�?@8�O �@x�'C! ;�.���! 8zx":"|)6���8 O '���?��)(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! � P x�8 (C!���! 8 ��$�8©6���8	
O '�����! ;�.���! 8

x = (
∏

K:i∈K⊂S∪{m}

µKvi)i∈S ∈ V (S ∪ {m}).

Ï¦! 8�.�8�x�$"��?@8�."$�'�-�'yx":�'�$�$�8%(S:�'yx�� 'C!©���{8 6���'yx�'S:�'�$���|)��'CMN'�$���| ;
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´ ��'�O �@x�$�8�!���?�#z'�. ��! 8/��'CMN'�$���' P ?@8 O,�����"��$�! $�8/8�! $�8 (���! 'S:�; $�8/MN?���: ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿ � e s e;: ó ð����Cè� ó �Cè«�$� ¡ ¢��Cè���C¢"¢�������� é ��� �������¢"¢���� � �C¤��C¢ ¡ �L¢"�
G

nl
N+ < ���� � �������
ð����
���� ó 	�� � û�ü�ý�¡�éÙ� �� ó�ò � ¡"  � A�H # ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢"� ñ

� �C¤��C¢ ¡ � ñ L{�¦è ¡�ñ�� �C¤��C¢ ¡ � ñËå �� å �Cè�� å P L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����Ln2 8 ?�������! 'S:�; (C! O 8�6��"��?�! ����'�(�?��}6�8 O�! 8 �,|�'C!�x�8 ?�������! 'S:�;	
(C! O 8�{'�-�-�& ì ; = O�® ì ° .�?���(����3¨N'�<�(�|���'CMN'�$���| 4 ��:����9 � ��-�'C!�����-�&¬8 (C!��Ê
$�8 O ��-�(�|�$"�>=C! 8 -���'CMN'�$�����$���#z'{O%�"���Sx�'S:�' = � ; 2I� (C! ; P � R ¶%x�O,�>��'®
MN'�$���|�.���x�8 O�:�'C! O 8 �,|��3¨N��*�! ��'���� '�-�&
-Î(�O 8 <�(C! O,��- ; 2/��'yx�6�8�:�8�#%��-
.76�8
��$@x���?�9�����.L��! 8±8 $���(�8 O 6"��x����3!§x":"|�O (�'S*���5���(�$�'�� 8�:�'�'�.
��'�- n − 1��5���8 ?���-�� ; 2I� (C! ; (N, V ) ¶���5��"� n :���9�."��6�� (C! ; i, j ∈ N, i 6= j

;
Ô ��(�(�-�8�! ����-©x�O '���'yx���9�����8 O,��$�$�&
'¦��5���& ({i, j}, V P

{i,j})
� ({i, j}, V R

{i,j})
;

2 :"|N��6���8�¨N'�$���|�8 � 8���$"����'�$���<�. 8 � 8���$"������-���*N��'���'C� V P � V R
; » (�$�8�.���! 8

8 $��©(�8 O 6"��x����3!�x":"|©8�x�$�8 =S:�'�-�'�$�! $�&7*�?@8,��:���9���<���6�8N��$@x���?�9�����.�! ; ? ; (C��
¨N'�(C! O '�$�$�&�! 8�:�; ?@8 n−1 ��5���8 ?@8 O@� ;�� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.�6�8 (�?@8�:�; ?�� P |�O�:"|9
'C! (�|�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�&
-�x":"|���5���x�O��,*�:���9�. Pi(V

P )>
< Pi(V

R) ! 8 5]x��
��! 8�:�; ?@8�! 8 5]x���.�?@8 5]x�� Pj(V

P )>
< Pj(V

R)
;

2 ��:�'�'�. P = R x":"|���5��kx�O��,*k:���9�.��%?���8 -�'{! 8 5�8�.�� P .�� R (�8 5+:���(�8	
O,��$�& ; 2/8 =C! 8 -[�

Pi(V ) = Pi(V
P )>

< Pi(V
R) = Ri(V

R) = Ri(V )

! 8 5]x��/�N! 8�:�; ?@8/! 8 5]x���. ?@8 5]x�� Pj(V )>
<Rj(V )

; Ï¦! 8�O '���$�83x":"|}:���� &7*{x�O��,*
��5���8 ?@8 O�.�6�������'�-¯� P (V ) .[� R(V ) 8 6�! ��-���:�; $�&Þ6�8�2�����'C! 8 ;�� :�'yx�8 O,�Ê
! 'S:�; $�8�. P (V ) = R(V )

;
B ��x�'�-)$"����&
O,��! ;���'CMN'�$���' P ��� é ��� �������¢"¢"� ñ���� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢"� ñ�� �$#

¤��C¢ ¡ � ñ ;
2/��'C#zx�'{��'�-�(���8 ��-[��:�����8 O,��! ;�(S:�'yx�(C! O ��'N���N=C! 8 <�! '�8 ��'�-�&/.�$"��6�8 -�

$���-k��8 ��-[��:�����8 O ?��{��?@(���8 -���$�8 $���-�$�8 (C! ��.�?@8 O,�����"��$�! $�8 (C! �{8�! $�8 (���! 'S:�;	
$�8§MN?���:Í��(���:�; $�8 <�-�8 $�8�! 8 $�$�8 (C! ��x":"|�(S:"���"��|�0/132×��5�� ; � ~ ?@(���8 -��
8 6�! ��-���:�; $�8 (C! ��6�8>2�����'C! 8>8 ��'�O �@x�$"�,� ; 2I� (C! ; F ¶©��'CMN'�$���'{$"�

G
nl
N+

;
'�wW¼�wWq,)/wW¼�n�
�ÁSg`430tl�e 2I� (C! ; τ ¶}6���8 ����O 8�:�; $"��|�6�'���'�(C!���$�8 O ?��{-�$�8	

#z'�(C! O,� N ; 1o8 5]x�� τ ��$@x���9������ 'C!�6���'�8 � �"����8 O,��$���'%6���8 (C! �"��$�(C! O,�
R

N .W�
��$"������!>����5���& (N, V ) : τx = (xτ−1(i))i∈N .

Ô 'CMN'�$���' F $"����&
O,��'C! (�|k��$�8	
$���-�$�&
-
.à'�(S:���x":"|�:���� 8 <�6�'���'�(C!���$�8 O ?�� τ -�$�8�#z'�(C! O,� N ��-�'�'C!k-�'�(C! 8
�"��O '�$�(C! O 8

τ(F (V,N)) = F (N, τV ).



ikmW¼�½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wWÂ�j�mWj@Ã�j@wWqÅÄ�u�Æ)Ç}iÈqWÉ�mW¿�Ê ì Ö

mk¼�u�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�n�
�Áª¼*
�wW¼�n q,
�j,ÀoÁ�wW¼ªÃ�p�¿�À�gpo,qrl�e3Ô 'CMN'�$���' F $"�Ê
��&
O,��'C! (�|�?@8 O,�����"��$�! $�&
-Ø8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�MN?���:Å.7'�(S:��±x":"|�:���� 8 <���5���&
(N, V ) ��-�'�'C!k-�'�(C! 8��"��O '�$�(C! O 8 F (N, λ ∗ V ) = λ ∗ F (N, V ) x":"|):���� &7*
λ ∈ R

N
++.d}qÅÀoÁ�wW¿�Ä�)/¼�wW¼*
�¼�wWwW¼�n�
�Á�gpoD-hl�eàº (S:��©x�O '���5���& (N, V ) � (N,W )!���?@8 O &/.L��! 8 V (N) ⊃ W (N) � V (S) = W (S) x":"|�O (�'S* S 6= N .�! 8

F (V ) ≥ F (W ).

d{Àoj�v�n�
�u�qWj � e s e��¦�C¤��C¢ ¡ � P å �� å �Cè�� å �$� ¡ ¢��Cè���C¢"¢"� ñ ��� é ��� �������¢"¢"� ñ
� �C¤��C¢ ¡ � ñ ¢"�

G
nl
N+ < ó ��������Cè��� ��å �
ð ¡�ñ ��ç@� ¡ � ñ � ñhwyx <^@\F�<�z,| ¡ z}> L

2 8 ?�������! 'S:�; (C! O 8>$�'�-�'yx":�'�$�$�8�(S:�'yx�� 'C!����/(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 (C! ��.�2/��'yx":�8	
#z'�$���| 69;@A �k1o'�8 ��'�-�& ì ;E8?;
  e~¡Ij@Ã�j@wWqWj�v[ÀWÄ¬Æ)Ç}i qWÉ�m�¢
qWwWu�¿�mWqW¿�w,
�wW¼�j�¼*
�wW¼�n q,
�j,ÀoÁ�wW¼�½WmW¼}2
½W¼�mW¾WqW¼�wW¿�ÀoÁ�wW¼�É�¼O�,pàn ¾Wj�n,n ¿

¹ ® >�°�ºõ;o» $�8 O (�?���|h8 6���'yx�'S:���:��)��$"����'�$���'�x":"|§6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&7*§132
��5���.���$�O,�����"��$�! $�8 '
8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8/=�?@(�9�'�(�(���.,��$"��:�8	
5�����$�8�! 8 -[� .�?���?�8 6���'yx�'S:"|��3! (�|�?@8 O,�����"��$�! $�&
'�8�! $�8 (���! 'S:�; $�8h(]x�O ��5�8 O
��'CMN'�$���| ;�¹ x���$�$�8 -��"���Sx�'S:�'}-�&Í8 � 8 ��¨N��-�8�x�$�8%���}!���?���*k��$"����'�$���<�$"�
(S:"���"��<�0/132¯��5�� ;

0���6�8 -�$���-§8 6���'yx�'S:�'�$���'/��$�'�?@8�! 8 ��&
'/(�O 8 <�(C! O,�{��$"����'�$���|>x":"|�6�8�:�8	
#%��! 'S:�; $�&7*{132���5���.���$�O,�����"��$�! $�8 5�838�! $�8 (���! 'S:�; $�8�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8
=�?@(�9�'�(�(�� ;o´ � 8���$"������-�?�:���(�(N6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&7*�132«��5�����'���'C� G+.

þ '���'C�
GN+ ⊂ G+

����x�'�-§8 � 8���$"���"��! ;{?�:���(�(�6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&7*%��5���(L-�$�8�#z'�(C! O 8 -
��5���8 ?@8 O N.

² $"����'�$���' Φ x":"|�?�:���(�(�� GN+
$"����8 O '�-±¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢"� ñ ��èz¢���� ¡ è�����£X#

¢�� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢�� é ����ç@�   �����]� .�'�(S:��Ix":"|�x�O��,*/6���8 ����O 8�:�; $�&7*���5�� (N, v) .
(N,w) ∈ GN+

�}:���� &7*NO '�?�! 8 ��8 O/O &
��5���&�MN'�< x ∈ X(N, v), y ∈ X(N,w)���{�"��O '�$�(C! O
v(S)

x(S)
=
w(S)

y(S)
x":"|kO (�'S* S ⊂ N

(S:�'yx�� 'C!
x = Φ(N, v) ⇐⇒ y = Φ(N,w). �ÙÖ ;E8 �

� ² x�'�(�; X(N, v) = {x ∈ R
N
++ : x(N) = v(N)} � ;´ ��'�O �@x�$�8�.���! 8�8 6���'yx�'S:�'�$���'}�ÙÖ ;E8 �W=�?�O ��O,��:�'�$�! $�8�8 6���'yx�'S:�'�$�����?@8 O,�Ê

���"��$�! $�8 (C! �k8�! $�8 (���! 'S:�; $�8>(]x�O ��5S��x":"|©(S:"���"��|©?�:���(�(�����'�(�?@8 5�8>=�?@(�9�'�(�(�� ;
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´ ��'�O �@x�$�8�.���! 8�x":"|���$"����'�$���<�.���$�O,�����"��$�! $�&7*}8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�6���8 6�8 �9
9���8 $"��:�; $�8 5�8I=�?@(�9�'�(�(���.�(�O 8 <�(C! O 83:���$�'�<�$�8 (C! �z$�'7O &
6�8�:�$�|�'C! (�| ; 2/8 =C! 8 -[�
����-�'�$���-�'�5�8>� 8�:�'�'�(S:���� 8 <k��?@(���8 -�8 < ;

â�É�mW¿�wWqWlWj@wWwW¿�Ä�ÀoqWwWj@rWwW¼�n�
�ÁÅe ² $"����'�$���' Ψ x":"|�$�'�?@8�! 8 ��8 5�8�?�:���(®
(�����5�� GN

$"����&
O,��'C! (�| � éÙ� ��¢ ¡ 	��C¢"¢���� ¡ ¢��Cê"¢"� ñ/.['�(S:��hx":"|§:���� &7*���5��
(N, vk) ∈ GN

x":"| k = 1, . . . , m (L8�x�$���-§��! '�-h#z'
��$"����'�$���'�- Ψ(N, vk) =

x ���N! 8 5�8�.���! 8©��*k:���$�'�<�$"��|�?@8 -�� ��$"��9���| (N,
m∑

k=1

αkvk),
5]x�' m∑

k=1

αk = 1,

6�����$"��x":�'C#%��!I=C! 8 -[��#z'¦?�:���(�(C� GN ,
(S:�'yx�� 'C!�.���! 8I8 $"�L��-�'�'C!�! 83#z'¦(���-�8 '

��$"����'�$���'³¶
Ψ(N,

m∑

k=1

αkvk) = x.

� O 8 <�(C! O 8{8 5��"��$�����'�$�$�8 <�:���$�'�<�$�8 (C! �%��$"����'�$���| Ψ 8���$"���"��'C!�.@��! 8Ix":"|
?���#zx�8 5�8kO '�?�! 8 �"�kO &
��5���&�MN'�< x ∈ R

N =C! 8k��$"����'�$���'>:���$�'�<�$�8)$"��6�8�x�
?�:���(�(�'{��5�� V x (�6�8 (C! 8�|�$�$�&
-���$"����'�$���'�- x :

V x = {(N, v) ∈ GN : Ψ(N, v) = x}.

0�����8 O '�-±6�8�x�?�:���(�(}��5�� G ′
N ⊂ GN

ú�� ñ ç,¢ ó èz� ñ ��èz¢���� ¡ è�����£,¢��zç@�����#
��¡ ��¢"èz¢"� ò)��� ����ù � ��ú������¢ ¡ ê .�'�(S:��%x":"|%:���� 8 <©��5���& (N, v) ∈ G ′ ���/=C! 8 5�8
?�:���(�(��)��5���& (N, av + b) !���?�#z'%6�����$"��x":�'C#���!�=C! 8 -[�h?�:���(�(C��x":"|hO (�'S*
a > 0, b ∈ R.� :�'yx����3¨z��|§:�'�-�-��)6���8�|�(�$�|�'C!�(�O�|���;�-�'C#zx���(�O 8 <�(C! O,��-��h:���$�'�<�$�8	
(C! �)�k8 5��"��$�����'�$�$�8 <�:���$�'�<�$�8 (C! � ;
f)j9)£)/¿   e s e\R���� ¡ ú�¢"��	��C¢ ¡ � Ψ

�C� å ç���� ���]� ¡�éÙ� G ′
N ,

ú�� ñ ç,¢ ó è�� é �N��èz¢���#
� ¡ è�����£,¢��Iç@���� ��¡ ��¢"èz¢"� ò���� ����ù � ��ú������¢ ¡ ê < ó ��������Cè��� ��å �Cè¸�����ê��Cè��� ñ
� éÙ� ��¢ ¡ 	��C¢"¢���êk� ¡ ¢��Cê"¢����Cè ¡�¡ ç@���� ��¡ ��¢"èz¢����Cè ¡ < è��z��¢��{� ¡ ¢��Cê"¢���L

� 6�8 -�8�¨N; �Þx�O��,*�6�8 (S:�'yx�$���*���?@(���8 -Ì6�����O 'yx�'�-Ø��?@(���8 -���! ����'�(�?����
*@���"��?�! '���������9����Ì8�x�$�8 5�8z��$"����'�$���|©x":"|k?�:���(�(���6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&7*k��5�� ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿   e s e � » $�8 O (�?���|�.�® >�° � L�V�� å è�� é �3	�è���ù���ú�¢"��	��C¢ ¡ � Ψ

�C� å ç���� �$#
�]� � ������� ¡ è�����£,¢"� ò§¡�éÙ� GN+

ó ��������Cè��� ��å ���k��ç@� ¡ � ñ � ñ �CøÅø��Cç,è ¡ �¢���#
�Cè ¡ < ��¢���¢ ¡�ñ ¢����Cè ¡ < � éÙ� ��¢ ¡ 	��C¢"¢���ê�� ¡ ¢��Cê"¢����Cè ¡ < � ������� ¡ è�����£,¢���ê����&#
¢�� � ����¢����Cè ¡�¡z¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢����Cè ¡ ��èz¢���� ¡ è�����£,¢�� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢�� é �¤��ç@�$#
  �����]� < ¢�����ù ò ��� ¡�ñ � ¡ �����Cèz��è���	�¢�� < 	�è���ù���¢"��¤�� ¡ �C£kèz��ç ¡ �N¢�����è ��¡"  ��#
è�����£,¢"��� ¡ ¢��Iè����������Cè���C¢"¢�� � � �¢"���/¢ ó ����	 ¡ ����� w(s), s ≤ n− 1, n =
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|N |,
	�è��;�C� å ç,��������ê ¡�éÙ� � (N, v) ∈ GN+

Ψ(N, v) = arg max
x∈X(N,v)

∏

S$N

x(S)w(s)v(S). �ÙÖ ;@A �

² ��-�'C! ��-
.���! 8>�/��$�?�9���|)O>6��"��O 8 <k�"��(C! ���ÙÖ ;@A �7$�'�6���'���&
O $"�%�kO 8 5�$���
!���.�'�(S:�� w(s)v(S) ≥ 0, �k=C! 8>$�'��"��O '�$�(C! O 8%(C! ��8 5�8 '/*,8�!�|)� &�x":"|k8�x�$�8 5�8
s = 1, . . . , n−1.

� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.@-���?@(���-[��-§O%�ÙÖ ;@A �àx�8 (C! ��5S��'C! (�|©O�'yx���$9
(C! O '�$�$�8 <%� ������� ¡ è�����£,¢���ê ! 8 ��?@'�.�����$"����'�$���' Ψ 8 6���'yx�'S:�'�$�83?@8 ����'�?�! $�8 ;

·k8�#%$�8z6�8 ?�������! ;)��(�- ; ��6�8 -[|�$��@! 8 '{O &�MN'3x�8 ?�������! 'S:�; (C! O 8@�S.���! 8}x":"|
?���#zx�8 <k��5���& (N, v) ∈ GN+

��$"����'�$���' Ψ -�8�#%$�8�6���'yx�(C!���O ��! ;�O�O �@x�'

Ψ(N, v) = arg max
x∈X(N,v)

∑

S$N

w(s)v(S) lnx(S), �ÙÖ ; > �

��.L(S:�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.LO '�?�! 8 � x = Ψ(N, v) x�8�:"#z'�$�|�O�:"|�! ; (�|���'CMN'�$���'�-
(S:�'yx����3¨N'�<�(���(C! '�-�&Í���"��O $�'�$���<�¶

∑

S:S3i

w(s)
v(S)

x(S)
=

∑

S:S3j

w(s)
v(S)

x(S)
x":"|�O (�'S* i, j ∈ N. �ÙÖ ; c �

¹ (S:"���"��' w(S) = 1 ∀S ����x�'�-�$"����&
O,��! ;�!���?@8 'z��'CMN'�$���'�6���8 6�8 ��9��9
8 $"��:�; $�8k��$�O,�����"��$�! $�&
-Ë��:��h?��"��! ?@8¢¸ ; ² K��'CMN'�$���'�-
.o��Ok8 ��¨N'�-Í(S:"���"��'
(���(C! '�-�&¬O '�(�8 O w ¶Ô¸ ; ²K� w ��K��'CMN'�$���'�- ;

1o'�6�'���;N-�&�-�8�#z'�-�6�'���'�<�! ��?©8 6���'yx�'S:�'�$����¯��$"��:�8 5S�}=C! 8 5�8���'CMN'�$���|
x":"|)0/132¯��5�� ;
â�½WmWj�v�j,Àoj@wWqWj   e s e\�¦�C¤��C¢ ¡ � ψ HK���ú ñ ����¢�� < ñ ¢�� é ��ú�¢"��	�¢����KN�¢"�

GN+¢"��ú����� ñ«¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢"� ñ ��èz¢���� ¡ è�����£,¢�� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢�� é ����ç@�   �����]� <����� ¡ �C� å ���
ù�� ò �� ó�ò)¡�éÙ� (N, V ), (N,W ) ∈ GN+
¡ ���
ù�� ò x ∈ ∂V+(N) <

y ∈ ∂W+(N) ¡ ú � � ��C¢��Cè�

hS(V, x) = hS(W, y) ∀S ⊂ N

�����$� ó �Cè
x ∈ ψ(N, V ) ⇐⇒ y ∈ ψ(N,W ).

2/��'C#zx�'L��'�-§6�'���'�<�! ��?%O 8 6���8 (C��(C�@¨N'�(C! O 8 O,��$���|���$�O,�����"��$�! $�8 5�8}8�!	
$�8 (���! 'S:�; $�8k6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8©=�?@(�9�'�(�(�����'CMN'�$���|)x":"|�0/132«��5���.�6�8	
?���#z'�-
.���! 8�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 '���'CMN'�$���'7|�O�:"|�'C! (�|}!���?@8 O &
-�O�(S:"���"��'
����� ��! �"��#%$�&7*k(+*,'�- ;
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ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj   e s e z BED�BGF,A§H�F"J # ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ �¥�C� å � � #
ù ¡ è � ����¢"� ò � ò � ñ�¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢��L��èz¢���� ¡ è�����£,¢�� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢�� é �¤��ç@�$#
  �����]�XL
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L 2I� (C! ; (q, Q) � (q1, Q1) ¶©x�O '������ ��! �"��#%$�&
'�(+*,'�-�&/.
V � V 1 ¶�(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��')0/132Î��5���& ������-�'C! ��-
.[��! 8 VS = PqS

.W5]x�'
Pz = {y ∈ R

S : y ≤ z} x":"| z ∈ R
S
++

� ; 2I� (C! ; x ∈ ∂Q . y ∈ ∂Q1 .
x = µ(q, Q)q � hS(V, x) = hS(V 1, y) x":"|�:���� 8 < S ⊂ N

;
» (�$�8�.¦��! 8
hS(V, x) = 1/µ(q, Q)

; 1o8 5]x�� hS(V 1, y) = 1/µ(q, Q) x":"|�?���#zx�8 5�8 S ⊂ N
;

¹ �"��(C! $�8 (C! ��. y1 = µ(q, Q)q1
1
. ;%;%; . yn = µ(q, Q)q1

n

; 1[��?)?���? y ∈ ∂Q1 .�! 8
µ(q, Q) = µ(q1, Q1) .�� y |�O�:"|�'C! (�| sq K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�&
-���'CMN'�$���'�-kx":"|
����� ��! �"��#%$�8 <k(+*,'�-�& (q1, Q1)

;
¹ 8 (�$�8 O���8 6���'yx�'S:�'�$���|Í��$�O,�����"��$�! $�8 5�8�8�! $�8 (���! 'S:�; $�8�6���8 6�8 ��9���8	

$"��:�; $�8 5�8�=�?@(�9�'�(�(�����'CMN'�$���|�x":"|Ë0/132 ��5��¬-�&×6�8�:�8�#%��-Ú�"��O '�$�(C! O 8
�ÙÖ ; c � ;
Ç7j@¼�mWj9)/¿   e á e¦V�� å ���
ù���ê ¡�éÙ� � (N, V ) ∈ GN+

� ó ð����Cè� ó �Cè x ∈ ∂V+(N),å �� å �
ð ¡ ê�� å©� �C¤��C¢ ¡ � ñ � ¡ �Cè�� ñ �
∑

S:i∈S

hS(V, x) =
∑

S:j∈S

hS(V, x) ∀i, j ∈ N, �ÙÖ ;@6 �

��ú�¢"��	 ¡ è < � ó ð����Cè� ó �Cè ¡�¡ ¢��� ��¡ ��¢"èz¢����k��èz¢���� ¡ è�����£,¢�� ��� � � � �� "¡ ��#
¢"����£,¢�� é ����ç@�   �����]� � �C¤��C¢ ¡ � ¡�éÙ� � V

L
V���ç,��ú���è�����£@�Cè����L�´ ! -�'C! ��-
.���! 8�'�(S:�� x |�O�:"|�'C! (�|±��'CMN'�$���'�-ª��?�������$9
$�8 <)(���(C! '�-�&Þ��6����)=C! 8 -�$�'{8 ��|�����! 'S:�; $�8zx���#z'�."��! 8 � & x ∈ ∂V+(N) �S."! 8
λx !���?�#z'�|�O�:"|�'C! (�|k'�'���'CMN'�$���'�-±x":"|©:���� 8 5�8 λ > 0

;
2/8 =C! 8 -[� .,$�'���-���:"|�|�8 ��¨N$�8 (C! ��.,-�&�-�8�#z'�-�(�����!���! ;�.@��! 8�-�$�8�#z'�(C! O 8

∂V+(N) 6���'yx�(C!���O�:"|�'C!©(�8 � 8 <�(C!���$@x�����! $�&
<�(���-�6�:�'�?@(�.�! ; ' ;

∂V+(N) = T n−1 = {y ∈ R
n
+ :

∑

i

yi = 1}.

Ô ��(�(�-�8�! ����-«6���8 ����O 8�:�; $���� ��5���� (N, V ) ∈ GN+
;�2 :"|�:���� 8 5�8�O '�?�! 8	

�"� y ∈ T n−1 ��:���� 8 <h?@8,��:���9���� S 6= ∅ $"��<@x�'C! (�|�'yx���$�(C! O '�$�$�8 '©6�8�:�8	
#%��! 'S:�; $�8 ')����(S:�8 λ

(S)
y

!���?@8 '�.7��! 8 λ(S)
y y ∈ ∂V (S)

; ² ��-�'C! ��-
.¦��! 8 λ(S)
y$�'�6���'���&
O $�8>����O ��(���!%8�! y ;2I� (C! ; y ∈ ∂V+(N)

;�´ 6���'yx�'S:���-Ú6�8�:�8�#%��! 'S:�; $����ß132È��5���� Vy ∈

GN+
.�O>?@8�! 8 ��8 <�x":"|©:���� 8 <�?@8,��:���9���� S 6= ∅
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∂Vy(S) = {z ∈ R
S
+ : eS(z − λ(S)

y y) = 0} − R
S
+.

�G0���6�8 -�$���-
.���! 8�-�&Í��-�'�$�$�8%!���?�8 6���'yx�'S:"|�:���0/132ª��5���� .�(�8 8�! O 'C! (C! O���
�3¨}���Ë132Ë(S:"���"����x":"|���5������

GN+
; � Ü $�&
-���(S:�8 O,��-���.��"��(C! ;�5��"��$���9�&

-�$�8�#z'�(C! O,� Vy(S) .�:�'C#���¨z��|�O
R

S
+
.,6���'yx�(C!���O�:"|�'C!N(�8 � 8 <�6�'���'�(�'���'�$���'�5��9

6�'���6�:�8 (�?@8 (C! �hO
R

S (N'yx���$�����$�8 <�$�8 ��-���:�; �}.�6���8�*,8�x�|�¨N'�<���'���'C�z! 8 ��?��
λ

(S)
y y .W�§6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 5�8�8 ��!���$�!��

R
S
+

;[» (�$�8�.W��! 8 Vy
-�8�#%$�8��"��(�(�-���!	

����O,��! ;�?���?�=S:�'�-�'�$�!�6���8 (C! �"��$�(C! O,�
R

2n

+
.o6�������'�- Vy

?���?�=S:�'�-�'�$�!�6���8	
(C! �"��$�(C! O,�

R
2n

+
$�'�6���'���&
O $�8>����O ��(���!%8�! y ;¹ =C! 8 -�(S:"���"��'�x":"|N��5���& Vy

8 6���'yx�'S:�'�$�8/'yx���$�(C! O '�$�$�8 'õ¸ ; ² ; E��$"����'�$���'�.
?@8�! 8 ��8 '{-�&�8 � 8���$"������-���'���'C� Ψ(Vy)

;
¹ (�8 8�! O 'C! (C! O ����(��ÙÖ ; > � Ψ(Vy)

|�O�:"|�'C! (�|�'yx���$�(C! O '�$�$�&
-Þ��'CMN'�$���'�-
����x������)-���?@(���-�������9����)�/��$�?�9����

Q(N, Vy) =
∑

S$N

Vy(S) ln z(S)

$"�%-�$�8�#z'�(C! O ' X(N, Vy) = {z : z ∈ T n−1}
; ² ��-�'C! ��-
.���! 8�'�(S:��)*,8�!�|�� &

x":"|k8�x�$�8 5�8 i ∈ N zi → 0 .�! 8 Q(N, Vy) → −∞
;

2 ��:�'�'�.Å6�8 (�?@8�:�; ?��)x":"|�:���� 8 5�8 z ∈ T n−1 ��:���� 8 <�?@8,��:���9���� S -�&
��-�'�'�- z(S) ≤ 1 .�! 8�O (�'�(S:���5S��'�-�&
'hO±=C! 8 <Í(C��-�-�'�$�'�6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&
��6�8 (�?@8�:�; ?�����5��"� Vy

6�8�:�8�#%��! 'S:�; $"�,� ; 2/8 =C! 8 -[�hx":"|�:���� 8 5�8 y ∈ T n−1

-�&���-�'�'�-

max
z∈T n−1

∑

S$N

Vy(S) ln z(S) ≥ max
z∈T n−1

∑

S$N

( max
y∈T n−1

Vy(S)) ln z(S) ≥

≥ max
z∈T n−1

∑

S$N

v(S) ln z(S) ≥
∑

S$N

v(S) ln(s/n) = a,

5]x�' v(S) = max
y∈T n−1

Vy(S) > 0, s =| S |
;

� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.�x":"|�:���� 8 5�8 y ∈ T n−1 ��'CMN'�$���'{����x������k-���?@(���-������Ê
9����k�/��$�?�9���� Q(N, Vy)

:�'C#%��!>O)��O &
6���?�:�8 -¦�
?@8 -�6"��?�! '

Ta = {z ∈ T n−1 :
∑

S$N

v(S) ln z(S) ≥ a} ⊂ T n−1
o ,

5]x�' T n−1
o

8 � 8���$"���"��'C!%8�! $�8 (���! 'S:�; $����ªO $��@! ��'�$�$�8 (C! ;©-�$�8�#z'�(C! O,� T n−1 ;
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0/'C! ����x�$�8�����-�'C! ��! ;�.���! 8>=C! 8>��'CMN'�$���'�.�?���?k��'CMN'�$���'}(�8 8�! O 'C! (C! O�����
¨N'�<)(���(C! '�-�&¸�ÙÖ ; c �S.�$�'�6���'���&
O $�8>����O ��(���!%8�! y $"� Ta

;
1[��?���-)8 � �"����8 -�-�&�6�8 (C! ��8 ��:��N$�'�6���'���&
O $�8 '�8�! 8 � �"��#z'�$���'7(���-�6�:�'�?9

(�� T n−1 Oh(�'���|�¶ y 7→ Ψ(Vy)
;7� :�'yx�8 O,��! 'S:�; $�8�.76�8�! '�8 ��'�-�' B �"����=��"�h8

$�'�6�8�x�O ��#%$�8 <�! 8 ��?@'{$"��<@x�'C! (�|)!���?@8 < y .���! 8 y = Ψ(Vy)
;

2/8 ?���#z'�-Ë! '�6�'���;�.���! 8�! 8 ��?�� y 8 6���'yx�'S:"|�'C!§��$�O,�����"��$�! $�8 'k8�! $�8 (��9
! 'S:�; $�8�6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�83=�?@(�9�'�(�(�����'CMN'�$���'7��5���& V

;&2 '�<�(C! O ��! 'S:�; $�8�.
(%8�x�$�8 <§(C! 8 ��8 $�&/. γS(V (S), y) = 1/λ

(S)
y

.W$�8�.W(Nx�����5�8 <�.o6�8 (�?@8�:�; ?���x":"|
6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8§=�?@(�9�'�(�(���O &
6�8�:�$�'�$"�§��?@(���8 -���6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8	
(C! �kx":"|�132ª��5���.�! 8 hS(Vy(S), y) =

eSλ
(S)
y y

eSy
, ����$"������! y |�O�:"|�'C! (�|���'CMN'®

$���'�-�(���(C! '�-�&¸�ÙÖ ;@6 � ;

1[��?���-�8 � �"����8 -�-�&Í6�8 (C! ��8 ��:�����'CMN'�$���' ψ $"�
GN+

.�(C!���O�|�¨N'�'NO%(�8	
8�! O 'C! (C! O ��'�?���#zx�8 <���5���' V -�$�8�#z'�(C! O 8 ψ(V ) ��'CMN'�$���<§(���(C! '�-�&Ó�ÙÖ ;@6 �S.
?@8�! 8 ��8 '3-�&§x���:�'�'L����x�'�-�!���?�#z'L$"����&
O,��! ;|¸ ; ² K��'CMN'�$���'�- ;�´ � �"��! ��-hO $��9
-���$���'%$"��! 8�.Å��! 8�=C! 8���'CMN'�$���'�.oO)8�!�:�������'�8�!)132Þ(S:"���"��|�.W$�'>8 ��|�����$�8
� &�! ;�8�x�$�8�! 8 ��'���$�&
- ; � ~ $"��:�8 5�����$�8�132Ë(S:"���"���¬��'CMN'�$���'�.�(�8 8�! O 'C! (C! O���
�3¨N'�'L(���(C! '�-�'3O '�(�8 O w .�?@8�! 8 ��8 '
!���?�#z'�.,8 ��'�O �@x�$�8�. (C�@¨N'�(C! O�� 'C!�.�$"����8 O '�-
¸ ; ²K� w ��K��'CMN'�$���'�-¦� ;

� :�'yx����3¨N��'>6���'yx":�8�#z'�$���|�$�'�-�'yx":�'�$�$�8)(S:�'yx����3!)����8 6���'yx�'S:�'�$���|h�
6���'yx�&¦x��@¨N'�<�! '�8 ��'�-�& ;
ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj   e á e�R���� ¡ V ∈ GN+

������è���Cè��Cè� ó �Cè ü�ýÈ¡�éÙ� � < è��
ψ(V ) = Ψ(v)

L
ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj   e � e w L¨§©# � �C¤��C¢ ¡ � ψ ��ùy������� �CèÌ�����ê��Cè��� ñ/¡ �CøÅø��Cç,è ¡ �#
¢����Cè ¡ < ��¢���¢ ¡�ñ ¢����Cè ¡�¡�� ������� ¡ è�����£,¢���ê�����¢�� � ����¢����Cè ¡ L

2 :"|z! 8 5�8�. ��! 8 � &�(���8 ��-[��:�����8 O,��! ;{(�O 8 <�(C! O 8�.@��$"��:�8 5�����$�8 'L(�O 8 <�(C! O��
8 5��"��$�����'�$�$�8 <):���$�'�<�$�8 (C! �)x":"|�132Ì��5�����(�- ; O &�MN'��S.�O O 'yx�'�-�8 6�'��"��9����
$"�

GN+
.o?@8�! 8 �����Ú-�&Ø8 � 8���$"������-Ë��'���'C� ⊕d

��8 6���'yx�'S:���-¯(S:�'yx����3¨N��-
8 � �"����8 - ; 2I� (C! ; A,B ∈ G

S
N+

; 1o8 5]x��©x":"|�:���� 8 5�8 x ∈ R
S
+

(C�@¨N'�(C! O�� 'C!
��8 O $�8�x�O '}! 8 ��?�� y ∈ ∂A � z ∈ ∂B !���?���'�.���! 8 y = λxx

� z = µxx
x":"|

$�'�?@8�! 8 ��&7*>6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�&7*>����(�'S: λx
� µx

; 1o8 5]x��I8 6���'yx�'S:���- � ó�ñ3ñ/óN� �
¢"� ��� � ����C¢ ¡�å�ñØ-�$�8�#z'�(C! O A � B ?���?k-�$�8�#z'�(C! O 8

A⊕d B = comp{
⋃

x

(λx + µx)x},
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5]x�' compF 8 � 8���$"���"��'C!N����-�?�$��@!����¬��(���'���6�&
O,���3¨}���Ë8 � 8�:�8 ��?��%-�$�8�#z'®
(C! O,� F ; � ² ��-�'C! ��-
.���! 8�6�8 (�?@8�:�; ?�� λtx = λx/t

.�! 8�8 ���Å'yx���$�'�$���'z-�8�#%$�8
� �"��! ;>$�'�6�8>O (�'�- x ∈ R+

."�z! 8�:�; ?@8>6�8 x ∈ T n−1 ; �
2I� (C! ;}! '�6�'���; V,W ∈ GN+

;�´ 6���'yx�'S:���-���5���� V ⊕dW
.,6�8�:�8�#%��OIx":"|

:���� 8 <k?@8,��:���9���� S
(V ⊕d W )(S) = V (S) ⊕d W (S).

´ ��'�O �@x�$�8�."��! 8 V ⊕d W ∈ GN+

; {'�5�?@8%O �@x�'C! ;>!���?�#z'�."��! 8%O�(S:"���"��'
132Ó��5��±(C��-�-���6�8�$"��6��"��O�:�'�$���|�-ª(�8 8�! O 'C! (C! O�� 'C!±(S:�8�#z'�$�������$"����'�$���<
*@���"��?�! '�����(C! ����'�(�?���*©�/��$�?�9���< ; 0���?@8 $�'�9�.����L8 6���'yx�'S:�'�$���|>(S:�8�#z'�$���|z6�8
$"��6��"��O�:�'�$���|�-�(S:�'yx�� 'C!�.���! 8

hS(V ⊕d W,x) = hS(V, x) + hS(W,x).

� � ñ �C	���¢ ¡ � Ö ;E89L¦� :�'yx�� 'C!±6�8�x���'���?�$��@! ;�.
��! 8��"��(�(�-���! ����O,��'�-�8 '�(S:�8�#z'®
$���'36�8{$"��6��"��O�:�'�$���|�-§8�!�:����"��'C! (�|�8�!%¡ ¢��� � �C¢���ê�� ó�ñ3ñ � ��O 'C�Sx�$�&7*%-�$�8	
#z'�(C! O�.�6����±?@8�! 8 ��8 <�6���8 ��(+*,8�x���!§(S:�8�#z'�$���'k?���:���� ��8 O 8 ��$�&7*±�/��$�?�9���<
(�8 8�! O 'C! (C! O����3¨N��*�-�$�8�#z'�(C! O ;7´ 6���'yx�'S:�'�$���')��$�O '���(�$�8 <�(C��-�-�&Î-�8�#%$�8
$"��<�! ��.�$"��6�����-�'���.�Ok® >�°�;

1o'�6�'���;I-�&�-�8�#z'�-�(���8 ��-[��:�����8 O,��! ;/��$"��:�8 57(�O 8 <�(C! O,�I8 5��"��$�����'�$�$�8 <
:���$�'�<�$�8 (C! ��.�6����%=C! 8 -§$"��(3����x��@!N��$�! '���'�(�8 O,��! ;z(C��-�-�&�O �@x�� aV ⊕d (1−

a)W x":"| 0 < a < 1
;

ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj   e Z e ý{ó �Cèz£
V,W ∈ GN+ < ¡��"ó �Cèz£

x ∈ ψ(V )
⋂
ψ(W )

L
ü � é ��� x ∈ ψ(aV ⊕d (1 − a)W )

�C� å ���
ù�� é � 0 < a < 1
L

2 8 ?�������! 'S:�; (C! O 8�$�'�-�'yx":�'�$�$�8h(S:�'yx�� 'C!§���k8 6���'yx�'S:�'�$���<�����6�8 -[|�$���
! &7*)O &�MN'�(�O 8 <�(C! O%(S:�8�#z'�$���|k6�8�$"��6��"��O�:�'�$���|�- ;

ª e�f)¼�É�¿�mWq̂ «�)/qWlWj�n p�¼�j§½WmWj@¼�ã�mW¿�ä@¼�u�¿�wWqWj�½W¼"Àoj,ä@wW¼�n�
�j@r¬qÍwWj@p�¼*
�¼}2
mWÂ�j�n ¼�¼*
�wW¼�Ã�j@wWqÅÄ�)/jXW�v¦�±mWj@Ã�j@wWqÅÄD)/q

¹ ����?�:�����'�$���'3-�&�?��"��! ?@8�.,��(�6�8�:�;�����|z:�8 5S��������-�����'�(�?@8 '36���'�8 � �"����8	
O,��$���'>6�8�:�'C��$�8 (C! '�<���5���8 ?@8 O�.W�"��(�(�-�8�! ����-¬$�'�?@8�! 8 ��&
'�6���8 (C! &
'%(�8 8�! $�8	
MN'�$���|)-�'C#zx�������� ��! �"��#%$�&
-��k��'CMN'�$���|�-��)�k��'CMN'�$���|�-���0/132¯��5�� ;

2I� (C! ; N = {1, 2, . . . , n} ����?@(�����8 O,��$�8{� x ∈ R
N
++

;�´ � 8���$"������-h��'���'C�

LN(x) = (ln(x1), ln(x2), . . . , ln(xn)).
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·k&Í-�8�#z'�-±8 6���'yx�'S:���! ;%! '�6�'���;������ ��! �"��#%$����Ë(+*,'�-[�

LN(q, Q) = (LN(q), LN(Q)),

6�8�:���5S��|

LN(Q) = {(y1, y2, . . . , yn) : ∃x ∈ Q : y ≤ LN(x)}.

² ��-�'C! ��-
.���! 8Lx":"|}! 8 5�8�.���! 8 � &�(�8�*��"��$���! ;�6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 (C! ;�.�-�&�x�8�:"#ñ
$�&h8 5��"��$�������! ; (�|N����� ��! �"��#%$�&
-���(+*,'�-���-�� (q, Q) ( q ≥ eN

� q K��(���'���6�&n
O,���3¨N��-��N-�$�8�#z'�(C! O,��-�� Q ; 2/8 =C! 8 -[��'�(S:��N-�&§8 � 8���$"������- Q+

q = comp(Q

∩ (q + R
N
+ )), 8 6���'yx�'S:���- LN(q, Q) = (r, R) .
5]x�' r = LN(q) � R =

LN(Q+
q )

∩ R
N
+
.�! 8>-�&������ 'C#%��-±O 8���$���?����3¨N'�<�6���8 ��:�'�-�& ;

´ x�$"��?@8Ix":"|>$"��MN'�5�8{8 � (C�@#zx�'�$���|>=C! 8}$�'
|�O�:"|�'C! (�|%9�'�$�! �"��:�; $�&
-�O 8	
6���8 (�8 -
.�6�8 (�?@8�:�; ?��)?@8 O,�����"��$�! $�8 (C! ;�8�! $�8 (���! 'S:�; $�8©MN?���:h��'CMN'�$���|�0/=®
Mz����A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8���'CMN'�$���|±6�8���O 8�:"|��3!��"��(�(�-���! ����O,��! ;h���9
� ��! �"��#%$�&
'%(+*,'�-�&/.o8 ��:���x����3¨N��'>! 8�:�; ?@8)��! 8)��6�8 -[|�$��@! &
-���(�O 8 <�(C! O,�Ê
-�� ;Ê4 ��8 -�'�! 8 5�8�.�$"����� 8�:�;�MN��<{��$�! '���'�(�x":"|{$"��(�6���'yx�(C!���O�:"|�'C!I(C! ����?�!����"�
(�8 8�! $�8�MN'�$���<�-�'C#zx��©��'CMN'�$���|�-�� ;

Ô ��(�(�-�8�! ����-���'CMN'�$���'N0/=CMz� ;�´ ��'�O �@x�$�8�."��! 8Nx":"|©:���� 8 5�8 Q ∈ ΩN
0

LN(NS(Q)) = US(LN(Q)),

5]x�' US ¶>��(���-�-�'C! ������$�8 '��à�@! ��:���!�����$�8 '���'CMN'�$���'�.�! ; ' ; ��'CMN'�$���'�.�?@8�! 8 ��8 '
(C!���O ��!kO©(�8 8�! O 'C! (C! O ��'>?���#zx�8 <������ ��! �"��#%$�8 <�(+*,'�-�'z! 8 ��?���-�$�8�#z'�(C! O,�
x�8 (C! ��#%��-�&7*�O '�?�! 8 ��8 Oh6�8�:�'C��$�8 (C! '�<�.¦-���?@(���-������������3¨}���Ý(C��-�-�����$����
6�8�:�'C��$�8 (C! ;%��5���8 ?@8 O ;

� ² x�'�(�;�����-�'C! ��-�(S:�'yx����3¨N'�' ; ~ ��� ��! �"��#%$�8 '{��'CMN'�$���'N0/=CMz�>8 6���'yx�'®
:�'�$�83x":"|z����� ��! �"��#%$�&7*}(+*,'�-�(7O &
6���?�:�&
-���-�$�8�#z'�(C! O,��-�� Q ����(���:�; $�8@�
8 6�! ��-���:�; $�8©6�8©2�����'C! 8>x":"|�?���#zx�8 <������ ��! �"��#%$�8 <�(+*,'�-�& ; 2/8 =C! 8 -[� .�O
(���:"�hO 8 5�$��@! 8 (C! � ln .ÅO (�'���(���:�; $�8@�/8 6�! ��-���:�; $�&
'�6�8)2�����'C! 8)! 8 ��?��§6�'®
��'S*,8�x�|�!§O�?��"��<�$���'©! 8 ��?���-�$�8�#z'�(C! O,� LN(Q)

; 2/8 =C! 8 -[���@! ��:���!�����$�8 '
��'CMN'�$���'}����x�'C!%8 6���'yx�'S:"|�! ; (�|)8�x�$�8���$"����$�8 ; �

0���6�8 -�$���-�!���?�#z'�.���! 8%�@! ��:���! �"��$�8 '���'CMN'�$���'�$�'{����O ��(���!�8�!%! 8 ��?��
ACBED�BGF,A>H�F"J>��-�8�#z'C!©� &�! ;�8�*@���"��?�! '�������8 O,��$�8�(}6�8 -�8�¨N; �Ì��?@(���8 -�8 6�! �9
-���:�; $�8 (C! ��6�8�2�����'C! 8�.�(���-�-�'C! ������$�8 (C! ��.76�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 <±8�x�$�8 ��8�x�$�8	
(C! �)�)��x�x���! ��O $�8 (C! ����(�- ; ."$"��6�����-�'���.Å® 8Ê6�° � ;
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Ô ��(�(�-�8�! ����-�! '�6�'���;�A�H�K6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 '/��'CMN'�$���' ; {'�5�?@8>O �@x�'C! ;�.
��! 8

LN(PS(q, Q)) = ES(LN(q, Q)),

5]x�' ES ¶/=�5S��:���!�����$�8 '���'CMN'�$���'�.�8 6���'yx�'S:�'�$�$�8 '�x":"|}����� ��! �"��#%$�8 <{(+*,'�-�&
(r, R) ?���?

ES(r, R) = r + δeN ,

5]x�' δ = max{t > 0 : r + teN ∈ R}.2 '�<�(C! O ��! 'S:�; $�8�.�6�� (C! ; x = PS(q, Q)
; Ï¦! 8N8���$"���"��'C!�.���! 8 x = µq .@5]x�'

µ = max{t > 0 : tq ∈ Q}. 1o8 5]x�� ln xi = lnµ + ln qi
x":"|�:���� 8 5�8 i ;2/8 =C! 8 -[� z = LN(x) = LN(q) + δeN

."5]x�' δ = lnµ
;

Ï75S��:���!�����$�8 ')��'CMN'�$���'�x":"|������ ��! �"��#%$�&7*�(+*,'�-Ì( q = 0
�±O &
6���?9

:�&
-�����(���'���6�&
O,���3¨N��-���-�$�8�#z'�(C! O,��-�� Q *@���"��?�! '�������� 'C! (�|���?@(���8 -���-��
��(S:���� 8 <���8 6�! ��-���:�; $�8 (C! �h6�8k2�����'C! 8�.�(���:�; $�8 <�-�8 $�8�! 8 $�$�8 (C! ��.à(���-�-�'C!	
������$�8 (C! �)��6�8�:�8�#%��! 'S:�; $�8 <k8�x�$�8 ��8�x�$�8 (C! ����(�- ; ® :�° � ; � ´ 6���'yx�'S:�'�$���'{��'®
MN'�$���|�0/=CMz�§��=�5S��:���! �"��$�8 5�8���'CMN'�$���|�x":"| q 6= 0

! ��'���� 'C!���?@(���8 -�&
(]x�O ��5S�,� ;

·k&Ø�@#z'�8�! -�'��"��:��±O &�MN'�.[��! 8������ ��! �"��#%$�8 '©��'CMN'�$���'k0/=CMz����A�H�
6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 '���'CMN'�$���'z*@���"��?�! '����������3! (�|�8�x�$�8 <���! 8 <�#z'z(���(C! '®
-�8 <)��?@(���8 -
."$�8Nx":"|��"���C:�����$�&7*)(�'�-�'�<�(C! O������ ��! �"��#%$�&7*k(+*,'�- ;

´ � �"��! ��-�(�|�! '�6�'���;�?�O O 'yx�'�$�$�8 -[��O &�MN'I(�8 5+:���(�8 O,��$�$�8 -[�%6���8 6�8 ��9��9
8 $"��:�; $�8 -[�{��'CMN'�$���� ; 0/'C! ����x�$�8I6���8 O '�����! ;�.���! 8I6�����:�8 5S��������-�����'�(�?@8 -
6���'�8 � �"����8 O,��$����{6�8�:�'C��$�8 (C! '�<}8 $�8L6�'���'S*,8�x���!IO
(���-�-�'C! ������$�8 '7=�5S��:���!����9
$�8 '���'CMN'�$���' 4 ��:����9 � ��-�'C!�� ;

~ ��-�'�$�$�8�.�x":"|):���� 8 <���5���& (N, V ) ∈ G
nl
N+

-�&Ë-�8�#z'�-�8 6���'yx�'S:���! ;
0/132¯��5���� LN(V ) (S:�'yx����3¨N��-�8 � �"����8 -õ¶

LN(V )(S) = {y ∈ R
S : ∃x ∈ V++(S) : y ≤ LN(x)}.

0���6�8 -�$���-�8 6���'yx�'S:�'�$���'%(���-�-�'C! ������$�8 5�8�=�5S��:���!�����$�8 5�8���'CMN'�$���| E��(�- ; ® 8 ï ° � ;
2 :"|�x���$�$�8 <©��5���& V 8 6���'yx�'S:���-±O $"���"��:�' D(V, ∅) = 0 � Z(V, ∅) = 0

;
2 ��:�'�'�x":"|k?���#zx�8 <�?@8,��:���9���� S

Z(V, S) =
∑

T⊂
6= S

D(V, T )

�
D(V, S) = eS max{t : (Z(V, S) + teS) ∈ V (S)}.
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0���?@8 $�'�9�."8 6���'yx�'S:���-

E(V ) =
∑

S⊂N

D(V, S).

� :�'yx����3¨N'�'N6���'yx":�8�#z'�$���'N$�'�-�'yx":�'�$�$�8�(S:�'yx�� 'C!����}8 6���'yx�'S:�'�$���<�(�8	
5+:���(�8 O,��$�$�8 5�8%6���8 6�8 ��9���8 $"��:�; $�8 5�8>��'CMN'�$���|)�k��'CMN'�$���| 4 ��:����9 � ��-�'C!��
�k�"��O '�$�(C! O,� LN(PS(q, Q)) = ES(LN(q, Q)).

ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj ª e s e�¬ F H w H&fNpNX®~¯yH°¬ F H&fNpN�L
� :�'yx����3¨N��'}(�O 8 <�(C! O,�z!���?�#z'{(S:�'yx����3!����{8 6���'yx�'S:�'�$���< ;

,

, Q; q=0
,

, Q; q>0

PO, SC, AN,

IIA

PO, SC, AN,

M.STAB

sq- .

LN LN

PO, SYMM,

PosHom,

ADD

(

q)

PO, SYMM,

PosHom,

SM

(

Q, q=0)

. 2. 

-

sq-
.

LN
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ikmWj�v[Ào¼TW�j@wWqWj ª e á e±H Q N	:�� é ��� �������¢"¢���� ��� � � � �� "¡ ��¢"����£,¢���� � �C¤��C¢ ¡ �
��ùy������� �CèÝ�����ê��Cè��� ñ � ¡ ��£,¢���êh¢��yú��  ¡ � ¡�ñ ���Cè ¡ ��è � ���Cè�� � ��¢"¢ ¡�ò
����£,è�� � ¢"��è ¡  < èYL���L;�C� å �� ó�òÌ¡�éÙ� V < W ¡ ç@�y��� ¡" "¡"¡ S < ����� ¡
V (T ) = W (T )

�C� å ���
ù���ê
T 6= S,W (S) ⊂ V (S) < ¡ P (S, V ) ∈

W (S) < è��
P (V ) = P (W )

L
H U NSR���� ¡ V (N)=W (N) ¡ �C� å ���
ù�� é � i∈N,P (N\{i},V )=P (N\{i},W ) <è��

P (V ) = P (W )
L

¹ ����?�:�����'�$���'I-�&�6�����O 'yx�'�-�(+*,'�-[����(�- ;�Ô ��( ;�A �S.@��:�:���(C! ���������3¨}���
6�����O 'yx�'�$�$�&
'�(�O�|�����-�'C#zx�������� ��! �"��#%$�&
-�����'CMN'�$���|�-����%��?�������$�$�&
-��
��'CMN'�$���|�-���0/132Ë��5�� ;

� 2 Ü{�
´�4  Ü 1 º�Ô ~ 1 1/Ô{²

8?; 2/'���'���(�?���< �t;  ;�³ ó ¢"ç  "¡"¡ ��ç@�   �����]���C� å ç@��� � � � ��è ¡ �¢"� ò§¡�éÙ� ù��yú
� ��ù���	�¢"� ò�� ����è��´�Í�Cê�µ���ç@� ¡ � ñ ��è ¡ 	����Cç ¡ ê � ��� ò ���Ê; Ï7?@8 $�8 -���?@8	K-���! '®
-���! ����'�(�?���'z��(�(S:�'yx�8 O,��$���|�¶�-���! '�-���! ����'�(�?���'z-�8�x�'S:����)��$���8 ��-��Ê
9���8 $�$�&
'�! 'S*�$�8�:�8 5���� ;�A ï ï ï ;�� 2/��¶ 0�����?�� ;  ; ì 6 ¶ =�A9;

A9; 2/'���'���(�?���< �t;  ; . �{��� ¡ ù � �����	�¢"��êA��ç@�   �����¶�C� å�¡�éÙ� ��¢��Cè � ��¢��+ø��$#
� ��ù�����£,¢"� ñ/¡�� �����yú�¢����Cè å�ñ/¡ µ�����£,è�� � ¢"��è ¡ �¢"��ê � ��� ò ���Ê; Ï7?@8 $�8 -��9
��'�(�?���'}��(�(S:�'yx�8 O,��$���|�¶"! '�8 ����|)�k6�����:�8�#z'�$���| ;�A ï ï A9;�� 2/��¶ Ü �Sx�KO 8
º O ��8 6�'�<�(�?@8 5�8>��$���O '���(���! 'C!���O � ��$�?�!	�2/'C! '���������5�' ;  ;"A?A³: ¶ A?6³=<;

><; 2/'���'���(�?���< �t;  ; . » $�8 O (�?���| ºõ; Bt;��}��� � � � ��è ¡ �¢"��� ¡�éÙ� ��µ � �C¤��C¢ ¡�å
¡ ��ç@� ¡ � ñ ��;�� 2/��¶ Ü �Sx�KO 8 º O ��8 6�'�<�(�?@8 5�8���$���O '���(���! 'C!��hO � ��$�?�!	
2/'C! '���������5�' ;�A ï ï c ;

c ;LÔ 8 ?�����'S:�:���� Ô�; 1 ;�æL� �"ó ç�����ê���¢"��� ¡ ú	; ·u¶�·k��� ; 8�: Ö ><;
69;C· ¬%´¨¸�¯±° ¿ � ; . �?¹=º¤»�¼ J » J ¼ B § J�½�D�¾�¿�D�¾ F º J�À/D7ÁyJ�J »=º$¼ D�B § ¿ ºCÂ D�Ã º ; ��²µ¯¾¬�ö ;
�9¬%Á}¸}�̧¬%»\Ä�¬%¯¾¸"¬%»~� ¿XÅ ¬%· õ ¯¾¬ ¿,õ ·�.D nº�²µ¹Ç°�Æ ö ;�8�:?:?:<;

ì ;CÇ °³» õ � ; .}�¢°³·�j 7ö?´µ¬%´µ=́� ; wLJ�B º ½"B § D�¾ < ¿�D�¾ F ºp< D�½�È8ÁyJ�½�A § ACB º ½ÉÁ$ÊrË�Ë¶Ì�¹�ö ¿ ö	
¯¾¬ õ »�²µ¹Ç° ;�8�:?=?:�ÍØ;"6 Ö ;=��;"6³=?: ¶ ì 8 c ;

Ö ;CÇ ¬%»�»�¬%»+ö\ ; . Í ²µ´µ´.°³»*� ; �?¹=º�¼ § Â&¹ B�A ºÎÂ D�¾ § BED ¼ § D�½{A�J�¾ F�B § J�½�À�J ¼^F8��Ï A ¹ D ¼ § ½ Â
»�¼ J�Ð1¾ º Ã�Ë�Ë�� ¿,õÇ;�Ñ<; ö�Ò(Ów°³¯¾¬£�õº�¬�ö?»jÔ ;"A ï ï :<;fÍØ;�>?:<;=��; 8�> Ö�¶ 8Ê6 ï ;
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=<; Äw°³´.°³²�Ì ;�¯¦Õ Á º AyA=ÀSFT½ÉÁCB § J�½�A=À�J ¼ ÁyJ�J »=º$¼ D�B § ¿ º,Â D�Ã º A{Ö § B ¹ J�F�B�A § È ºK» D�Ê�Ã º ½"B�AË�Ër�T�K�£� Ñ<; �t¸�¸�´ ; �¢° õ º ; 8�: Ö 69;fÍØ;"A³:<; �3ö ;�8?;*��; ì ï�¶�Ö 8?;
:<; Äw°³´.°³²�Ì ; w ¼ J » J ¼ B § J�½�D�¾�A�J�¾ F�B § J�½�A�BKJyÐyD ¼!Â D § ½ § ½ Â A § BGF�D�B § J�½�A µT§ ½"B º$¼Î»=º$¼ A�J�½�D�¾F�B § ¾ § B°ÊAÁyJ�Ã » D ¼ § A § J�½�A�Ë�Ë;Ì�¹�ö ¿ ö?¯¾¬ õ »�²µ¹Ç° ;�8�: Ö Ö ;TÍØ; c 69;=��; 8 ì A³> ¶ 8 ì > ï ;

8 ï ; Äw°³´.°³²�Ì ; .��<°³¯¾¬ õ�×ú; > J�½�J�BKJ�½ § Á[A�J�¾ F�B § J�½�A¦BKJ Â9º ½ º$¼ D�¾TÁyJ�J »=º$¼ D�B § ¿ º^Â D�Ã º AË�Ë;Ì�¹�ö ¿ ö?¯¾¬ õ »�²µ¹Ç° ;�8�:?=�69;fÍØ;�6³><;=��;�> ï,Ö�¶ >�A Ö ;
8?8?; Äw°³´.°³² ×ú; .~�9¯>ö?»+öT¸�² ¿ ·`ØXÔÙ� ; .�x�B ¹=º$¼ A�J�¾ F�B § J�½�AkBKJ F D�A ¹(Ú AtÐyD ¼!Â D § ½ § ½ Â

»�¼ J�Ð1¾ º Ã�Ë�Ë;Ì�¹�ö ¿ ö?¯¾¬ õ »�²µ¹Ç° ;�8�: Ö 69;TÍØ; c 69;=��;"698�> ¶ 698�=<;
8ÊA9;CÛ ¬%¯±°³²µ»�¬ Ñ<; | J�J »=º$¼ D�B § ¿ º\Â D�Ã º B ¹=º J ¼ Ê©D�½�È § B�A § ½�ACF ¼ D�½ÉÁ º D »X» ¾ § Á�D�B § J�½�AË�Ë��tÁ�· õ ² ¿ �nÁ�´µ´ ;�8�:?:<8?;TÍØ;"A98?;=��; 8 Ö�¶ c ï ;
8�><;CÛ ¬ ¿ ·`�"¬%»`ÆS� ; z BEDXÐ § ¾ § B°ÊhD�½�È�B ¹=º7F D�A ¹ A�J�¾ F�B § J�½ÜË�Ë Ñ<; Ì�¹�ö ¿�; �õº�¬�ö?»jÔ ;

8�:?=?=<;fÍØ; c 69;=��;�>?> ï�¶ > c 8?;
8 c ;�� » õ ¯±° ¿�¿ Ä ; �?¹=ºC»�¼ J » J ¼ B § J�½�D�¾?¿�D�¾ F º À�J ¼�» J�A § B § ¿ º ÁyJ�J »=º$¼ D�B § ¿ ºyÂ D�Ã º AË�Ër�¢° õ º ; ��¬ õ º ;�� ¸"¬%» ;*Ý ¬%· ;"A ï ï ï ;fÍØ;"698?;=��;"A³>�6 ¶ A c =<;
8Ê69;C� ¬%¹ º�¬%»�·`ØXÔ�� ; �?¹=º ¬^§ ½ º D ¼^� D ¼!Â D § ½ § ½ Â~z J�¾ F�B § J�½rË�Ë Ý Á�·�·�².° ¿  7ö ¿,õ »�²¨��Á õ ²Õö ¿

õ öÜÓw°³¯¾¬3�õº�¬�ö?»jÔÄ° ¿ ¸�Ì(Þ�Á�²µ´µ²¨��»�²µÁ�¯ß�õº�¬�ö?»jÔ ; �n¬%»�´µ² ¿ ¶{�9¸�»�² ¿ Æ?¬%» ; �~à5¶
Ç ¬%²¨¸�¬%´¨�"¬%»`Æ ;�A ï ï ì ;=��;�8Ê6³> ¶ 8 ì�c ;

á¶ârã�á¶ã�â\ä7å´ã�æYç�è�é^ã�èCê8ä7å´ã�æ3é	ëCã�âíì�ç�ârîAç�å´æ3å´æ3î
îAç�ï�ð¶ésç�æ3ñòæ8ä7êßîAç�ï�ð¶é
o?ó9ô&õ*óTö�÷Le¦iyóTø�ù�ó9ô�ú1ûÉü .*� õÇ;*� ¬ õ ¬%»�·`��Á�»`Æ8� ¿ · õ ² õ Á õ ¬£Ò�ö?»CÌ�¹�ö ¿ ö?¯¾²µ¹%·�° ¿ ¸
�¢° õ º�¬%¯±° õ ²µ¹%·
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