
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Èãð è å�å Ïðèëîæåíèÿ, ò.2, â.3, ñ. 79�105

ÓÄÊ 517.977.8, 519.83
ÁÁÊ 22.18

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÀß ÊÎÎÏÅÐÀÖÈß Â
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÈÃÐÀÕ ÑÎ

ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ
ÏÐÎÄÎÆÈÒÅËÜÍÎÑÒÜÞ

Åêàòåðèíà Â. Øåâêîïëÿñ
Ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè �

ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 35

e-mail: katya_shev@mail.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè êîîïåðàòèâíûõ ðåøåíèé, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííîé
Ïåòðîñÿíîì Ë.À. â 1977 ã. äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïðåä-
ïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ ïðåäïèñàííîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, à èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ â íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êðîìå
òîãî, â êà÷åñòâå êîîïåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð
Øåïëè. Äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿ-
òèå ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà, è ïîëó÷åíà àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîâåðêè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåê-
òîðà Øåïëè. Òàêæå â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ óñëîâèå çàùèòû îò èð-
ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ (óñëîâèå Ä.ßíãà, 2006) è
ïðåäëîæåí ìåõàíèçì ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà, îñ-
íîâàííûé íà ïðîöåäóðå ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà. Òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå äèôôåðåíöèàëüíîé
èãðû ðàçðàáîòêè íåâîçîáíîâëÿåìûõ ðåñóðñîâ.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñòîé÷èâàÿ êîîïåðà-
öèÿ, çàùèòà îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ, ðàçðàáîòêà íåâîçîáíîâ-
ëÿåìûõ ðåñóðñîâ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæè-
òåëüíîñòüþ.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå â äàííîì íàïðàâëåíèè áûëî íà÷àòî â 1998 ã. ïîä
ðóêîâîäñòâîì Ë.À. Ïåòðîñÿíà, êîòîðûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåìà
ðàáîòû � ¾Êîîïåðàòèâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñî ñëó÷àéíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ¿. Ë.À. Ïåòðîñÿí ïðåäëîæèë èçó÷èòü ïðîáëå-
ìó äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè, ñôîðìó-
ëèðîâàííóþ èì â êîíöå 1970�õ ãîäîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ
ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ (ñì. [2], [1]), äëÿ íîâîãî êëàññà
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, à èìåííî äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñî ñëó-
÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ. Â 1966 ãîäó â ðàáîòå [4] èçó÷àëàñü àí-
òàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà ïðåñëåäîâàíèÿ äâóõ ëèö ñ òåðìèíàëüíûìè âû-
èãðûøàìè â ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûé ÿâëÿëñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ë. À. Ïåòðîñÿí
ïðåäëîæèë àâòîðó ðàññìîòðåòü îáùóþ ïîñòàíîâêó äèôôåðåíöèàëü-
íîé èãðû, çàêàí÷èâàþùåéñÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êðîìå
òîãî, âûèãðûøè èãðîêîâ â íîâîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàëèñü èíòåãðàëü-
íûìè.

Äàííîå èññëåäîâàíèå ïåðåðîñëî â äèïëîì, à çàòåì â êàíäèäàòñêóþ
äèññåðòàöèþ. Êðîìå ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, èçó÷åí-
íîé â ðàáîòå [5], áûëî âûâåäåíî óðàâíåíèå òèïà Áåëëìàíà, ïîçâîëÿþ-
ùåå íàõîäèòü óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ çàäà÷è ñî ñëó÷àéíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ [6].

Â äàííîé ðàáîòå ñîáðàíû, ïåðåðàáîòàíû è äîïîëíåíû ìàòåðèàëû,
êàñàþùèåñÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîé êîîïåðàöèè â äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãðàõ ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ.

Â ðàçäåëå 2 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå èãðû. Â ðàçäåëå 3 íà ïðèìåðå âåê-
òîðà Øåïëè ôîðìóëèðóåòñÿ ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñî ñëó÷àéíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ. Â ðàçäåëå 4 ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå çàùèòû
îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ. Â ðàçäåëå 5 ïðèâîäèò-
ñÿ ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ðàçðàáîòêè íåâîçîáíîâëÿåìûõ
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ðåñóðñîâ, ïðè÷åì ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Âåéáóëëà.

2. Ìîäåëü èãðû

Â èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, êàê ïðàâèëî,
èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñ ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòüþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èãðà ðàçâèâàåòñÿ âî âðåìåíè íà ôèêñè-
ðîâàííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t0, T ], ïðè÷åì ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
èãðû T èçâåñòåí çàðàíåå.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èã-
ðû n ëèö ñ ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, à èìåííî, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî èãðà ðàçâèâàåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [t0, T ], ãäå T � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (t), t ∈ [t0,∞) [4],
[5]. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñî ñëó÷àé-
íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîñòàíîâêè äèôôå-
ðåíöèàëüíîé èãðû ñ ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ [2].

Èòàê, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó n ëèö Γ(x0, t0) ñî ñëó-
÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ (T − t0) è íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x0

[5]. Äèíàìèêà èãðû çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = g(x, u1, . . . , un), x ∈ Rm, ui ∈ U ⊆ compRl, (2.1)
x(t0) = x0.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ g(x, u1, . . . , un) íåïðåðûâíà íà
Rm×U1× . . .×Un, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x è ñóùåñòâó-
åò λ > 0, òàêîå ÷òî ||g(x, u1, . . . , un)|| ≤ λ(1 + ||x||) äëÿ âñåõ x ∈ Rm,
ui ∈ U [2].

Èãðà íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò t0 èç ñîñòîÿíèÿ x0, îäíàêî, ìîìåíò åå
îêîí÷àíèÿ íå ôèêñèðîâàí çàðàíåå, à ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû T çàäàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè
t ∈ [t0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè:

∞∫

t0

dF (t) = 1.
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Êðîìå òîãî, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè f(t) = F ′(t) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T .

Ôóíêöèÿ ¾ìãíîâåííîãî¿ âûèãðûøà èãðîêà i â ìîìåíò âðåìåíè τ ,
τ ∈ [t0,∞) çàâèñèò îò âðåìåíè τ è ôàçîâîé ïåðåìåííîé x(t0, x0, u(·)),
ãäå u(·) = {u1(·), . . . , un(·)} � n�íàáîð äîïóñòèìûõ ïðîãðàììíûõ
óïðàâëåíèé èãðîêîâ. Ïîä äîïóñòèìûìè ïðîãðàììíûìè óïðàâëåíèÿ-
ìè ïîíèìàþòñÿ èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ ui(·) :

t → ui(t) ∈ Rl, òàêèå ÷òî ui(t) ∈ U . Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ìãíî-
âåííóþ ôóíêöèþ âûèãðûøà êàê hi(τ, x(τ), u(τ)).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî hi ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà
Rm. Òîãäà îæèäàåìûé èíòåãðàëüíûé âûèãðûø èãðîêà i èìååò âèä:

Ki(x0, t0, u1, . . . , un)=

∫ ∞

t0

[∫ t

t0

hi(τ, x(τ), u(τ))dτ

]
f(t)dt, i=1, . . . , n. (2.2)

Èçâåñòíî, ÷òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè�Òîíåëëè î ïåðåñòàíîâêå èíòå-
ãðàëîâ ïðè òðåáîâàíèè íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé hi(τ, x(τ), u(τ)),
ôóíêöèîíàëû âèäà (2.2) â ôîðìå ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ ìîãóò áûòü
ñâåäåíû ê ôóíêöèîíàëàì, èìåþùèì ñòàíäàðòíûé äëÿ äèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèä. Åñëè æå íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöà-
òåëüíîñòü ôóíêöèè ìãíîâåííîãî âûèãðûøà hi, íî ïðè ýòîì âûïîëíå-
íî óñëîâèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè êðàòíîãî èíòåãðàëà

∫∫

[0,+∞)×[0,+∞)

|f(t)hi(τ, x(τ), u(τ))|dtdτ < +∞,

òî âñå ðàâíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ôóáèíè�Òîíåëëè è òàêæå
èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ [6].

Òîãäà èìååì:

Ki(x0, t0, u1, . . . , un)=

∫ ∞

t0

[∫ t

t0

hi(τ, x(τ), u(τ))dτ

]
f(t)dt =

=

∫ ∞

t0

(1− F (τ))hi(τ, x(τ), u(τ))dτ. (2.3)

Ïðè ðàçâèòèè èãðû âî âðåìåíè â íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé ìî-
ìåíò ϑ, ϑ ∈ (t0;∞), èãðîêè ïîïàäàþò â ïîäûãðó Γ(x(ϑ)) ñ íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì x(ϑ) = x. Î÷åâèäíî, ÷òî èãðà ìîæåò è çàêîí÷èòüñÿ
äî ìîìåíòà ϑ ñ âåðîÿòíîñòüþ F (ϑ), à âåðîÿòíîñòü ïðîäîëæèòü èãðó
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ïîñëå ìîìåíòà ϑ ðàâíà (1− F (ϑ)). Òîãäà ïîä âûèãðûøåì â ïîäûãðå
Γ(x(ϑ)) áóäåì ïîíèìàòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðû-
øà, à èìåííî:

Ki(x, ϑ, u1, . . . , un)=
1

1− F (ϑ)

∫ ∞

ϑ

(1− F (τ))hi(τ, x(τ), u(τ))dτ. (2.4)

3. Ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîîïåðàòèâíûõ ðå-
øåíèé
3.1. Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà

Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíóþ ôîðìó èãðû Γ(x0, t0). Ïåðåä íà÷àëîì
èãðû èãðîêè äîãîâàðèâàþòñÿ îá èñïîëüçîâàíèè èìè òàêèõ äîïóñòè-
ìûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, êîòîðûå áóäóò ìàêñèìèçèðîâàòü ñî-
âîêóïíûé îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêîâ:

max
u1,...,un

n∑
i=1

Ki(x0, t0, u1, . . . , un) =

= max
u1,...,un

n∑
i=1

∫ ∞

t0

(1− F (τ))hi(τ, x(τ), u(τ))dτ. (3.1)

Óïðàâëåíèÿ {u∗1(t), . . . , u∗n(t)}, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì (3.1), áóäåì
íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè, à òðàåêòîðèþ x∗(t), ñîîòâåòñòâóþùóþ îï-
òèìàëüíûì óïðàâëåíèÿì, � óñëîâíî-îïòèìàëüíîé. Äàëüíåéøåå èç-
ëîæåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî óñëîâíî�îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ åäèí-
ñòâåííà.

Âàæíûì âîïðîñîì, êîòîðûé ðåøàåòñÿ â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè
èãð, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå êîíêðåòíîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíî-
ñòè êàê ñïðàâåäëèâîãî ñïîñîáà ðàçäåëà çàðàáîòàííîãî ñîâìåñòíûìè
óñèëèÿìè âûèãðûøà. Îäíàêî ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äàí-
íîì àñïåêòå è äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èãðîêè
äîãîâîðèëèñü èñïîëüçîâàòü âåêòîð Øåïëè äëÿ ðàçäåëà ñóììû (3.1):

Shi =
∑
S⊂N
i∈S

(n−s)!(s−1)!

n!
[V(x0, t0, S)−V(x0, t0, S\{i})], i = 1, . . . , n. (3.2)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé V (x0, t0, S), S⊆N , |N | = n, â èã-
ðå Γ(x0, t0) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùóþ
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óñëîâèÿì:

V (x0, t0, ∅) = 0, (3.3)
V (x0, t0, S1∪S2)≥V (x0, t0, S1) + V (x0, t0, S2), ∀S1, S2⊂ N, S1 ∩ S2 =∅,

ãäå V (x0, t0, S) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûèãðûøà, êîòîðîå ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå
êîàëèöèÿ S â èãðå Γ(x0, t0), äåéñòâóÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, V (x0, t0, N) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â ïîäûãðå Γ(xt, t), íà÷èíàþùåéñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t èç ñîñòî-
ÿíèÿ xt. Îòìåòèì, ÷òî ïîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé â ïîäûãðå
ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ âûèãðûøà, ãäå óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ¾äîæèòèå¿ äî ìîìåíòà t.
Ñëåäîâàòåëüíî, V (xt, t, N) îïðåäåëÿåòñÿ êàê max

u

n∑
i=1

Ki(xt, t, u1, . . . , un).
Íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x0, t0, S) â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ
ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ. Äàííûé âîïðîñ áûë ïîäðîáíî
èññëåäîâàí â ðàáîòå [10]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà êàê ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì � ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû ΓS, N\S, òàê è êàêèì-ëèáî
äðóãèì îáðàçîì ïðè óñëîâèè ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ñóïåðàä-
äèòèâíîñòè (3.1). Â ðàáîòå [9] ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x0, t0, S) â äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èãðàõ: êîàëèöèÿ S ìàêñèìèçèðóåò ñâîé âûèãðûø, à îñòàëü-
íûå èãðîêè, íå âõîäÿùèå â S, èñïîëüçóþò ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ñòðà-
òåãèè.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 äîãîâîðè-
ëèñü èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ {u∗1, . . . , u∗n}, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü îæèäàåìûé âûèãðûø (3.1), à çàòåì ðàçäåëèòü åãî ñîãëàñíî
ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè (âåêòîðó Øåïëè). Òîãäà, êàê è â ëþáîé
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå, âîçíèêàåò âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà
Øåïëè âî âðåìåíè èëè ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âû-
áðàííîãî èãðîêàìè ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè [2], [1].
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3.2. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåïëè

Ðàçâèòèþ èãðû âî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå âäîëü óñëîâíî�
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè x∗(t), íà êîòîðîé ïî îïðåäåëåíèþ èãðîêè
ïîëó÷àþò íàèáîëüøèé îæèäàåìûé äåëåæ. Îäíàêî äâèæåíèå âäîëü
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè åùå íå îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå êîîïåðà-
öèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äâèæåíèè âäîëü x∗(t) èãðîêè ïîïàäàþò â
ïîäûãðû ñ òåêóùèìè íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè, â êîòîðûõ îäèí è
òîò æå èãðîê èìååò ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêî-
òîðûé ìîìåíò ϑ ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåøåíèå òåêó-
ùåé èãðû Γ(x∗(ϑ), ϑ) áóäåò íåîïòèìàëüíûì â ñìûñëå ïåðâîíà÷àëü-
íî âûáðàííîãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè (â íàøåì ñëó÷àå � âåêòîðà
Øåïëè). Òîãäà ïåðåä èãðîêàìè âñòàíåò âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè
ïðèäåðæèâàòüñÿ äàëåå íàìå÷åííîãî ïåðåä íà÷àëîì èãðû ñîãëàøåíèÿ
äåéñòâîâàòü ¾ñîâìåñòíî îïòèìàëüíî¿. Ïîñëåäíåå áóäåò îçíà÷àòü äè-
íàìè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü âåêòîðà Øåïëè è, ñîîòâåòñòâåííî, ñàìî-
ãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè x∗(t).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ β(t) = {βi(t) ≥
0}i=1,...,n, òàêóþ ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè Sh = {Shi}i=1,...,n

â èãðå Γ(x0, t0) ïðåäñòàâèìû â âèäå

Shi =

∫ ∞

t0

(1− F (t))βi(t)dt, i = 1, . . . , n. (3.4)

Âåêòîð-ôóíêöèþ β(t) = {βi(t)} áóäåì íàçûâàòü ïðîöåäóðîé ðàñïðå-
äåëåíèÿ äåëåæà (ÏÐÄ).

Îïðåäåëåíèå ÏÐÄ äëÿ èãð ñ ôèêñèðîâàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [1]. Â íàøåé ïîñòàíîâêå ÏÐÄ îïðåäåëÿåò ïðà-
âèëî, ïî êîòîðîìó êîìïîíåíòû îæèäàåìîãî äåëåæà ðàñïðåäåëÿþòñÿ
âî âðåìåíè [t0,∞). Îòìåòèì, ÷òî ïîçäíåå â ðàáîòàõ Ïåòðîñÿíà Ë.À.
òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîìïîíåíò βi(t), ∀ t ≥ t0, áûëî îòìå-
íåíî (ñì., íàïðèìåð, [9], [3]), îäíàêî â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðèäåð-
æèâàòüñÿ èçíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì íàçûâàòü âåêòîð Øåïëè ¯{Shi} äèíàìè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì âåêòîðîì Øåïëè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÏÐÄ
{βi(t) ≥ 0}, t ∈ [t0,∞), ÷òî âåêòîð S̄h

ϑ
= {S̄h

ϑ
i }, ∀ϑ ∈ [t0,∞),
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âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå

S̄h
ϑ
i =

1

(1− F (ϑ))

∫ ∞

ϑ

(1− F (t))βi(t)dt, i = 1, . . . , n, (3.5)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Øåïëè â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäûãðå
Γ(x∗(ϑ), ϑ), ϑ ∈ [t0,∞).

Îïðåäåëåíèå 3.2 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàñïðåäåëåíèè äåëåæà ¯{Shi}
âî âðåìåíè ïðè ïîìîùè âûïëàò ñîãëàñíî ÏÐÄ {βi(τ)}, â êàæäûé
òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ϑ, ϑ ∈ [t0,∞), îæèäàåìûé äåëåæ {S̄h

ϑ
i }

â îñòàâøåéñÿ ïîäûãðå Γ(x∗(ϑ), ϑ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Øåïëè.
Òàêèì îáðàçîì, èãðîêè íå èìåþò îñíîâàíèé äëÿ íàðóøåíèÿ ñîãëà-
øåíèÿ î êîîïåðàöèè, çàêëþ÷åííîãî ïåðåä íà÷àëîì èãðû. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü èëè, ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, âðåìåííóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü âûáðàííîãî
ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè (âåêòîðà Øåïëè).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.5), çàìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêè óñòîé÷è-
âûé âåêòîð Øåïëè ¯{Shi} â èãðå Γ(x0, t0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
ñëåäóþùåì âèäå:

S̄hi =

∫ ϑ

t0

(1−F (τ))βi(τ)dτ +(1−F (ϑ))S̄hi
ϑ
, ∀ϑ∈ [t0,∞), i = 1, . . . , n.

(3.6)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.6) ñîîòâåòñòâóåò ñóììå, êîòîðóþ èãðîê ïîëó-
÷èò ïðè äâèæåíèè âäîëü óñëîâíî�îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè x∗(t) ïðè
t ∈ [t0, ϑ]. Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
âûèãðûøà â ïîäûãðå Γ(x∗(ϑ), ϑ) ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðà íå çàêîí÷è-
ëàñü äî ìîìåíòà ϑ.

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.6) ïî ϑ, ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÏÐÄ:

βi(ϑ) =
f(ϑ)

(1− F (ϑ))
S̄hi

ϑ−(S̄hi
ϑ
)′, ϑ ∈ [t0,∞), i = 1, . . . , n. (3.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî â èãðå Γ(x0, t0) ìû âñåãäà ìîæåì ðàñïðåäåëèòü âî
âðåìåíè âåêòîð Øåïëè {Shi}, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ âûïëàò (3.7).
Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòè
êîìïîíåíò βi(ϑ),∀ϑ ∈ [t0,∞). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ Îïðåäåëåíèÿ
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3.2 âåêòîðØåïëè íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì â îáùåì ñëó-
÷àå. Àëãîðèòì ïðîâåðêè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåêòîðà Øåïëè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì: âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû ÏÐÄ ïî ôîðìóëå (3.7)
è ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ {βi(ϑ) ≥ 0}, ∀ϑ ∈ [t0,∞). Åñëè
íåîòðèöàòåëüíîñòü âûïîëíåíà, òî âåêòîð Øåïëè {Shi}, ðàñïðåäåëåí-
íûé âî âðåìåíè â èãðå Γ(x0, t0) ñîãëàñíî (3.7), ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè
óñòîé÷èâûì.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðØåïëè íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè. Òîãäà, ïðè âûïîëíåíèè ñâîéñòâà
íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè ìãíîâåííîãî âûèãðûøà hi(τ, x(τ), u(τ)) ≥
0, i = 1, . . . , n, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâîãî (ðå-
ãóëÿðèçîâàííîãî) ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè íà îñíîâå ïåðâîíà÷àëü-
íî âûáðàííîãî èãðîêàìè äèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâîãî ïðèíöèïà îï-
òèìàëüíîñòè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íîâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äåëåæà, à èìåííî:

β̄i(ϑ) =

Shϑ
i

n∑
i=1

hi(ϑ, x∗(ϑ), u∗(ϑ))

V (x∗(ϑ), ϑ, N)
, ϑ ∈ [t0,∞). (3.8)

Íà îñíîâå β̄i(ϑ) ≥, 0 i = 1, . . . , n, ìîæíî ñôîðìèðîâàòü òàê íàçû-
âàåìûé ðåãóëÿðèçîâàííûé âåêòîð Øåïëè ïî ôîðìóëå (3.4), êîòîðûé
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (3.6) (ñì. [5]).

3.3. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÏÐÄ
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü f(ϑ)

1−F (ϑ)
(ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ ñëó÷àé-

íîãî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ èãðû T ïðè óñëîâèè, ÷òî èãðà íå çàêîí÷è-
ëàñü äî ìîìåíòà ϑ), ïîÿâèâøèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.7),
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé äëÿ òåîðèè íàäåæíîñòè ôóíêöèåé èíòåíñèâ-
íîñòè îòêàçîâ:

λ(t) =
f(t)

(1− F (t))
. (3.9)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèå (3.9), âûðàæåíèå äëÿ ÏÐÄ (3.7) ìî-
æåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

βi(ϑ) = λ(ϑ)S̄hi
ϑ − (S̄hi

ϑ
)′, ϑ ∈ [t0,∞), i = 1, . . . , n. (3.10)

Êðîìå òîãî, â äàííîé òåðìèíîëîãèè (1−F (ϑ)) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
¾äîæèòèÿ¿ äî ìîìåíòà ϑ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

1− F (ϑ) = e
− ∫ ϑ

t0
λ(t)dt

.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èíòåãðàëüíîãî âû-
èãðûøà èãðîêà (2.3):∫ ∞

t0

(1−F (τ))hi(τ, x(τ), u(τ))dτ =

∫ ∞

t0

hi(τ, x(τ), u(τ))e−λ(τ−t0)dτ, (3.11)

à äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûé âåêòîð Øåïëè (3.6) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S̄hi =

∫ ϑ

t0

βi(τ)e−λ(τ−t0)dτ + e−λ(ϑ−t0)S̄hi
ϑ
. (3.12)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ÿâëÿ-
åòñÿ íå òîëüêî îáîáùåíèåì çàäà÷è ñ ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòüþ, íî è îáîáùåíèåì çàäà÷è íà áåñêîíå÷íîì âðåìåííîì ïðîìåæóò-
êå ñ äèñêîíòèðîâàíèåì ìãíîâåííûõ âûèãðûøåé èãðîêîâ (ïîäðîáíåå
ñì. [6]).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ðå-
çóëüòàòû îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåíèÿ ÏÐÄ â èãðàõ ñ ïðåäïèñàííîé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòüþ [1], [2] è â èãðàõ ñ äèñêîíòèðîâàíèåì ñ áåñêîíå÷-
íûì âðåìåííûì ãîðèçîíòîì [9]. Ïðè f(ϑ) = 0 (λ(ϑ) = 0) ôàêòè÷å-
ñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé, îäíàêî íåîáõîäèìî
äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûì âûèãðûøàì èãðîêîâ. Òîãäà èç (3.10)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ÏÐÄ:

βi(ϑ) = −(S̄hi
ϑ
)′, i = 1, . . . , n,

êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [1].
Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λ(t) ÿâëÿåòñÿ êîí-

ñòàíòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T ðàñïðå-
äåëåíà ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó:

f(t) = λe−λ(t−t0); F (t) = 1− e−λ(t−t0), ∀ t ≥ t0;

f(t)

1− F (t)
= λ.

Òîãäà èíòåãðàëüíûé âûèãðûø (3.11) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ èíòå-
ãðàëüíûì âûèãðûøåì äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåí-
íûì ãîðèçîíòîì è äèñêîíòèðîâàíèåì ìãíîâåííûõ âûèãðûøåé ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ñ äèñêàóíò-ôàêòîðîì λ:∫ ∞

t0

hi(τ, x(τ), u(τ))e−λ·(τ−t0)dτ,
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à ôîðìóëà äëÿ ÏÐÄ (3.10) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé, ïîëó-
÷åííîé â ðàáîòå [9]:

βi(ϑ) = λShiϑi − (Shϑ
i )′. (3.13)

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí åùå â ðàáîòå [5].

4. Çàùèòà îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ
Ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè,

êîòîðàÿ áûëà èçó÷åíà âûøå íà ïðèìåðå ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè âåêòîðà Øåïëè, ïðåäïîëàãàë ðàöèîíàëüíîå ïîâåäåíèå
âñåõ ó÷àñòíèêîâ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû. Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ
ìåõàíèçì ÏÐÄ, ìîæíî áûëî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ó ðàöèîíàëüíûõ
ó÷àñòíèêîâ íå âîçíèêëî ìîòèâàöèè íàðóøèòü ñîãëàøåíèå î êîîïåðà-
öèè.

Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè èãð íà÷àëî óäåëÿòüñÿ âíèìà-
íèå è ìîäåëèðîâàíèþ èððàöèîíàëüíûõ ïîñòóïêîâ èãðîêîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ϑ èãðîê èððàöè-
îíàëüíî íàðóøàåò ñîãëàøåíèå î êîîïåðàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàñïà-
äó áîëüøîé êîàëèöèè N . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
èçíà÷àëüíî èãðîêè äîãîâîðèëèñü ðàçäåëèòü çàðàáîòàííûé ñîâìåñò-
íûìè óñèëèÿìè ìàêñèìàëüíûé îæèäàåìûé âûèãðûø ñîãëàñíî âåê-
òîðó Øåïëè. Ðàñïàä êîàëèöèè áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîð Øåïëè íå
ðåàëèçóåì âî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåêî-
òîðîãî óñëîâèÿ äëÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ.
Ýòî óñëîâèå âïåðâûå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [11] äëÿ èãð ñ
ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ.

Èòàê, äëÿ êîîïåðàòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñî ñëó÷àéíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäå-
íèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (x0, t0, {i})≤
∫ ϑ

t0

(1− F (τ))βi(τ)dτ + (1− F (ϑ))V (x∗(ϑ), ϑ, {i}),

i = 1, . . . , n, θ ∈ [t0;∞). (4.1)

Óñëîâèå (4) îçíà÷àåò, ÷òî äàæå åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
ϑ èãðîê (ëèáî ãðóïïà èãðîêîâ) èððàöèîíàëüíî íàðóøèë ñîãëàøåíèå
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äåéñòâîâàòü ñîâìåñòíî îïòèìàëüíî, òî âûáîðîì ÏÐÄ ìîæíî ãàðàí-
òèðîâàòü, ÷òî îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà i âî âñåé èãðå âñå ðàâíî
áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì âûèãðûø â ñëó÷àå, åñëè áû èãðîê ñ ñàìîãî íà÷à-
ëà äåéñòâîâàë ñàìîñòîÿòåëüíî è ïîëó÷èë ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø
V (x0, t0, {i}).

Äèôôåðåíöèðóÿ (4), ïðè ïðåäïîëîæåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) ïî ϑ, ïîëó÷àåì óñëîâèå íà ÏÐÄ, îáåñïå÷è-
âàþùåå çàùèòó îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ:

βi(t) ≥ λ(t)V (x̄(t), t, {i})− d

dt
V (x̄(t), t, {i}), i = 1, . . . , n, (4.2)

ãäå λ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.9).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ λ(t) = 0 ìû ôàêòè÷åñêè èìååì ïîëíî-

ñòüþ äåòåðìèíèðîâàííóþ çàäà÷ó. Òîãäà ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáî-
âàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ òèïà (3.11), èç
óñëîâèÿ (4.2) èìååì íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [3] äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïðåäïèñàííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ:

βi(t) ≥ − d

dt
V (x̄(t), t, {i}), i = 1, . . . , n, (4.3)

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèíöèïà îï-
òèìàëüíîñòè íèêàê íå ñâÿçàíî ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ çàùèòû îò
èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåí ïðèìåð,
êîãäà âåêòîð Øåïëè ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì, íî óñëîâèå
çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ íå âûïîëíåíî, è íàîáîðîò.
Îäíàêî îáà ýòèõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè àñïåêòàìè êîîïåðàöèè
â äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ [3]. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÏÐÄ óäîâëåòâîðÿåò
è óðàâíåíèþ (3.10), è íåðàâåíñòâó (4.2), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð
Øåïëè, ðàñïðåäåëåííûé âî âðåìåíè ñîãëàñíî ÏÐÄ (3.4), ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì êîîïåðàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû íå çàòðàãèâàåì òàêîé àñïåêò óñòîé÷èâîñòè
êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ, êàê ñòðàòåãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà (ñì. [3]).
Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ñòðàòåãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà â êîîïåðàòèâíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, ò.å. ñó-
ùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó,
ìîæåò áûòü êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíà äëÿ íåçàâèñèìûõ äâèæåíèé èã-
ðîêîâ â (2.1).
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Ïðîäîëæèì ðàññìàòðèâàòü ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííóþ çàäà-
÷ó, ò.å. ïóñòü λ(t) = 0. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð Øåïëè ÿâëÿåòñÿ
äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè, ò.å. ñóùåñòâóåò
{βi(t) ≥ 0}, òàêàÿ ÷òî βi(t) = −(Sht

i)
′, è ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå

çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (4.3), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè:

(Sht
i)
′ ≤ d

dt
V (x∗(t), t, {i}), i = 1, . . . , n. (4.4)

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíî-
ñòè èìååò âèä:

Sht
i ≥ V (x∗(t), t, {i}), i = 1, . . . , n. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (4.4) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå äëÿ âåëè÷èí, ïðèñóòñòâóþùèõ â íåðàâåíñòâàõ (4.5).

Òåïåðü ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó ñî ñëó÷àéíîé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòüþ (λ(t) 6= 0). Òîãäà îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåêòîðà Øåïëè è çàùèòû îò èððà-
öèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
íåðàâåíñòâ:

λ(t)[Sht
i − V (x̄(t), t, {i})] ≥ [(Sht

i)
′ − d

dt
V (x̄(t), t, {i})], (4.6)

∀ t ∈ [t0,∞), i = 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç (4.6) ñëåäóåò âûïîëíåíèå (4.4) ïðè λ(t) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ èãð ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòüþ, ïîêðûâàåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ
èãð.

5. Ïðèìåð
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òåîðåòèêî-èãðîâóþ ìîäåëü [7]

ðàçðàáîòêè íåâîçîáíîâëÿåìûõ ðåñóðñîâ (â ÷àñòíîñòè, íåôòè) ñèììåò-
ðè÷íûìè èãðîêàìè. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêîé äîáû÷è íåôòè,
îñîáåííî íà êîíòèíåíòàëüíîì øåëüôå, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü
óáûòêîâ îò àâàðèéíîñòè äàííîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Àâàðèè íà ñêâàæèíàõ
ïðèâîäÿò ê ïðîñòîþ ïðîèçâîäñòâà âî âðåìÿ çàìåíû è ðåìîíòà îáîðó-
äîâàíèÿ, à òàêæå ê òÿæåëûì ýêîëîãè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì, çàòðàòû



92 Å.Â. Øåâêîïëÿñ

íà óñòðàíåíèå êîòîðûõ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê êîëîññàëüíûì óáûòêàì. Â
áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ
äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ äîáû÷è íåôòè íåñêîëüêèìè èãðîêàìè, òàêæå
êàê è â ðàáîòå [7] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðà ðàçâèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷-
íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ñ ïîñòîÿííûì äèñêîíòèðîâàíèåì ìãíîâåí-
íûõ âûèãðûøåé. Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìãíîâåí-
íûå âûèãðûøè èãðîêîâ íå äèñêîíòèðóþòñÿ, íî èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ â
ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè T , ðàñïðåäåëåííûé ïî çàêîíó Âåéáóëëà.
Âûáîð ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà, êàê îäíîãî èç îñíîâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé, îïèñûâàþùèõ æèçíåííûé öèêë ðàáîòû òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì,
ïîäðîáíî îáîñíîâàí â ðàáîòå [6].

Ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà èìååò ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ
ñëåäóþùåãî âèäà:

λ(t) = λδtδ−1; (5.1)
t ≥ 0; λ > 0; δ > 0.

Çäåñü λ è δ � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå äàííîå ðàñïðåäåëåíèå. λ �
ýòî ïàðàìåòð ìàñøòàáà, à ïàðàìåòð ôîðìû δ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé
èç òðåõ ôàç, â êîòîðîé ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà. Çíà÷åíèå δ < 1

ñîîòâåòñòâóåò ¾íîâîðîæäåííîìó¿ ñöåíàðèþ èãðû (ïåðèîä ïðèðàáîò-
êè). Çäåñü ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λ(t) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé
ôóíêöèåé. Ïðè δ = 1 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðåæèìå íîðìàëüíîé ýêñ-
ïëóàòàöèè, λ(t) ðàâíà êîíñòàíòå λ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè δ = 1 ðàñïðå-
äåëåíèå Âåéáóëëà ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
Ïðè δ > 1 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè èçíîñà, λ(t) ÿâëÿåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé ôóíêöèåé.

Èòàê, ñîãëàñíî ìîäåëè [7], â èãðå ó÷àñòâóþò n èãðîêîâ � ôèðìû
èëè ñòðàíû, êîòîðûå ðàçðàáàòûâàþò íåêîòîðûé íåâîçîáíîâëÿåìûé
ïðèðîäíûé ðåñóðñ, íàïðèìåð, íåôòü. Ìíîæåñòâî âñåõ èãðîêîâ îáî-
çíà÷èì êàê N = {1, 2, . . . , n}. Ïóñòü x(t) � ýòî ïîòîê íåâîçîáíîâëÿ-
åìîãî ðåñóðñà. Óïðàâëåíèÿìè èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ òåìïû ðàçðàáîòêè
ðåñóðñà, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê {ui(t)}. Äèíàìèêà èçìåíåíèé ïîòîêà
ðåñóðñà x(t) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì:

ẋ(t) = −
n∑

i=1

ui(t); ui ≥ 0, x(t0) = x0, x0 > 0. (5.2)
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Îæèäàåìûé âûèãðûø (2.2) èãðîêà i, i = 1, . . . , n, ïðè óñëîâèè,
÷òî ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Âåéáóëëà, ïðèíè-
ìàåò âèä:

Ki(x0, t0, u1, . . . , un) =

∫ ∞

0

hi(t, x(t), u(t))e−λtδdt. (5.3)

Â äàííîì ïðèìåðå êàæäûé èãðîê i èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè
hi(t, x, u) (ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî âûèãðûøà) â âèäå hi = h(ui), îïðå-
äåëåííóþ äëÿ âñåõ ui > 0, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ìàðãèíàëüíîé ïîëåç-
íîñòè η:

h(ui) = A ln(ui) + B, η = 1; (5.4)
h(ui) = A

u1−η
i

1−η
+ B, η 6= 1. (5.5)

Ïðè ui = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì h(ui) = 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = 1, B = 0. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì t0 = 0.

Òîãäà îáùèé îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

n∑
i=1

Ki(x0, t0, u1, . . . , un) =

∫ ∞

0

n∑
i=1

h(ui)e
−λtδdt. (5.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷-
íûå èãðîêè, ïîýòîìó ïîëîæèì ui = uj = u.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè îáùåãî îæèäàåìîãî âûèãðûøà (5.6) ïðè
óñëîâèè (5.2) ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ òèïà Áåëë-
ìàíà, âûâåäåííîãî â ðàáîòå [6]:

λ(t)W (x, t)=
∂W (x, t)

∂t
+max

u

(
n∑

i=1

hi(x, u, t) +
∂W (x, t)

∂x
g(x, u)

)
. (5.7)

Êðîìå òîãî, ýòî óðàâíåíèå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x, t, S). Ïîäðîáíîå
ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îïèñàíî â ðàáîòå [10].

5.1. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè âèäà h(ui) = ln(ui). Áóäåì èñ-

êàòü ôóíêöèþ Áåëëìàíà â âèäå W (x, t) = A(t)lnx + B(t),
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lim
t→∞

W (x, t) = 0. Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå W (x, t) âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå

∂W (x, t)

∂x
=

A(t)

x
;

∂W (x, t)

∂t
= Ȧ(t)ln(x) + Ḃ(t). (5.8)

Ó÷èòûâàÿ (5.8), èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(5.7) ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä u = x

A(t)
. Ïðè-

ìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè (5.7), ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A(t),B(t):

Ȧ(t)− λ(t)A(t) + n = 0;

Ḃ(t)− λ(t)B(t)− nln(A(t))− n = 0,

è êðàåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

lim
t→∞

A(t) = 0, lim
t→∞

B(t) = 0.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ äëÿ
çàäà÷è ðàçðàáîòêè íåâîçîáíîâëÿåìûõ ðåñóðñîâ ñî ñëó÷àéíîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòüþ:

u∗i = u∗ =
x · e−λ(t)t

n
∫∞

t
e−λ(s)sds

, (5.9)

ãäå λ(t) óäîâëåòâîðÿåò (5.1). Òîãäà ïðè δ = 1, ñîîòâåòñòâóþùåì ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ èãðû, ôàêòè÷å-
ñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ óæå èçó÷åííàÿ ìîäåëü ñ äèñêîíòèðîâàííûìè
âûèãðûøàìè íà áåñêîíå÷íîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [7]. Íåïîñðåä-
ñòâåííî èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ = 1 îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè
èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ

u∗i = u∗ =
λ

n
x, i = 1, . . . , n.

Òîãäà îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

x∗(t) = x0 · e−λt; u∗i (t) =
λ

n
x0 · e−λt.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå
Äîêíåðà è äð.[7] äëÿ ñëó÷àÿ äèñêîíòèðîâàííûõ âûèãðûøåé íà áåñêî-
íå÷íîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå äëÿ åäèíè÷íîé ýëàñòè÷íîñòè ìàðãè-
íàëüíîé ïîëåçíîñòè èãðîêîâ, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

lim
t→∞

x(t) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ x∗(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó.

Çíà÷åíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x∗(ϑ), ϑ, N) ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèè Áåëëìàíà W (x∗(ϑ), ϑ):

V (x∗(ϑ), ϑ, N) = W (x∗(ϑ), ϑ) = n
λ

ln(x∗)− n
λ
− n ln(n)

λ
+ n ln(λ)

λ
=

= n
λ

ln(x0)− n(ϑ)− n
λ
− n ln(n)

λ
+ n ln(λ)

λ
.

Ïîëîæèì ϑ = 0. Òîãäà

V (x0, 0, N) = W (x0, 0) =
n

λ
ln(x0)− n

λ
− n ln(n)

λ
+

n ln(λ)

λ
. (5.10)

Äàëåå, äëÿ δ = 2, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ðýëåÿ äëÿ
ñòàðåþùåé ñèñòåìû, èç (5.9) ïîëó÷àåì

u∗i =
x · e−2λt2

n
∫∞

t
e−2λs2ds

.

Òîãäà îïòèìàëüíûé ñïîñîá ïîâåäåíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå ðåñóðñà äîë-
æåí îïðåäåëÿòüñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

u∗i =
2
√

2
√

λ · e−2λt2

n(1− erf(
√

2λt))
x =

2
√

2
√

λ · e−2λt2

n(1− 2Φ0(2
√

λt))
x,

ãäå erf(t) =
2√
π

∫ t

0

e−s2

ds, Φ0(t)− èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Äëÿ ïåðèîäà ïðèðàáîòêè (ðàííåãî ïåðèîäà) âîçüìåì δ = 1
2
. Òîãäà

èç óðàâíåíèÿ (5.9) ïîëó÷àåì

u∗i =
x · e−λ

2
t1/2

n
∫∞

t
e−

λ
2
s1/2

ds
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè â óïðàâëåíèÿõ ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ:

u∗i =
λ2

4n(λ
√

t + 2)
x.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè ðàçðàáîòêè íåâîçîáíîâëÿåìûõ ðåñóðñîâ
óäàëîñü ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ òðåõ ñöåíàðèåâ èã-
ðû. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå u∗i (x, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå
ìàñøòàáà λ = 1 è ïàðàìåòðàõ ôîðìû δ = 1/2; 1; 2 ïðèâåäåíî íà ðèñ.1.

Ðèñóíîê 1. Îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàçðàáîòêè u∗i äëÿ òðåõ
ñöåíàðèåâ èãðû

Èíòåðåñíî, ÷òî â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îïòè-
ìàëüíîå ïîâåäåíèå èãðîêîâ êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñöåíàðèåâ èãðû. Äëÿ ôàçû ïðèðàáîòêè, ò.å. êîãäà îáîðóäî-
âàíèå è îáùàÿ êîîðäèíàöèÿ åùå íå íàëàæåíû, ñêîðîñòü ðàçðàáîòêè
äîëæíà áûòü íàèìåíüøåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îñòîðîæíîñòè èãðîêîâ.
Â ðåæèìå íîðìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè èãðîêè äîëæíû ¾êîïàòü¿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â ðåæèìå èçíîñà îáîðóäîâàíèÿ (âïðî÷åì, ýòî
òàêæå êàñàåòñÿ è ¾èçíîñà¿ íå òîëüêî òåõíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ), êîãäà
ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ âîçðàñòàåò, íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü
òåìïû ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé.

Êðîìå òîãî, áûëî ÷èñëåííî ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå óñëîâíî
- îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé äëÿ âñåõ òðåõ ôàç èãðû. Êà÷åñòâåííîå
ðàçëè÷èå óáûâàíèÿ íåâîçîáíîâëÿåìûõ ðåñóðñîâ ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ.
2 è Ðèñ. 3.
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Ðèñóíîê 2. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x∗(t) äëÿ ðåæèìà íîðìàëüíîé
ýêñïëóàòàöèè è ôàçû èçíîñà

Ðèñóíîê 3. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x∗(t) äëÿ ôàçû ïðèðàáîòêè è
ðåæèìà íîðìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè

Çàìåòèì, ÷òî áûñòðåå âñåãî óáûâàåò ðåñóðñ ïðè δ = 2, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò èíòåíñèâíûì ðàçðàáîòêàì â ñîñòîÿíèè èçíîñà. Ìåäëåííåå
âñåãî óáûâàåò ðåñóðñ ïðè δ = 1/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåì îñòîðîæíûì
äåéñòâèÿì èãðîêîâ â ñîñòîÿíèè ïðèðàáîòêè.

Äàëåå, çàìåíèâ
n∑

i=1

hi â óðàâíåíèè (5.7) íà hi, ìîæíî íàéòè ðàâ-
íîâåñíûå ïî Íýøó óïðàâëåíèÿ {unc

i } â êëàññå óïðàâëåíèé ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ, ëèíåéíûõ ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé (ñì. [10]). Â äàííîé ðàáî-
òå íå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ (5.7). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì

unc
i =

e−λ(t)t

∞∫
t

e−λ(s)sds

x, i = 1, . . . , n (5.11)

Äàëåå â äàííîì ðàçäåëå âî èçáåæàíèå èçëèøíåãî íàãðîìîæäåíèÿ
ôîðìóë áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òîëüêî äëÿ ðåæèìà íîð-
ìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè ìåñòîðîæäåíèÿ, ò.å. äëÿ δ = 1.

Èòàê, ïðè δ = 1 âûïîëíåíî λ(t) = λ. Ïîëó÷àåì óïðàâëåíèÿ, ðàâ-
íîâåñíûå ïî Íýøó, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðàåêòîðèþ è çíà-
÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

unc
i = λx, i = 1, . . . , n; (5.12)

xnc(t) = x∗(ϑ)e−nλ(t−ϑ);

unc
i (t) = λx∗(ϑ)e−nλ(t−ϑ);

V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) = Wi(x
∗(ϑ)) =

ln(x∗(ϑ))

λ
− n

λ
+

ln(λ)

λ
. (5.13)

Ïîëîæèì ϑ = 0. Òîãäà

V (x0, 0, {i}) = Wi(x0, 0) =
ln(x0)

λ
− n

λ
+

ln(λ)

λ
. (5.14)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x, t, S), S ⊆ N ,
èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [9]. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî åñëè s èãðîêîâ îáúåäèíÿþòñÿ â êîàëèöèþ S, òî îñòàâøèåñÿ èãðî-
êè N \S íå îáðàçóþò àíòèêîàëèöèþ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ñîâìåñòíî-
ãî âûèãðûøà èãðîêîâ èç S, à èñïîëüçóþò ðàâíîâåñíûå ïî Íýøó ñòðà-
òåãèè unc

j , j ∈ N \ S. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò
(5.12) äëÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, è èñïîëüçóÿ â óðàâíåíèè (5.7)

∑
i∈S

hi

âìåñòî
n∑

i=1

hi, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû [10]. Êîîïåðàòèâíàÿ
òðàåêòîðèÿ, óïðàâëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä:

xS(t) = x∗(ϑ)e−(n−s+1)λ(t−ϑ);

uS
i (t) =

λ

s
x∗(ϑ)e−(n−s+1)λ(t−ϑ), i ∈ S;

uS
j (t) = unc

j (t), i ∈ N \ S,
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V (x∗(ϑ), ϑ, S) = WS(x∗(ϑ), ϑ) =

=
s

λ
ln(x∗(ϑ))− s

λ
− k(n− s)

λ
− s

λ
ln(s) +

s ln(λ)

λ
.

Ïîëîæèì ϑ = 0. Òîãäà

V (x0, 0, S) = WS(x0, 0) =

=
s

λ
ln(x0)− s

λ
− s(n− s)

λ
− s

λ
ln(s) +

s ln(λ)

λ
. (5.15)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþV(x0,0,S),
S ⊆ N (ñì. (5.10),(5.15)), èñïîëüçóÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â ðàáîòå [9].
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ V (x0, 0, S), S ⊆ N îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.10), (5.15). Òîãäà V (x0, 0, S) óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó ñóïåðàääèòèâíîñòè (3.1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü s1 ≥ 1, s2 ≥ 1. Òîãäà

s1 ln(s1) + s2 ln(s2) + 2s1s2 ≥ (s1 + s2) ln(s1 + s2). (5.16)

Äàííàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ïðàâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ 5.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåì-
ìû 5.1 [10].

Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì
çíà÷åíèå âåêòîðà Øåïëè â ïîäûãðå Γ(x∗(t), t) è âñåé èãðå Γ(x0, t0):

Shi(x
∗(t)) = V (x∗(t),t,N)

n
= ln(x∗(t))

λ
− 1

λ
− ln(n)

λ
+ ln(λ)

λ
= (5.17)

= ln(x0)
λ

− (t− t0)− 1
λ
− ln(n)

λ
+ ln(λ)

λ
,

Shi(x0) = V (x0,0,N)
n

= ln(x0)
λ

− 1
λ
− ln(n)

λ
+ ln(λ)

λ
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ÏÐÄ ïî ôîðìóëå (3.10), êîòîðàÿ äëÿ ñëó÷àÿ
δ = 1 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3.13). Ïîëó÷àåì

βi(ϑ) = ln(x0)− λϑ + ln(λ)− ln(n). (5.18)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 5.2. Âåêòîð Øåïëè {Shi(x0)} (5.17) íå ÿâëÿåòñÿ äè-
íàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ 5.2 îñíîâàíî íà Îïðåäåëåíèè 3.2.
Î÷åâèäíî, ÷òî â (5.18) íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü êîì-
ïîíåíò ÏÐÄ.

Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó hi = lnui íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèåé, ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé âåêòîðà
Øåïëè (3.8).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâå-
äåíèÿ ó÷àñòíèêîâ (4), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ÏÐÄ (4.2). Â äàí-
íîì ïðèìåðå ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ìãíîâåííîãî âûèãðûøà
äëÿ ïàðàìåòðà δ = 1, ïîëó÷åíî çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) (5.13). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.3. Äëÿ ÏÐÄ (5.18) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) (5.13) âûïîëíåíî óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèî-
íàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (4.2).

Óòâåðæäåíèå 5.3 äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íåðà-
âåíñòâà (4.2) ïðè λ(t) = λ.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé
ïîëåçíîñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ èãðû (δ = 1, λ(t) = λ) âåêòîð Øåïëè íå ÿâëÿ-
åòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè, à óñëîâèå
çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ âûïîëíåíî.

5.2. Èçîýëàñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
Ðàññìîòðèì òîò æå ñàìûé ïðèìåð èãðû, òîëüêî ñ èçîýëàñòè÷íîé

ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè hi, ò.å.

h(ui) =
u1−η

i

1− η
, η 6= 1.

Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëà-
íî â ðàçäåëå 5.1 äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ãëàâ-
íûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ âèä ôóíêöèè Áåëëìàíà, êîòîðàÿ èùåòñÿ êàê
W (x, t) = A(t)x1−η + B(t) [10]. Ïîëó÷àåì îïòèìàëüíóþ ñêîðîñòü ðàç-
ðàáîòêè ðåñóðñîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ
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λ(t) (ñì. [8]):

u∗i =
e−

λ(t)t
η

n
∞∫
t

e−
λ(s)s

η ds

x.

Òîãäà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû T , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò λ(t) = λ, èìååì:

u∗i =
λ

ηn
x, i = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ è îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

x∗(t) = x0 e−
λt
η ;

u∗i (t) =
x0 λ

nη
e−

λt
η .

Îòìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ x∗(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó.

Äàëåå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ
ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè N :

V (x∗(ϑ), ϑ, N)=
(nη

λ

)η 1

1−η
x∗(ϑ)1−η =

(nη

λ

)η 1

1−η
x1−η

0 e−
λ(1−η)ϑ

η . (5.19)

Äëÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó èìååì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

unc
i =

λx

(1− n + nη)
, i = 1, . . . , n; (5.20)

xnc(t) = x∗(ϑ) e−
nλ

(1−n+nη)
(t−ϑ);

unc
i (t) = λx∗(ϑ)

(1−n+nη)
e−

nλ
(1−n+nη)

(t−ϑ).

Î÷åâèäíî, ÷òî òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñêîðîñòè ðàçðàáîòêè
unc

i ≥ 0 âûïîëíåíî òîëüêî ïðè η > (1 − 1/n). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó íå ñóùåñòâóåò.
Èòàê, âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V(x∗(ϑ), ϑ, {i}):

V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) =
(

(1−n+nη)
λ

)η
1

1−η
x∗(ϑ)1−η =

=
(

(1−n+nη)
λ

)η
1

1−η
x1−η

0 e−
λ(1−η)

η
ϑ. (5.21)
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Îïèñàííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñïîñîáîì, ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè V (x∗(ϑ), ϑ, S),S ⊂ N .

uS
i =

λ(1− s + sη)x

sη(1− n + nη)
, i ∈ S;

uS
j (t) = unc

j (t), i ∈ N \ S,

V (x∗(ϑ), ϑ, S) =

(
sη(1− n + nη)

λ(1− s + sη)

)η
1

1− η
x(ϑ)1−η; (5.22)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ V (x0, 0, S), S ⊆ N îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.19), (5.22). Òîãäà V (x0, 0, S) óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó ñóïåðàääèòèâíîñòè (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ 5.4 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü s1 ≥ 1, s2 ≥ 1, η ∈ (0, 1). Òîãäà

(s1 + s2)
η

(1−(s1 + s2)+(s1 + s2)η)η
≥ sη

1

(1−s1 + s1η)η
+

sη
2

(1−s2 + s2η)η
. (5.23)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàñòåò áûñòðåå,
÷åì ïðàâàÿ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà Øå-
ïëè:

Shi(x(t)) = 1
1−η

(
x(t)
n

)1−η (
λ
η

)−η

; (5.24)

Shi(x0) = 1
1−η

(
x0

n

)1−η
(

λ
η

)−η

. (5.25)

Âû÷èñëèì ÏÐÄ ñîãëàñíî (3.13). Òîãäà

βi(ϑ) = λ(
nη

λ
)ηx1−η

0 e−
λϑ
η

1

η(1− η)
. (5.26)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî âûøå â ðàçäåëå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè. Îäíàêî ðåçóëüòàò ïðîâåðêè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
óñëîâèÿ çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûì ïðåäûäóùåìó.
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Óòâåðæäåíèå 5.5. Âåêòîð Øåïëè {Shi(x0)} (5.24) ÿâëÿåòñÿ äè-
íàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè ïðè ìàðãèíàëü-
íîé ïîëåçíîñòè η ∈ (0; 1).

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ 5.5 îñíîâàíî íà Îïðåäåëåíèè 3.2.
Î÷åâèäíî, ÷òî â (5.26) ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü êîì-
ïîíåíò ÏÐÄ ïðè η ∈ (0; 1).

Óòâåðæäåíèå 5.6. Äëÿ ÏÐÄ (5.26) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè V (x∗(ϑ), ϑ, {i}) (5.21) íå âûïîëíåíî óñëîâèå çàùèòû îò èððàöè-
îíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ (4.2).

Óòâåðæäåíèå 5.6 äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íåðà-
âåíñòâà (4.2) ïðè λ(t) = λ.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå ñ èçîýëàñòè÷íîé ôóíêöèåé ïî-
ëåçíîñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ èãðû (δ = 1, λ(t) = λ) âåêòîð Øåïëè ÿâëÿåò-
ñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè ïðè ìàðãè-
íàëüíîé ïîëåçíîñòè η ∈ (0; 1), à óñëîâèå çàùèòû îò èððàöèîíàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ íå âûïîëíåíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàçäåëîâ 5.1, 5.2, ïîñòðîåí-
íûé âåêòîð Øåïëè íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì êîîïåðàòèâíûì ñîãëà-
øåíèåì íè äëÿ ñëó÷àÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, íè
äëÿ ñëó÷àÿ èçîýëàñòè÷íîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èãðîêîâ. Ïðè ýòîì â
îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâíî�îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ èãðû óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.
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STABLE COOPERATION IN DIFFERENTIAL GAMES
WITH RANDOM DURATION

Ekaterina V. Shevkoplyas, Faculty of Applied Mathematics and
Control Processes, St.Petersburg State University, Saint-Petersburg,
Cand.Sc. (katya_shev@mail.ru).

Abstract : The problem of time-consistency of cooperative solutions is
investigated in the paper. This problem was stated by Petrosyan L.A.
in 1977 for di�erential games with �nite time horizon. In the paper the
modi�cation of the game with �nite time horizon is considered in the
sense that the game has random time horizon. The Shapley value is used
as an optimality principle under cooperative behavior of the players. For
this formulation the de�nition of the imputation distribution procedure
(IDP) is given and the analytic formula for IDP is derived. Moreover
in the paper the irrational behavior proofness condition by D.W.K.
Yeung (2006) is modi�ed for problem with random duration. The tool is
based on using IDP. Theoretical results are illustrated by an example of
di�erential game of non-renewable resource extraction.

Keywords : time-consistency, stable cooperation, irrational behavior proof-
ness, non-renewable resource extraction, di�erential game with random
duration.


