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Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîïåðàòèâíûå èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êî-
îïåðàöèåé, çàäàâàåìîé ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì äîïóñòèìûõ êî-
àëèöèé, âêëþ÷àþùèì áîëüøóþ êîàëèöèþ âñåõ èãðîêîâ. Äëÿ
ýòîãî êëàññà èãð îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå (ESOS)
[1] òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èãð ñ òðàíñ-
ôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè óðàâíè-
âàþùåå ðåøåíèå ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êî-
îïåðàöèåé ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ñ-ÿäðîì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îäíî-
òî÷å÷íûì è äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó âñå îñòàëüíûå âåêòîðû
èç ñ-ÿäðà, ò. å. Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì.
Áîëåå äåòàëüíî èññëåäóåòñÿ êëàññ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóê-
òóðîé, â êîòîðûõ äîïóñòèìûìè êîàëèöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîàëè-
öèè íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ èãðîêîâ, èõ îáúåäèíåíèÿ
è âñå ïîäêîàëèöèè êàæäîé êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ. Äëÿ òàêèõ
èãð îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå âûïóêëîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ äâà òè-
ïà ýãàëèòàðíûõ ðåøåíèé � Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå è Ëîðåíö-
ìàêñèìàëüíîå òèïà Êàìèéî � äëÿ âûïóêëûõ èãð ñ êîàëèöèîí-
íîé ñòðóêòóðîé. Ïðèâîäÿòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè
îáîèõ ýãàëèòàðíûõ ðåøåíèé.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíàÿ èãðà, îãðàíè÷åííàÿ êîîïåðàöèÿ, óðàâ-
íèâàþùåå ðåøåíèå, ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ, Ëîðåíö-ìàêñè-
ìàëüíîå ðåøåíèå.

1. Ââåäåíèå
Â êëàññè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïî-

ëåçíîñòÿìè (N, v) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v îïðåäåëåíà íà ìíî-
æåñòâå âñåõ êîàëèöèé, ò. å. ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èãðîêîâ N. Íà
ïðàêòèêå, îäíàêî, íå âñå êîàëèöèè ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû ïî òåì
èëè èíûì ïîëèòè÷åñêèì, ýêîíîìè÷åñêèì èëè òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì.
Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé çàäàíî ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà èãðîêîâ, è ïîäêîàëèöèè ðàçëè÷íûõ êîàëèöèé ýòîãî ðàçáè-
åíèÿ íå ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû. Îáîáùåíèåì ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ
èåðàðõèÿ óïðàâëåíèé, çàäàâàåìàÿ ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà èãðîêîâ,
ñîäåðæàùèìèñÿ äðóã â äðóãå.

Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç äàëüíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ
êîîïåðàòèâíûõ èãð ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü èõ ðàñøèðåíèÿ íà ñëó÷àé
çàäàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå êîà-
ëèöèé ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Òàêîé êëàññ èãð áóäåò íàçûâàòüñÿ èãðàìè
ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

Òåîðèÿ ðåøåíèé äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íà÷àëàñü ñ
èññëåäîâàíèÿ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé, îïðåäåëÿåìîé íåêî-
òîðûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà èãðîêîâ. Äëÿ òàêèõ èãð áûëè îïðåäå-
ëåíû ðåøåíèÿ, îáîáùàþùèå çíà÷åíèå Øåïëè ([11], [9] è äð.). Îäíàêî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëÿëèñü íà ìíîæåñòâå âñåõ êîà-
ëèöèé, õîòÿ è íå âñå êîàëèöèè ó÷àñòâîâàëè â îïðåäåëåíèè ðåøåíèé.

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèç-
âîëüíûå íàáîðû äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, è òîëüêî íà íèõ îïðåäåëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èãðîé ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ
òðîéêà (N, v, Ω), ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Ω ⊂ 2N , N ∈
Ω � íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, v : Ω → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω = 2N , òî èãðà (N, v, Ω) =

(N, v) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëü-
íûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ).
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Ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð ìîæíî àäàïòèðîâàòü äëÿ èãð ñ
îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé äâóìÿ ñïîñîáàìè: èëè ïðÿìûì ïåðåíîñîì
îïðåäåëåíèé íà èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, åñëè ýòî âîçìîæ-
íî, èëè äîîïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà âñåõ íåäî-
ïóñòèìûõ êîàëèöèÿõ è çàòåì ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ÒÏ èãðû.
Äëÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè è äðóãèõ ëèíåéíûõ çíà÷åíèé ïåðâûé ïîäõîä
íåâîçìîæåí, òàê êàê îïðåäåëÿþùèå èõ ôîðìóëû äëÿ êàæäîé èãðû
çàâèñÿò îò çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà âñåõ êîàëèöè-
ÿõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåä n-ÿäðî è ðåøåíèå Äóòòà-Ðýÿ äîïóñêàþò
ïåðåôîðìóëèðîâêè íà ñëó÷àé èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

Ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå Äóòòà-Ðýÿ [5] îïðåäåëÿëîñü àâòîðàìè êàê
îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ÒÏ èãðå ïîäìíîæåñòâî íåäîìèíèðóå-
ìûõ ïî Ëîðåíöó âåêòîðîâ âûèãðûøåé èç Ëîðåíö-ÿäðà. Ëîðåíö-ÿäðî
èãðû ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû ñîäåðæèò ñ-ÿäðî, íî â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Íå âäàâàÿñü â îïðåäåëåíèå Ëîðåíö-ÿäðà, â
êîòîðîå çàëîæåíà êîíöåïöèÿ ýãàëèòàðèçìà, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ
êëàññà âûïóêëûõ ÒÏ èãð îíî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íàãëÿäíûì. Êàæ-
äîé âûïóêëîé ÒÏ èãðå îíî ñîïîñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé âåêòîð èç ñ-
ÿäðà, äîìèíèðóþùèé ïî Ëîðåíöó âñå îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.
Îäíàêî íå ëþáàÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ èãðà îáëàäàåò òàêèì âåêòîðîì â
ñ-ÿäðå, õîòÿ ìîæåò îáëàäàòü ýãàëèòàðíûì ðåøåíèåì Äóòòà-Ðýÿ, íå
ïðèíàäëåæàùèì ñ-ÿäðó.

Â äàííîé ðàáîòå ýãàëèòàðíàÿ êîíöåïöèÿ ðåøåíèé ÒÏ èãð áó-
äåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî â ñâÿçè ñ ñ-ÿäðîì: à èìåííî, ýãàëèòàð-
íûì ðåøåíèåì ñáàëàíñèðîâàííîé èãðû áóäåò íàçûâàòüñÿ âåêòîð èç
ñ-ÿäðà, äîìèíèðóþùèé ïî Ëîðåíöó îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.
Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ áîëåå øèðîêîé,
÷åì êëàññ âûïóêëûõ ÒÏ èãð, íî óæå, ÷åì êëàññ âñåõ ñáàëàíñèðîâàí-
íûõ èãð. Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè ñòàòüè [8], ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü
ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ èãð ñ îãðà-
íè÷åííîé êîîïåðàöèåé, ìíîãèå åãî ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ òàêîé
ìîäåëè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ïîíÿ-
òèå ñ-ÿäðà óæå áûëî îïðåäåëåíî,(ñì., íàïð, [10]), òî íà êëàññ èãð ñ
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îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è äëÿ èãð ñ íåïóñòûì ñ-ÿäðîì îïðåäåëå-
íèå Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïîýòîìó íàõîæäåíèå êëàññîâ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé,
äëÿ êîòîðûõ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå íå ïóñòî, ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâ-
íèâàþùåãî ðåøåíèÿ (Equal Split-O� Set � ESOS [1]), ÿâëÿþùåãîñÿ
ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Äóòòà�Ðýÿ [4] äëÿ ëþáîé ÒÏ èã-
ðû, è, ñîâïàäàþùåãî ñ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì è ñ ðåøåíè-
åì Äóòòà�Ðýÿ íà êëàññå âûïóêëûõ èãð.

Óïîìÿíóòûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è ê ïðîèçâîëüíûì
èãðàì ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, åãî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîå ðåøåíèå. Îäíàêî äàæå åñëè óðàâ-
íèâàþùåå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì, îíî ìîæåò íå ïðèíàä-
ëåæàòü ñ-ÿäðó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñ-ÿäðî (êëàññè÷åñêîé) ñáà-
ëàíñèðîâàííîé ÒÏ èãðû ñîâïàäàåò ñ ñ-ÿäðîì íåêîòîðîé âûïóêëîé
èãðû, òî äëÿ òàêîé èãðû Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.
Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ Äóòòà-Ðýÿ â êëàññè÷å-
ñêîì ñëó÷àå øèðå, ÷åì êëàññ âûïóêëûõ èãð. Ïîýòîìó ñëåäóåò îæè-
äàòü, ÷òî è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé
è íåïóñòûì ñ-ÿäðîì Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé íå îïðå-
äåëåíî, ââèäó òîãî ÷òî äëÿ äîïóñòèìûõ êîàëèöèé S, T èõ îáúåäè-
íåíèå èëè ïåðåñå÷åíèå ìîãóò îêàçàòüñÿ íå äîïóñòèìî. Ïîýòîìó äëÿ
êëàññà èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è íåïóñòûì ñ-ÿäðîì èñïîëü-
çóåòñÿ ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ óðàâíèâàþùåãî ðåøåíèÿ. Èìåííî, â ýòîì êëàññå íàõîäÿòñÿ òå
èãðû, äëÿ êîòîðûõ óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííî-
ãî âåêòîðà, ïðèíàäëåæàùåãî ñ-ÿäðó (ðàçäåë 3). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåçóëüòàò àëãîðèòìà äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé èãðû ïåðåñåêàëñÿ ñ åå ñ-ÿäðîì.

Áîëåå äåòàëüíî èññëåäóþòñÿ èãðû ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðà-
ìè, â êîòîðûõ íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé ñîñòîèò èç êîàëèöèé ðàç-
áèåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ, èõ îáúåäèíåíèé è âñåõ ïîäêîàëèöèé êî-
àëèöèé ðàçáèåíèÿ. Êàæäàÿ èãðà ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé îïðå-
äåëÿåò âíåøíþþ ÒÏ èãðó, èãðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîàëèöèè
ðàçáèåíèÿ è âíóòðåííèå ÒÏ èãðû, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäûãðàìè èñõîäíîé
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èãðû íà êîàëèöèÿõ ðàçáèåíèÿ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè âñå ýòè èã-
ðû âûïóêëûå, â èñõîäíîé èãðå ñóùåñòâóåò Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðå-
øåíèå. Ïðèâîäèòñÿ åãî àêñèîìàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ
ñâîéñòâ ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó è ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèÿ
äëÿ èãð äâóõ ëèö ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà. Ýòîò ðå-
çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì îäíîé èç àêñèîìà-
òèçàöèé ðåøåíèÿ ýãàëèòàðíîãî Äóòòà�Ðýÿ äëÿ âûïóêëûõ ÒÏ èãð [4].

Äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè ñòðîèòñÿ åùå îäíî ýãàëè-
òàðíîå ðåøåíèå, ïðèíèìàþùåå â ðàñ÷åò íåðàâíîïðàâíîå çíà÷åíèå êî-
àëèöèé ðàçáèåíèÿ (âåðõíèé óðîâåíü) è èõ ïîäêîàëèöèé (íèæíèé óðî-
âåíü). Ïîñòðîåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íî îáîáùåíèþ Êàìèéî [9]
çíà÷åíèÿØåïëè íà èãðû ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè. Ïîñòðîåíèå
ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé èãðû ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì øàãå
íàõîäèòñÿ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå âíåøíåé èãðû, à íà âòî-
ðîì øàãå íàõîäÿòñÿ òàêèå æå ðåøåíèÿ ïîäûãð íà êàæäîé êîàëèöèè
ðàçáèåíèÿ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ áîëüøèõ êîàëèöèé çàìåíåíû íà ñî-
îòâåòñòâóþùóþ êîìïîíåíòó Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âíåø-
íåé èãðû. Íàáîð ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåò ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû.
Ïðèâîäèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ýãàëèòàðíîãî ðåøåíèÿ
òèïà Êàìèéî. Îäíà èç àêñèîì, õàðàêòåðèçóþùèõ ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ
îñëàáëåíèåì ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè, à âòîðàÿ, íàîáîðîò, óñèëèâà-
åò àêñèîìó îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, ðàñïðîñòðàíÿÿ åå íà èãðû
çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé êîàëèöèé äëÿ èãð ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòó-
ðàìè, ñîñòîÿùèìè èç äâóõ êîàëèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé è îäèí èç ïðèìå-
ðîâ ïîìåùåíû â Ïðèëîæåíèè.

2. Ýãàëèòàðíûå ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð
2.1. Êîîïåðàòèâíûå èãðû ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿ-
ìè

Êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ)
íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, v), ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ, v :

2N → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
v(∅) = 0.

Äëÿ êàæäîé ÒÏ èãðû (N, v) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âû-
èãðûøåé îáîçíà÷èì ÷åðåç
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X(N, v) = {x ∈ RN |x(N) ≤ v(N)}, (2.1)
à ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé ÷åðåç

X∗(N, v) = {x ∈ RN |x(N) = v(N)}. (2.2)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç GN êëàññ âñåõ ÒÏ èãð ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåíèåì äëÿ êëàññà GN íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîá-
ðàæåíèå σ : GN → RN , ÷òî èç (N, v) ∈ GN ñëåäóåò σ(N, v) ⊂
X(N, v, Ω).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gb
N êëàññ âñåõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ÒÏ èãð ñ ìíî-

æåñòâîì èãðîêîâ N, è ïóñòü Gb =
⋃

N⊂N
Gb

N . Ñ-ÿäðî èãðû (N, v) ∈ Gb
N

îáîçíà÷èì ÷åðåç C(N, v).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðåøåíèå íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð Gb íà-
çûâàåòñÿ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì (Lmax), åñëè îíî ñîïî-
ñòàâëÿåò èãðå (N, v) ∈ Gb

N âåêòîð x = Lmax(N, v) ∈ C(N, v), äîìè-
íèðóþùèé ïî Ëîðåíöó âñå îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íå äëÿ
âñåõ ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð, íî åñëè îíî ñóùåñòâóåò, òî ÿâëÿåòñÿ îä-
íîòî÷å÷íûì.

Â ðàáîòå [5] àâòîðû îïðåäåëèëè ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå äëÿ ÒÏ èãð,
êîòîðîå òàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì äëÿ íåêîòîðûõ èãð:

Îïðåäåëåíèå 2.3. ([4], [5]) Ýãàëèòàðíûì ðåøåíèåì ÒÏ èãðû íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åå âåêòîðîâ âûèãðûøåé èç Ëîðåíö-ÿäðà1, íå
äîìèíèðóåìûõ ïî Ëîðåíöó îñòàëüíûìè âåêòîðàìè èç ýòîãî ÿäðà.

Â ýòîé æå ñòàòüå îíè ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, òî îíî îäíîòî÷å÷íî, è íà êëàññå âûïóêëûõ èãð îíî ñîâïà-
äàåò ñ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì, êîòîðîå ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî â ýòîì êëàññå.

Êðîìå òîãî, îíè ïîñòðîèëè àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýãàëèòàðíîãî
ðåøåíèÿ â êëàññå âûïóêëûõ èãð. Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåí ê ïðîèçâîëüíîé ÒÏ èãðå, è ðåçóëüòàò ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà

1Îïðåäåëåíèå Ëîðåíö-ÿäðà èìååòñÿ â öèòèðóåìûõ ñòàòüÿõ. Çäåñü îíî íå ïðè-
âîäèòñÿ, òàê êàê äàëåå óïîòðåáëÿòüñÿ íå áóäåò.
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ïðèâîäèò ê åùå îäíîìó ýãàëèòàðíîìó ðåøåíèþ, êîòîðîå óæå íå ïóñòî
äëÿ âñåõ ÒÏ èãð, íî, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì:

Îïðåäåëåíèå 2.4. Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå (Equal Split O� Set) äëÿ
êëàññà G ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ÒÏ èãðå (N, v) ìíîæåñòâî ESOS(N, v)

⊂ X∗(N, v), òàêîå ÷òî x ∈ ESOS(N, v) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè

x = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
T1

, a2, . . . , a2,︸ ︷︷ ︸
T2

. . . ak . . . , am︸ ︷︷ ︸
Tm

), (2.3)

ãäå a1 =max
S⊂N

v(S)

|S| =
v(T1)

|T1| , aj = max
S⊂N\∪j−1

i=1 Ti

vj(S)

|S| =
vj(Tj)

|Tj| , j = 2, . . . , m,

ãäå

vj(S) = v

(
j−1⋃
i=1

Ti ∪ S

)
− v

(
j−1⋃
i=1

Ti

)
(2.4)

äëÿ S ⊂ N \
j−1⋃
i=1

Ti.

Òàêèì îáðàçîì, Äóòòà è Ðýé â [5] äîêàçàëè ñîâïàäåíèå íà êëàññå
âûïóêëûõ ÒÏ èãð òðåõ ðåøåíèé: ýãàëèòàðíîãî, Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ è óðàâíèâàþùåãî ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå
ðåøåíèå íà ïîäêëàññàõ ñáàëàíñèðîâàííûõ íå âûïóêëûõ èãð, è íà
êëàññå âûïóêëûõ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð. ÒÏ èãðà (N, v) íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ êîàëèöèé S, T ⊂ N ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ). (2.5)

Êëàññ âñåõ âûïóêëûõ ÒÏ èãð c ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíî-
æåñòâîì èãðîêîâ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Gc. Åñëè íåðàâåíñòâà (2.5) âû-
ïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèé S ∩ T = ∅, ìû
ïîëó÷àåì êëàññ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð. Î÷åâèäíî äëÿ èãð äâóõ ëèö
ýòè êëàññû ñîâïàäàþò. Äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð èçâåñòíî ðå-
øåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà (CE) Ýòî ðåøåíèå ñîïîñòàâëÿåò
êàæäîé ñóïåðàääèòèâíîé èãðå äâóõ ëèö (N, v), N = {i, j} áëèæàéøèé
ê äèàãîíàëè âåêòîð èç ñ-ÿäðà:

x=(xi, xj)=CE(N, v) ⇐⇒ x ∈ C(N, v), xi < xj → xj =v({j}). (2.6)
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Èç Oïðåäåëåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå
çàâèñèò òîëüêî îò ñ-ÿäðà èãðû. Ïîýòîìó îíî ñóùåñòâóåò è äëÿ áîëåå
øèðîêèõ êëàññîâ èãð, ÷åì êëàññ âûïóêëûõ èãð. Ïðèìåðîì òàêèõ èãð
ÿâëÿþòñÿ k-âûïóêëûå èãðû [3]. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ñáàëàíñèðî-
âàííûå èãðû ñ îäíîòî÷å÷íûì ñ-ÿäðîì, ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþùèìñÿ
Lmax-ðåøåíèåì, íî äëÿ êîòîðûõ óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå íå ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ ñ-ÿäðîì.

Çàäà÷ó îïèñàíèÿ ïîäêëàññîâ êëàññà ñáàëàíñèðîâàííûõ ÒÏ èãð,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü è äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîîïåðàöèþ è íåïóñòûìè
ñ-ÿäðàìè. Îíà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå êîàëèöèé, è ðåøåíèå
çàâèñèò íå òîëüêî îò çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, íî è îò
ñàìîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Åå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå áóäåò
ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

2.2. Èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr

N êëàññ âñåõ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöè-
åé è ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå óíèâåðñàëüíîå
ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Êàê è äëÿ ÒÏ èãð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èãðà
(N, v, Ω) ∈ Gr, òî N ⊂ N . Òàê êàê âñå ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (êðî-
ìå ðàçäåëà 4) áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óíèâåðñàëüíîãî
ìíîæåñòâà èãðîêîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ èãð Gr =

⋃
N⊂N

Gr
N íå âû-

äåëÿÿ óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ N .

Äëÿ êàæäîé èãðû (N, v, Ω) ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ìíîæå-
ñòâà äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ è ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé îïðå-
äåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ÒÏ èãð (2.1),(2.2), òàê êàê ýòè îïðå-
äåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò íàáîðîâ äîïóñòèìûõ êîàëèöèé. Àíàëîãè÷íî
êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ ÒÏ èãð îïðåäåëÿþòñÿ è ðåøåíèÿ èãð ñ îãðà-
íè÷åííîé êîîïåðàöèåé.

c-ÿäðîì èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé (N, v, Ω) [10] íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

C(N, v, Ω) = {x ∈ X∗(N, v) |x(S) ≥ v(S) äëÿ âñåõ S ∈ Ω}.

Åñëè â èãðå ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è íåïóñòûì ñ-ÿäðîì ñó-
ùåñòâóåò âåêòîð, äîìèíèðóþùèé ïî Ëîðåíöó âñå îñòàëüíûå âåêòîðû
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èç ñ-ÿäðà, ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò âåêòîð Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì
ðåøåíèåì Lmax, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð.

Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå äëÿ êëàññà èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðà-
öèåé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 2.5 äëÿ ÒÏ èãð, îäíàêî
íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà èçìåíÿåòñÿ íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé,
ïîýòîìó ïðèâåäåì âåðñèþ Îïðåäåëåíèÿ 2.5 äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå (Equal Split O� Set) äëÿ
êëàññà Gr

N ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé èãðå (N, v, Ω) èç ýòîãî êëàññà ìíî-
æåñòâî ESOS(N, v, Ω) ⊂ X∗(N, v), òàêîå ÷òî x ∈ ESOS(N, v, Ω) â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

x = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
T1

, a2, . . . , a2,︸ ︷︷ ︸
T2

. . . ak . . . , am︸ ︷︷ ︸
Tm

), (2.7)

ãäå a1 =max
S∈Ω

v(S)

|S| =
v(T1)

|T1| , aj = max
S⊂N\∪j−1

i=1
Ti

∪j−1
i=1 Ti∪S∈Ω

vj(S)

|S| =
vj(Tj)

|Tj| , j = 2, . . . , m,

vj(S) =





v(S), åñëè
j−1⋃
i=1

Ti ∪ S /∈ Ω,

v

(
j−1⋃
i=1

Ti ∪ S

)
− v

(
j−1⋃
i=1

Ti

)
, åñëè

j−1⋃
i=1

Ti ∪ S ∈ Ω.

(2.8)

äëÿ S ∈ Ω, S ⊂ N \
j−1⋃
i=1

Ti.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ N ∈ Ω, Îïðåäåëåíèå 2.5 êîð-
ðåêòíî, è äëÿ êàæäîé èãðû (N, v, Ω) ∈ Gr

N àëãîðèòì (2.7) äàåò îïðå-
äåëåíèå íåïóñòîãî êîíå÷íîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ.

Îäíàêî, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ÒÏ èãð, íå äëÿ âñåõ
èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è íåïóñòûì ñ-ÿäðîì óðàâíèâàþùåå
ðåøåíèå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñ-ÿäðîì.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è ñ
íåïóñòûì ñ-ÿäðîì áóäóò äàíû äâà ñïîñîáà ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ óðàâ-
íèâàþùåãî ðåøåíèÿ ñ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì.
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3. Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé
êîîïåðàöèåé

3.1. Îïðåäåëåíèå è ñóùåñòâîâàíèå Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ èãð ñ Gr
c îãðà-

íè÷åííîé êîîïåðàöèåé è íåïóñòûìè ñ-ÿäðàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî íå âñå ñáàëàíñèðîâàííûå ÒÏ èãðû îáëàäàþò Ëîðåíö-

ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì. Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò
ìåñòî è äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åíèÿìè è íåïóñòûìè ñ-ÿäðàìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåøåíèå, çàäàâàåìîå Îïðåäåëåíèåì 2.2, íå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ íåïóñòîòû. Áóäåì ïûòàòüñÿ íàéòè ïîäêëàññ êëàññà Gr

c ,

äëÿ êîòîðîãî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ñ ïîìîùüþ
óðàâíèâàþùåãî ðåøåíèÿ äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, à èìåí-
íî, âûÿñíåíèåì óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îíî ñîâïàäàåò ñ Ëîðåíö-ìàê-
ñèìàëüíûì ðåøåíèåì.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ Gr
ec ⊂ Gr

c èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïå-
ðàöèåé:

(N, v, Ω) ∈ Gr
ec ⇐⇒ ESOS(N, v, Ω) ∩ C(N, v, Ω) 6= ∅,

è, ñîîòâåòñòâåííî,îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr
ecN

⊂ Gr
ec åãî ïîäêëàññ ñ ìíîæå-

ñòâîì èãðîêîâ N.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ëîðåíöó. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà x ∈ RN ÷åðåç x∗ îáîçíà÷èì âåêòîð, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè x, íî ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ: x∗1 ≤ x∗2 ≤ . . . ≤ x∗n, n = |N |. Êðèâîé Ëîðåíöà âåê-
òîðà x íàçûâàåòñÿ âåêòîð L(x) ∈ RN , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû
Lk(x) =

k∑
i=1

x∗i , k = 1, . . . , n.

Ïóñòü x, y ∈ RN . Âåêòîð x äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó âåêòîð y,

x ÂLor y, åñëè L(x) ≥ L(y), è L(x) 6= L(y).

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ëîðåíöó.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü y ∈ RN � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, è äëÿ
íåêîòîðûõ 1 ≤ j1 < j2 ≤ |N | Lj1(y) = a < b = Lj2(y). Òîãäà äëÿ âñåõ
j ∈ (j1, j2) Lj(y) ≤ a + (b− a) · j−j1

j2−j1
.
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Ëåììà 3.1. Ïóñòü (N, v, Ω) ∈ Gr
N � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, x ∈ ESOS

(N, v, Ω). Òîãäà x ÂLor y äëÿ âñåõ y ∈ X(N, v), òàêèõ ÷òî L(y) 6= L(x)

è y(Rk) ≥ v(Rk) äëÿ k = 1, . . . , m, ãäå âåêòîð x èìååò ïðåäñòàâëåíèå
(2.7), à Rk =

k⋃
j=1

Tj.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè äëÿ èãðû (N, v, Ω) ∈ Gr
ec âåêòîð x∈ESOS(N, v, Ω)

∩C(N, v, Ω), òî x ÂLor y äëÿ âñåõ y ∈ C(N, v, Ω), y 6= x

Ñëåäñòâèå 3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â êëàññå Gr
ec óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå

ñîâïàäàåò ñ Lmax-ðåøåíèåì, è â ýòîì êëàññå Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå
ðåøåíèå íå ïóñòî.

Ïóñòü x ∈ RN � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Grx
N ⊂

Gr
ecN

êëàññ èãð, äëÿ êîòîðûõ x = Lmax(N, v, Ω).

Ïðåäñòàâèì x â âèäå

x = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
T1

, a2, . . . , a2,︸ ︷︷ ︸
T2

. . . ak . . . , am︸ ︷︷ ︸
Tm

), (3.1)

ãäå a1 > a2 > . . . > am, è îáîçíà÷èì Rj =
j⋃

l=1

Tl, j = 1, . . . , m.

Òîãäà êëàññû Grx
N ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû èãðà (N, v, Ω) ïðèíàäëåæàëà
êëàññó Grx

N íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ v(Rj) =

x(Rj), j = 1, . . . , m, è íåðàâåíñòâ v(S) ≤
m∑

j=1

ajsj äëÿ îñòàëüíûõ êî-

àëèöèé S ∈ Ω, ãäå Sj = S ∩ Tj, sj = |Sj|, à êîàëèöèè Rj, Tj, è ÷èñëà
aj, j = 1, . . . , m îïðåäåëåíû â ïðåäñòàâëåíèè (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (N, v, Ω) ∈ Grx
N . Òîãäà x =

Lmax(N, v, Ω), è x ∈ C(N, v, Ω). Èç ðàâåíñòâà x = Lmax(N, v) ñëåäóþò
ðàâåíñòâà x(Rj) = v(Rj), j = 1, . . . , m, à èç x ∈ C(N, v, Ω) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî x(S) =

m∑
j=1

ajsj ≥ v(S), S ∈ Ω.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (N, v, Ω)� ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà x ∈ C(N, v, Ω) è ïî Ñëåäñòâèþ 3.1
âåêòîð x äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó âñå îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.
Ñëåäîâàòåëüíî, x = L(N, v, Ω) è (N, v, Ω) ∈ Grx

N .
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññ Gr
ec èãð ñ îãðàíè÷åíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ óðàâ-

íèâàþùåå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì, îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gr
ec =

⋃
N⊂U

{
(N, v, Ω) |x∈ESOS(N, v, Ω) ⇐⇒x(Rj)=v(Rj), i, j =1,. . .,m,

m∑
j=1

ajsj ≥ v(S)∀S ∈ Ω

}
,

(3.2)
â ïðåäñòàâëåíèè (3.1) âåêòîðà x.

Ôîðìóëà (3.2) îïèñûâàåò êëàññ èãð Gr
ec íå ñòîëü ÿâíî, êàê íà-

ïðèìåð, îïðåäåëåíèå êëàññà âûïóêëûõ èãð. Îäíàêî èç Óòâåðæäåíèÿ
3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè èãðà
(N, v, Ω) ê ýòîìó êëàññó, äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîæåñòâî ESOS(N, v, Ω)

è, â ñëó÷àå åñëè îíî îäíîòî÷å÷íî, ESOS(N, v, Ω) = x, ïðîâåðèòü ñáà-
ëàíñèðîâàííîñòü ÒÏ èãðû (N, vx), ãäå

vx(S) =

{
v(S) åñëè S ∈ Ω,

x(S) åñëè S /∈ Ω.
(3.3)

Ýòà ïðîöåäóðà íå ñëîæíåå, ÷åì ïðîâåðêà âûïóêëîñòè ÒÏ èãðû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êëàññ Gr

ec èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, äëÿ êîòîðûõ
óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíè-
åì, îïðåäåëåí êîððåêòíî. Áîëåå òîãî, äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êëàññè÷å-
ñêèõ ÒÏ èãð, êîãäà íàáîð Ω ñîñòîèò èç âñåõ êîàëèöèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïîäêëàññ êëàññà Gr

ec îêàçûâàåòñÿ øèðå, ÷åì êëàññ âûïóêëûõ
èãð.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
è â èãðàõ ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó
Gr

ec. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èãðà (N, v, Ω) òðåõ ëèö: Ω =

N, {1, 2}, {1, 3}, v(N) = v(1, 2) = v(1, 3) = 1. Â ýòîé èãðå ñ-ÿäðî ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîãî äåëåæà x = (1, 0, 0), ÿâëÿþùåãîñÿ DR-ðåøåíèåì.
Îäíàêî ESOS(N, v, Ω) = (1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2). Íàõîæäåíèå êëàñ-
ñà âñåõ èãð, îáëàäàþùèõ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì, ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòîé çàäà÷åé.
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3.2. Ñîãëàñîâàííîñòü Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî-ðåøåíèÿ äëÿ
èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðîâåðèì, êàêèå ñâîéñòâà Ëîðåíö-ìàêñèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûìè îíî îáëàäàåò â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð,
ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñâîéñòâà Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âî âñåì êëàññå Gr

c ,
õîòÿ îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì äëÿ íåêîòîðûõ èãð èç ýòîãî êëàññà.
Î÷åâèäíî, ÷òî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå â èãðàõ ñ îãðàíè÷åí-
íîé êîîïåðàöèåé àíîíèìíî.

Ïîêàæåì, ÷òî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå â êëàññå Gr
ec óäîâëå-

òâîðÿåò ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà
[2] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà èãðîêîâ N .

Äëÿ çàäàííîé èãðû (N, v, Ω) ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé ðåäóöè-
ðîâàííîé èãðîé íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ S ⊂ N îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
âûèãðûøåé x ∈ X(N, v) íàçûâàåòñÿ èãðà (S, vx

S, ΩS) ∈ Gr
S, ãäå

vx
S(T ) =





v(N)− x(N \ S) åñëè T = S,

max
Q:T∪Q∈Ω

Q⊂N\S
(v(T ∪Q)− x(Q)), åñëè T $ S, (3.4)

ãäå ΩS = {T ⊂ S |T ∈ Ω èëè ∃Q ⊂ N \ S, T ∪Q ∈ Ω}.
Ðåøåíèå σ íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàø-

ëåðà äëÿ êëàññà Cr ⊂ Gr, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v, Ω) ∈ Cr, âåêòîðà
x ∈ σ(N, v, Ω) è êîàëèöèè S ⊂ N ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà (S, vx

S, ΩS) ∈
Cr è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå xS ∈ σ(S, vx

S, ΩS).

Äëÿ ÒÏ èãð èìååòñÿ óñèëåíèå ñâîéñòâà ñîãëàñîâàííîñòè: åñëè ðå-
øåíèå ϕ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ÒÏ èãð G ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì è
äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v) ∈ G, êîàëèöèè S ⊂ N, è âåêòîðà x ∈ ϕ(N, v)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ϕ(N, v))|xN\S
= ϕ(S, vx

S), ãäå

ϕ(N, v)|xN\S
= {y ∈ RS | (yS, xN\S) ∈ ϕ(N, v),

òî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñîãëàñîâàííûì.
Îáðàòíûì ê ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé ÒÏ èãð ÿâëÿåò-

ñÿ ñëåäóþùåå: ðåøåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ îáðàòíî ñîãëàñîâàííûì [12] íà
êëàññå ÒÏ èãð G, òàêîì ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû èç ýòîãî êëàññà âñå åå
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ðåäóöèðîâàííûå èãðû îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ âûèãðûøåé, ïðèíàäëå-
æàùèõ ðåøåíèþ ϕ, ïðèíàäëåæàò ýòîìó æå êëàññó, íàçûâàåòñÿ îáðàò-
íî ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G è ëþáûõ èãðîêîâ
i, j ∈ N äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà x ∈ RN ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
(xi, xj) ∈ ϕ({i, j}, vx

i,j), òî âåêòîð x ∈ ϕ(N, v).

Òåîðåìà 3.1. Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå ñîãëàñîâàíî â îïðåäå-
ëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà â êëàññå Gr

c

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (N, v, Ω) ∈ Gr
c � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, äëÿ êî-

òîðîé ñóùåñòâóåò Ëîðåíö- ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå x = Lmax(N, v, Ω) ∈
C(N, v, Ω) = C(N, vx), ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ vx îïðåäå-
ëåíà â (3.3). Òîãäà x ÂLor y äëÿ âñåõ y ∈ C(N, v, Ω) \ {x}. Ïóñòü
i ∈ N � ïðîèçâîëüíûé èãðîê. Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó
(N \ {i}, vx

N\{i}, ΩN\{i}) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ N \ {i} îòíîñèòåëüíî
x.

Òàê êàê ñ-ÿäðî ÒÏ èãð ñîãëàñîâàíî ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó [12], xi ∈
C(N \ {i}, vxi

x ), ãäå (N \ {i}, vxi
x ) � ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà èãðû (N, vx)

íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ N \ {i} îòíîñèòåëüíî x.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðåäóöèðîâàííîé èãðû (3.4)

C(N \ {i}, vxi
x ) = C(N \ {i}, vxi

N\{i}, ΩS). (3.5)

Ïîêàæåì, ÷òî xi ÂLor yi äëÿ âñåõ yi ∈ C(N \ {i}, vxi

N\{i}, ΩS).

Èç ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñ-ÿäðà [14] íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàí-
íûõ ÒÏ èãð è èç ðàâåíñòâà (4.4) ñëåäóåò(yi, xi) ∈ C(N, vx), îòêóäà
ìû ïîëó÷àåì

x ÂLor (yi, xi). (3.6)

Èç ðàâåíñòâà (3.6) ñëåäóåò xi ÂLor yi (ñì. Çàìå÷àíèå 2 â ñòàòüå
[8]). Ñëåäîâàòåëüíî, xi = Lmax(N \ {i}, vxi

x , ΩN\{i}).

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò âûïóêëûõ ÒÏ èãð, Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå
ðåøåíèå íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè (ïðèìåð ñì. â Ïðèëîæåíèè). Ïîýòîìó îíî
íå óäîâëåòâîðÿåò åìó è â êëàññå èãð ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé è
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íåïóñòûì ñ-ÿäðîì. À èìåííî ýòî ñâîéñòâî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ â êëàññå âûïóêëûõ èãð èñïîëüçîâàëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ñëå-
äóþùåé òåîðåìû, äàþùåé àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ Ëîðåíö-
ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð:

Òåîðåìà 3.2. ([5], [4]) Â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð Gc Ëîðåíö-ìàê-
ñèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåïóñòûì ðåøåíèåì,
óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâàì ñîãëàñîâàííîñòè è îãðàíè÷åííîãî ýãà-
ëèòàðèçìà (CE) â êëàññå èãð äâóõ ëèö.

Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå íà êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð èìå-
åò åùå îäíó àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-
ãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèè Õàðòà�Ìàñ-Êîëåëëà [6]. Ýòî ñâîéñòâî
ñîãëàñîâàííîñòè íåëüçÿ îïðåäåëèòü äëÿ îáùåãî êëàññà èãð ñ îãðà-
íè÷åííîé êîîïåðàöèåé, òàê êàê â îïðåäåëåíèè ðåäóöèðîâàííûõ èãð
èñïîëüçóþòñÿ ðåøåíèÿ ïîäûãð, êîòîðûå ìîãóò è íå ñóùåñòâîâàòü.
Òàê êàê â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî
ñîãëàñîâàííîñòü â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà, áóäåì îáîçíà÷àòü
åå ïðîñòî òåðìèíîì ¾ñîãëàñîâàííîñòü¿.

4. Èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, ïîðîæäåííîé ðàçáèå-
íèåì
4.1. Èãðû ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé

Â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð èçâåñòíû ìîäåëè, íàçûâàåìûå êî-
îïåðàòèâíûìè èãðàìè ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé (ÊÑ). Òàêàÿ èã-
ðà çàäàåòñÿ òðîéêîé (N, v,B), ãäå N � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, v : 2N → R
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, B = (B1, . . . , Bk) � ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà N. Ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ÊÑ îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÒÏ èãð, íî ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèé êàê ïåðâîãî óðîâíÿ
êîîïåðàöèè. Íàèáîëåå èçâåñòíûì îäíîòî÷å÷íûì ðåøåíèåì äëÿ êî-
îïåðàòèâíûõ èãð ñ ÊÑ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå Îóýíà [11], ÿâëÿþùåãîñÿ
ìîäèôèêàöèåé çíà÷åíèÿ Øåïëè äëÿ ýòîãî êëàññà èãð.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ íàáîðà äîïóñòè-
ìûõ êîàëèöèé äëÿ èãð ñ ÊÑ. Íåêîòîðûå àâòîðû ðàññìàòðèâàþò ÊÑ
äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåê-
òîðîâ âûèãðûøåé: ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ êàæäîé êîàëèöèè
ðàçáèåíèÿ íå äîëæåí ïðåâûøàòü ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ õàðàê-
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òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè [13]. Ïðè ýòîì âñå êîàëèöèè ñ÷èòàþòñÿ äî-
ïóñòèìûìè.

Îóýí [11] òàêæå ðàññìàòðèâàë ïîëíîñòüþ çàäàííóþ êîîïåðàòèâ-
íóþ ÒÏ èãðó (N, v) è ðàçáèåíèå B = (B1, . . . , Br) íà ìíîæåñòâå èãðî-
êîâ. Îäíàêî ôàêòè÷åñêè çíà÷åíèå Îóýíà çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà êîàëèöèÿõ S, èìåþùèõ âèä

S =
⋃

J⊂{1,...,k}
Bi ∪ T, ãäå T ⊂ Bi, i /∈ J. (4.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå Îóýíà ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì èãðû ñ îãðàíè÷åííîé êîîïåðàöèåé, äîïóñòèìûé íàáîð êîàëè-
öèé Ω êîòîðîé ñîñòîèò èç êîàëèöèé, îïðåäåëåííûõ â (4.1).

Äðóãîé ìîäèôèêàöèåé çíà÷åíèÿ Øåïëè äëÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð
ñ ÊÑ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå Êàìèéî [9]. Ýòî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ìåíü-
øåãî íàáîðà äîïóñòèìûõ êîàëèöèé, ÷åì çíà÷åíèå Îóýíà, à èìåííî,
îò êîàëèöèé S, èìåþùèõ âèä

S ⊂ Bi, i = 1, . . . , k èëè S =
⋃

j∈J⊂{1,...,k}
Bj, (4.2)

ò. å. íàáîð äîïóñòèìûõ êîàëèöèé â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç êîàëèöèé
ðàçáèåíèÿ è èõ îáúåäèíåíèé, à òàêæå îò âñåõ ïîäêîàëèöèé êàæäîé
êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òàêîãî íàáîðà êîàëèöèé ìîæíî îïðåäåëèòü
ïîíÿòèå âûïóêëîñòè èãð è îïðåäåëèòü, êðîìå Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ, åùå îäíî ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ åãî ìîäèôèêà-
öèåé. Áîëåå òîãî, ñâîéñòâî âûïóêëîñòè êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ÊÑ è
íàáîðàìè äîïóñòèìûõ êîàëèöèé âèäà (4.2) ïîçâîëÿåò äàòü àêñèîìà-
òè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ ðåøåíèé. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â íàñòî-
ÿùåì ïàðàãðàôå.

4.2. Âûïóêëûå èãðû ñ êîàëèöèîííûìè ñòðóêòóðàìè
Ðàññìîòðèì êëàññ êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ ÊÑ Gcs ⊂ Gr, îïðåäåëÿå-

ìûé äîïóñòèìûìè íàáîðàìè êîàëèöèé âèäà (4.2), ò. å. (N, v, Ω) ∈ Gcs,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå B = (B1, B2, . . . , Bk) ìíîæåñòâà N,

÷òî
Ω = {S ⊂ N |S ⊂ B èëè S ⊂ Bj, j = 1, . . . , k}. (4.3)
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Ìû áóäåò îáîçíà÷àòü òàêèå íàáîðû êîàëèöèé Ω(B).

Äëÿ êàæäîé èãðû (N, v, Ω(B)) ñ ÊÑ, îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì äî-
ïóñòèìûõ êîàëèöèé Ω = Ω(B) äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ B ìíîæå-
ñòâà N, îïðåäåëèì âíåøíþþ èãðó (B, v), ìíîæåñòâî èãðîêîâ êîòî-
ðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ, à õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èñõîä-
íîé èãðû, è ïîýòîìó èìååò òî æå îáîçíà÷åíèå v, è âíóòðåííèå èãðû
(Bj, v), l = 1, . . . , m, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäûãðàìè èñõîäíîé èãðû íà êàæ-
äîé êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ íàáîðà Ω(B) âíóòðåííÿÿ è
âíåøíèå èãðû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè ÒÏ èãðàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Èãðà ñ ÊÑ (N, v, Ω(B)) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè åå âíåøíÿÿ è âñå âíóòðåííèå èãðû âûïóêëûå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gc
cs ⊂ Gcs êëàññ âûïóêëûõ èãð ñ ÊÑ. Áóäåì äî-

êàçûâàòü, ÷òî âñå èãðû ýòîãî êëàññà îáëàäàþò Lmax-ðåøåíèåì.
Íà÷íåì ñ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Äóòòà�Ðýÿ ê ïðîèçâîëüíîé âû-

ïóêëîé èãðå ñ ÊÑ
Γ = (N, v, Ω(B)). (4.4)

Ïóñòü
a1 = max

S∈Ω(B)

v(S)

|S| , (4.5)

è ïóñòü ìàêñèìóì â (4.5) äîñòèãàåòñÿ íà êîàëèöèè T1 ∈ Ω. Îïðåäå-
ëèì èãðó Γ1 = (N \ T1, v

1, Ω1), ãäå Ω1 = Ω(B)N\T1 , â ñîîòâåòñòâèè
ñ Îïðåäåëåíèåì 2.5. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v1 îïðåäåëÿåòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîàëèöèè T1. Ýòà êîàëèöèÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ B, ëèáî ïîäêîàëèöèåé êîàëèöèè
Bj, j = 1, . . . , k.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìóì â (4.5) äîñòèãàåòñÿ íà êîàëèöèè
T1 =

⋃
j∈J

J⊂{1,...,k}

Bj, èç Îïðåäåëåíèÿ 2.5 ñëåäóåò, ÷òî

v1(S) =

{
v(S ∪ T1)− a1|T1|, åñëè S ∈ B,

v(S), åñëè S $ Bj äëÿ íåêîòîðîé Bj ∩ B = ∅.
(4.6)

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ìàêñèìóì â (4.5) äîñòèãàåòñÿ íà
íåêîòîðîé ïîäêîàëèöèè êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü T1 ⊂ Bj � îäíà



Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå 123

èç òàêèõ êîàëèöèé. Òîãäà â èãðå Γ1 = (N \ S, v1, Ω1)

Ω1 = Ω(B)N\T1 = {S ∈ B \Bj, è S ⊂ Bi, i 6= j, S ⊂ Bj \ S}.

Äëÿ òàêèõ êîàëèöèé

v1(S) =





v(S), åñëè S ∈ Ω1, S ∩Bj = ∅,,
v(Bj)− a1|T1|, åñëè S = Bj \ T1,

v(S ∪ T1)− a1|T1|, åñëè S $ Bj,

v(B)− a1|S|, åñëè S = (B \Bj) ∪ (Bj \ T1),

ãäå B ⊂ B, Bj ⊂ B.

(4.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.6),(4.7), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 4.1. Èãðà Γ1 = (N \ T1, v
1, Ω1) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èãðîé ñ

ÊÑ.
Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ âûïóêëûõ èãð

ñ ÊÑ, è â ðåçóëüòàòå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì âåêòîð
x = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

T1

, a2, . . . , a2,︸ ︷︷ ︸
T2

, . . . , am, . . . , am︸ ︷︷ ︸
Tm

), ãäå a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ am, è

èãðîêè óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ óáûâàíèåì âûèãðûøåé.
Çàìåòèì, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà ñîîòâåòñòâóþùèé ìàê-

ñèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà íåñêîëüêèõ êîàëèöèÿõ. Â ñëó÷àå êëàñ-
ñè÷åñêîé âûïóêëîé èãðû ìàêñèìóì â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ è íà
îáúåäèíåíèè ýòèõ êîàëèöèé, è èìåííî ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò äîêà-
çàòü, ÷òî àëãîðèòì ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó âåêòîðó âûèãðûøåé.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èãð ñ ÊÑ îáúåäèíåíèå äâóõ äîïóñòèìûõ
êîàëèöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íå íåäîïóñòèìûì. Ïîýòîìó, íå äîêàçûâàÿ
åäèíñòâåííîñòè âåêòîðà � ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà, áóäåì
áðàòü â êà÷åñòâå x ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç íàáîðà âîçìîæíûõ. Ïî-
ýòîìó óïîðÿäî÷åíèå ÷èñåë a1, . . . , am â îïðåäåëåíèè âåêòîðà x îêàçû-
âàþòñÿ íåñòðîãèìè.

Êàæäàÿ êîàëèöèÿ S ⊂ N, S /∈ Ω(B) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ìàêñèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ
êîàëèöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =
⋃
j∈J1

Bj ∪
⋃
j∈J2

Sj, (4.8)
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ãäå J1, J2 ⊂ {1, 2, . . . , k}, J1 ∩ J2 = ∅, J2 6= ∅.
ÒÏ èãðà Γae = (N, vae), ãäå

vae(S) =





v(S), åñëè S ∈ Ω,

v(
⋃

j∈J1

Bj) +
∑

j∈J2

v(Sj), åñëè S /∈ Ω èìååò âèä (4.8) (4.9)

íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì ðàñøèðåíèåì èãðû N, v, Ω).

Ëåììà 4.2. Åñëè èãðà Γ = (N, v, Ω(B)) ∈ Gc
cs, òî åå àääèòèâíîå

ðàñøèðåíèå Γea = (N, vae) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ÒÏ èãðîé.
Ïðèìåíèì òåïåðü àëãîðèòì Äóòòà�Ðýÿ ê èãðå Γae. Òîãäà íà ïåð-

âîì øàãå ìàêñèìóì max
S⊂N

vae(S)
|S| áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà òîé æå êîàëèöèè

T1 (õîòÿ, âîçìîæíî, è íå òîëüêî íà íåé), ÷òî è ìàêñèìóì â (4.5).
Ðàññìîòðèì èãðó (N \ T1, (vae)

1), ãäå

(vae)
1(S) = vae(S ∪ T1)− a1|T1| äëÿ âñåõ S ⊂ N \ T1. (4.10)

Ëåììà 4.3. (vae)
1 = (v1)ae, ãäå èãðà (N \ T1, (v

1)ae) ÿâëÿåòñÿ àääè-
òèâíûì ðàñøèðåíèåì èãðû ñ ÊÑ Γ1 = (N \ T1, v

1, Ω1).

Òåîðåìà 4.1. Â êëàññå Gc
cs âûïóêëûõ èãð ñ ÊÑ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå

ðåøåíèå íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âûïóêëóþ èãðó ñ ÊÑ
(N, v, Ω(B)). Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïóñòü îíà ñîâïàäàåò ñ èã-
ðîé Γ (4.4). Èç Ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî èãðà ñ ÊÑ (N \ T1, v

1, Ω1)

âûïóêëàÿ, à èç Ëåìì 4.2 è 4.3 ñëåäóåò, ÷òî ÒÏ èãðà (N \ T1, (vae)
1)

âûïóêëàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è íà âñåõ îñòàëüíûõ øàãàõ àëãîðèòìà j =

2, 3, . . . , m ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà vj
ae(S) = (vj)ae(S) äëÿ âñåõ S ⊂ N \

j−1⋃
i=1

T1, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî DR(N, vae) = DR(N, v, Ω(B)).

Èç Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Gc
cs ⊂ Gr

ec, è êëàññ ÒÏ èãð,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè ðàñ-
øèðåíèÿìè èãð èç êëàññà Gc

cs, ñîäåðæèòñÿ â êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð.
Ïîýòîìó èç Òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî Lmax-ðåøåíèå â êëàññå Gc

cs ñîãëà-
ñîâàíî â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ |N | = 2



Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå 125

Gc
csN

= Gr
ec = êëàññó ñóïåð-àääèòèâíûõ (âûïóêëûõ) ÒÏ èãð äâóõ ëèö,

è DR-ðåøåíèå äëÿ ýòîãî êëàññà ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî
ýãàëèòàðèçìà (CE) [4].

Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðè-
çàöèþ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð ñ
ÊÑ, àíàëîãè÷íóþ õàðàêòåðèçàöèè ýòîãî ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ âû-
ïóêëûõ ÒÏ èãð (Òåîðåìà 3.2).

Òåîðåìà 4.2. Â êëàññå Gc
cs âûïóêëûõ èãð ñ ÊÑ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì îä-
íîòî÷å÷íîñòè, ñîãëàñîâàííîñòè è îãðàíè÷åííîìó ýãàëèòàðèçìó äëÿ
èãð äâóõ ëèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó Òåîðåìû 4.1 è óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ Lmax-
ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà Gc

cs, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî åãî åäèíñòâåí-
íîñòü â ýòîì êëàññå. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà Gc

cs,
óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì ñâîéñòâàì, óêàçàííûì â ôîðìóëèðîâêå òåîðå-
ìû, x = σ(N, v, Ω(B)). Ïî ñâîéñòâàì ÑÅ è ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ
σ âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû ({i, j}, vx, Ω{i,j}) èñõîäíîé èãðû íà äâóõ-
ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà èãðîêîâ {i, j}, i, j ∈ N îòíîñèòåëüíî âåêòî-
ðà x ÿâëÿþòñÿ ñóïåðàääèòèâíûìè, è èãðà ({i, j}, vx, Ω{i,j}) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé ÒÏ èãðîé äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N.

Ïîêàæåì, ÷òî x ∈ C(N, v, Ω(B)). Ïóñòü S ∈ Ω(B), S 6= N � ïðîèç-
âîëüíàÿ êîàëèöèÿ, è ïóñòü j /∈ S, i ∈ S. Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ
èãðó ({i, j}, vx) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ {i, j}, i ∈ S. Ïî ñâîéñòâó CE
ðåøåíèÿ σ (xi, xj) ∈ C({i, j}, vx), è xi ≥ vx({i}). Ïî îïðåäåëåíèþ
ðåäóöèðîâàííîé èãðû (3.4)

vx{i} = max

Q:
{i}∪Q∈Ω

i,j /∈Q

(v({i} ∪Q)− x(Q)). (4.11)

Èç xi ≥ vx({i}) è ðàâåíñòâà (4.11) ñëåäóåò, ÷òî x({i}∪Q) ≥ v({i}∪Q)

äëÿ âñåõ Q, ïî êîòîðûì áåðåòñÿ ìàêñèìóì â (4.11). Òàê êàê êîàëèöèÿ
S \{i} óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì íà Q, òî x(S) ≥ v(S). Êîàëèöèÿ
S ∈ Ω(B) áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé â íàáîðå Ω(B), ïîýòîìó x ∈
C(N, v, Ω(B)).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N ðåäóöèðîâàííàÿ èã-
ðà ({i, j}, vx) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ðåäóöèðîâàííîé èãðîé
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({i, j}, vx
ae) àääèòèâíîãî ðàñøèðåíèÿ (N, vae). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå

ñëó÷àè:
1) i, j ∈ Bt, t ∈ {1, . . . , k}. Òîãäà ïî (3.4)

vx({i}) = max
Q⊂Bt\{i,j}

(v({i} ∪Q)− x(Q)),

vx
ae({i}) = max

Q⊂N\{i,j}
(vae({i} ∪Q)− x(Q)). (4.12)

Åñëè Q /∈ Bt \ {i, j}, òî Q = Q1 ∪ Q2, ãäå Q1 ⊂ Bt, Q2 ∩ Bt = ∅.
Ïî îïðåäåëåíèþ àääèòèâíîãî ðàñøèðåíèÿ (4.9) è ïðèíàäëåæíîñòè x

ñ-ÿäðó èãðû (N, v, Ω(B)), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

vae({i} ∪Q)− x(Q) ≤ vae({i} ∪Q1)− x(Q1), (4.13)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî vx({i}) = vx
ae({i}).

2) i ∈ Bt, j ∈ Br, t, r ∈ {1, . . . , k}, t 6= r. Òîãäà

vx({i}) = max
Q⊂Bt
i/∈Q

(v({i} ∪Q)− x(Q)),

vx
ae({i}) = max

Q⊂N\{i,j}
)(vae({i} ∪Q)− x(Q).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî vx({i}) = vx
ae({i}).

Î÷åâèäíî, ÷òî vx({i, j}) = vx
ae({i, j}) = xi + xj. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåäóöèðîâàííûå èãðû ñîâïàäàþò è, ïî ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ σ,

(xi, xj) = Lmax({i, j}, vx) = Lmax({i, j}, vx
ae).

Èç îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè Lmax-ðåøåíèÿ â êëàññå âûïóêëûõ
ÒÏ èãð [4] ñëåäóåò, ÷òî x = Lmax(N, vae), è èç Òåîðåìû 4.1 ìû ïîëó-
÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò x = Lmax(N, v, Ω(B)).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåì äðóãîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà Gc
cs, ñ

ïîõîæèìè ñâîéñòâàìè.

4.3. Ëîðåí-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå òèïà Êàìèéî äëÿ êëàññà
âûïóêëûõ èãð ñ êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé

Äëÿ êàæäîé èãðû ñ ÊÑ (N, v, Ω(B)), ãäå íàáîð Ω(B) ïîðîæäåí ðàç-
áèåíèåì B êàê îïðåäåëåíî â (4.4), ðàññìîòðèì âíåøíþþ èãðó (B, v∗)
(ñì. ðàçäåë 4.2) è âíóòðåííèå èãðû (Bi, vi), i = 1, . . . , k, ÿâëÿþùèåñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäûãðàìè èãðû (N, v, Ω(B)).
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Êàìèéî [9] îïðåäåëèë ñëåäóþùåå äâóõøàãîâîå ðåøåíèå äëÿ èãð
ñ ÊÑ: Äëÿ ïðîèçâîëüíîé èãðû ñ ÊÑ (N, v, Ω(B)), íà ïåðâîì øàãå
íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå Øåïëè (Sh) âíåøíåé èãðû (B, v), è ïóñòü x =

Sh(B, v). Äàëåå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé áîëüøèõ êî-
àëèöèé Bi âíóòðåííèõ èãð (Bi, v), i = 1, . . . , k çàìåíÿþòñÿ íà xi. Òà-
êèå ìîäèôèöèðîâàííûå âíóòðåííèå èãðû îáîçíà÷èì ÷åðåç (Bi, v

x
i ).

Íà âòîðîì øàãå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè èãð (Bi, v
x
i ). Îáîçíà÷èì

yx
i = Sh(Bi, v

x
i ), i = 1, . . . , k. Âåêòîð (yx

i , . . . , yx
k) ∈ X∗(N, v) íàçûâàåò-

ñÿ Êàìèéî-Øåïëè çíà÷åíèåì èãðû (N, v, Ω(B)).

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âûïóêëûå èãðû ñ ÊÑ è çàìåíèì
çíà÷åíèåØåïëè â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè íà Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå
ðåøåíèå. Òîãäà ìû ïîëó÷èì íåïóñòîå îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå äëÿ ýòî-
ãî êëàññà, òàê êàê âíåøíÿÿ è âñå âíóòðåííèå (è òàêæå ìîäèôèöèðî-
âàííûå âíóòðåííèå) èãðû âûïóêëûå, è äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò Lmax-
ðåøåíèÿ. Íàçîâåì ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèÿ äëÿ èãð ñ ÊÑ Ëîðåíö-ìàê-
ñèìàëüíûì ðåøåíèåì òèïà Êàìèéî (LK

max).
Ýòî ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå

Lmax-ðåøåíèÿ äëÿ èãð ñ ÊÑ. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü N = {1, 2, 3}, B = {1}{2, 3}. Ðàññìîòðèì èãðó
ñ ÊÑ (N, v, Ω(B)), ãäå v(N) = 4, v({1} = 1.5, v({2, 3} = 2, v({2}) =

v({3}) = 0. Î÷åâèäíî, ýòà èãðà âûïóêëàÿ. Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðå-
øåíèå äëÿ ýòîé èãðû ðàâíî Lmax(N, v, Ω(B)) = (1.5, 1.25, 1.25). Îäíà-
êî LK

max(N, v, Ω(B)) = (2, 1, 1).

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðå-
øåíèå ÿâëÿåòñÿ ¾áîëåå ýãàëèòàðíûì¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàâíîïðàâèÿ
âñåõ èãðîêîâ. LK

max-ðåøåíèå ñíà÷àëà ¾óðàâíèâàåò¿ â ñìûñëå äîìè-
íèðîâàíèÿ ïî Ëîðåíöó âûèãðûøè êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ, à íà âòîðîì
óðîâíå óðàâíèâàåò âûèãðûøè èãðîêîâ âíóòðè êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ.

Î÷åâèäíî, LK
max-ðåøåíèå àíîíèìíî è ïðèíàäëåæèò ñ-ÿäðó. Îäíà-

êî, â îòëè÷èå îò Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðàçäåë 4.2),
îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì â îïðåäåëåíèè ðåäóöèðîâàííîé èãðû
(3.4).

Ïðèìåð 4.2. N = {1, 2, 3, 4, 5, 6},B = (B1, B2, ) B1 = {1, 2, 3}, B2 =

{4, 5, 6}.
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v(S) =





0, äëÿ S = {i}, i ∈ N, è S $ B2, S = {1, 3}, {2, 3}
1, äëÿ S = {4, 5, 6},
1.5, äëÿ S = {1, 2, 3}, {1, 2},
4, äëÿ S = N.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èãðà Γ = (N, v, Ω(B)) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èãðîé
ñ ÊÑ. Lmax-ðåøåíèå âíåøíåé èãðû Γou = ({B1, B2}, v)), v(B1) = 1.5,
v(B2) = 1, v(N) = 4 ðàâíî Lmax(Γou) = (2, 2), a LK

max(N, v, Ω(B)) =

x = (3/4, 3/4, 1/2, 2/3, 2/3, 2/3). Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó
Γx3 , êîãäà èãðîê 3 ïîêèäàåò èãðó ñ âûèãðûøåì 1/2. Â ýòîé èãðå
BN\{3} = (B1 \ {3}, B2). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ vx îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vx
4 (S) =





0, äëÿ S = {i}, i = 1, 2, 4, 5, 6 è S $ B2.

1.5, äëÿ S = {1, 2},
1, äëÿ S = {4, 5, 6}
3.5, äëÿ S = {1, 2, 4, 5, 6}.

Òîãäà LK
max(Γ

x3) = (7/8, 7/8, 7/12, 7/12, 7/12) 6= xN\{3}.

Îäíàêî, ââèäó òîãî ÷òî LK
max-ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äâóõ-

øàãîâîãî íàõîæäåíèÿ Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíûõ ðåøåíèé êëàññè÷åñêèõ
âûïóêëûõ ÒÏ èãð, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò íåêî-
òîðîìó èíîìó, âîçìîæíî áîëåå ñëàáîìó, ñâîéñòâó ñîãëàñîâàííîñòè.
Òàêèì ñâîéñòâîì îêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííî-
ñòè, êîãäà ñîãëàñîâàííîñòü âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ðåäóöèðîâàííûõ
èãð, îáðàçîâàííûõ óõîäîì öåëûõ êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ èëè èõ îáúåäè-
íåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå Φ äëÿ êëàññà Gcs èãð ñ
ÊÑ íàçûâàåòñÿ êîàëèöèîííî ñîãëàñîâàííûì ñ ñìûñëå Äýâèñà�Ìàøëå-
ðà, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v, Ω(B)), è êîàëèöèè Bj ∈ B èç x =

= Φ(N, v, Ω(B)) ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

xN\Bj
= ΦN\Bj

(N, v,B) = Φ(N \Bj, v
N\Bj
x ,B \Bj),

ãäå ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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vN\Bj
x (S) =





v(N)− x(Bj),

max{v(S), v(S ∪Bi)}, åñëè S =
⋃

J⊂{1,...,k},j 6=i

Bj
(4.14)

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå B ñîñòîèò áî-
ëåå ÷åì èç îäíîé êîàëèöèè.

Òàê êàê êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {i, j}
ñîñòîèò ëèáî èç åäèíñòâåííîé êîàëèöèè {i, j}, ëèáî èç îäíîòî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ {i}, {j}, ëþáàÿ âûïóêëàÿ èãðà äâóõ ëèö ñ ÊÑ ñîâïàäàåò
ñ âûïóêëîé ÒÏ èãðîé äâóõ ëèö. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ñâîéñòâî ÑÅ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì, è äëÿ èãð ýòîãî
êëàññà Lmax(N, v) = LK

max(N, v) = CE(N, v).

Îäíàêî åñëè ÷èñëî èãðîêîâ áîëåå äâóõ, à ÷èñëî êîàëèöèé ðàçáè-
åíèÿ ðàâíî îäíîìó èëè äâóì, òî îïðåäåëåíèå LK

max-ðåøåíèÿ ó÷èòû-
âàåò íåðàâíîïðàâèå êîàëèöèé ðàçáèåíèÿ è êîàëèöèé, ñîäåðæàùèõñÿ
â åäèíñòâåííîé êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ôîðìóëèðóåòñÿ â
âèäå ñëåäóþùåãî ÑÅ ñâîéñòâà äëÿ èãð ñ ÊÑ:

Îïðåäåëåíèå 4.3. Îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà Gr
cs èãð ñ

ÊÑ, ñîäåðæàùèõ äâå êîàëèöèè ðàçáèåíèÿ è óäîâëåòâîðÿþùèå êîàëè-
öèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè, óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó êîàëèöèîííîãî
îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà (ÑÑÅ), åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v, Ω(B))

∈ Gr
cs, B = (Bi, Bj) è x = σ(N, v, Ω(B)) èç íåðàâåíñòâà x(Bi) > x(Bj)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî x(Bi) = v(Bi).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñâîéñòâîì ÑÅ äëÿ ñëó-
÷àÿ èãð äâóõ ëèö.

Ïðèâåäåì òåïåðü àêñèîìàòè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ LK
max-ðåøåíèÿ

äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð ñ ÊÑ.

Òåîðåìà 4.3. Åäèíñòâåííûì îäíîòî÷å÷íûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà
Gc

cs, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâîì íåïóñòîòû, ÑÑÅ äëÿ ðàçáèåíèé,
ñîñòîÿùèõ èç äâóõ êîàëèöèé, ÑÅ äëÿ èãð äâóõ ëèö, CCONS, è ñîãëà-
ñîâàííîñòè äëÿ ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé êîàëèöèè, ÿâëÿåòñÿ
Ëîðåíö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå òèïà Êàìèéî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè LK
max-ðå-

øåíèÿ ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò ñîãëàñîâàííîñòü ðåøåíèÿ âíåøíåé èãðû
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Èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ïåðâûì øàãîì íàõîæäåíèÿ LK
max-ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå Lmax-ðåøåíèÿ âíåøíåé èãðû, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ ñîãëàñîâàííûì, ðåøåíèå LK

max îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîàëèöèîííîé
ñîãëàñîâàííîñòè.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò îïðåäåëåíèÿ LK
max-

ðåøåíèÿ è óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ Lmax-ðåøåíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü Φ � ïðîèçâîëüíîå îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà

Gc
cs, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì ñâîéñòâàì òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì êëàññ G ′ âûïóêëûõ ÒÏ èãð, òàêèõ ÷òî ëþáàÿ èãðà

(K, v) ∈ G ′ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èãðîé íåêîòîðîé èãðû (N, v, Ω(B)) ∈
Gc

cs ñ B = (B1, . . . , Bk), k = |K|. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ G ′ ñîâïàäà-
åò ñ êëàññîì âñåõ âûïóêëûõ ÒÏ èãð Gc. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé èãðû
(N, v, Ω(B)) ∈ Gc

cs åå âíåøíÿÿ èãðà ïðèíàäëåæèò êëàññó G. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 3.2, êîàëèöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè è ñâîéñòâó
êîàëèöèîííîãî îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà ðåøåíèÿ Φ, äëÿ ëþáîé
èãðû èç êëàññà Gc

cs ðåøåíèå Φ åå âíåøíåé èãðû ñîâïàäàåò ñ Lmax-
ðåøåíèåì. Ïóñòü x = Φ(N, v, Ω(B)) ∈ Gc

cs. Ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëè-
âîñòü ðàâåíñòâ

x(Bi) = Φi(K, v) = (Lmax)i(K, v), i ∈ K. (4.15)

Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ èãðó (Bi, v
x), ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ vx îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vx(S) =

{
x(Bi) åñëè S = Bi,

v(S) åñëè S $ Bi.

Ïî îïðåäåëåíèþ (3.4) ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà Gcs,

ýòà èãðà ñîâïàäàåò ñ ðåäóöèðîâàííîé èãðîé èãðû Γ íà ìíîæåñòâî
èãðîêîâ Bi îòíîñèòåëüíî âåêòîðà âûèãðûøåé x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ Φ(Bi, v

x) è ïî Òåîðåìå 3.2 ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâà

xBi
= Φ(Bi, v

x) = Lmax(B, vx), i ∈ K. (4.16)

Ðàâåíñòâà (4.15) è (4.16) çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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5. Ïðèëîæåíèå
Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî j ∈ (j1, j2) Lj(y) > a + (b− a) · j−j1

j2−j1
. Òîãäà

Lj(y)− Lj1(y) =

j∑

l=j1+1

y∗l >
j − j1

j2 − j1

· (b− a).

Òàê êàê êîìïîíåíòû y∗l íå óáûâàþò ñ ðîñòîì l,

y∗j >
b− a

j2 − j1

, (5.1)

è äëÿ âñåõ l > j íåðàâåíñòâî (5.1) òàêæå ñïðàâåäëèâî. Ñëåäîâàòåëüíî,
j2∑

l=j1+1

y∗l > (b− a)
j2 − j1

j2 − j1

= b− a,

ò. å.

b = Lj2(y) = Lj1(y) +

j2∑

l=j1+1

y∗l > a + b− a,

÷òî íåâîçìîæíî.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.1. Ïóñòü âåêòîð x èìååò âèä (2.7), à
âåêòîð y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Òîãäà

Lj(x) =
n∑

k=n−j+1

xk. (5.2)

Èç íåðàâåíñòâ x(Rk) ≤ y(Rk) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà x(N \Rk) ≥ y(N \
Rk), k = 1, . . . ,m, à èç (5.2) ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî x(N \ Rk) =

L|N\Rk|(x). Ñëåäîâàòåëüíî, y(N \ Rk) ≥ L|N\Rk|(y), îòêóäà ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà

Lj(y) ≤ Lj(x) äëÿ j = |N \Rk|, k = 1, . . . , m. (5.3)

Îáîçíà÷èì j1 = |N\Rk|, j2 = |N\Rk−1| äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî
k = 1, . . . , m− 1. Òîãäà äëÿ j ∈ (j1, j2)

Lj(x) = Lj1(x) + (Lj2(x)− Lj1(x)) · j − j1

j2 − j1

. (5.4)
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Ïî Óòâåðæäåíèþ 3.1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Lj(y) ≤ Lj1(y) + (Lj2(y)− Lj1(y)) · j − j1

j2 − j1

äëÿ j ∈ (j1, j2). (5.5)

Èç íåðàâåíñòâ (5.3),(5.5) è ðàâåíñòâà (5.4) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Lj(y) ≤
Lj(x). Òàê êàê k = 1, . . . ,m − 1 è j ∈ (j1, j2) áûëè âûáðàíû ïðîèç-
âîëüíî, Lj(x) ≥ Lj(y) äëÿ âñåõ j ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 3.1.Ïðåäñòàâèì x â âèäå (2.7), è ïóñòü
y ∈ C(N, v, Ω) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Åñëè L(x) 6= L(y), òî x ÂLor y

ïî Ëåììå 3.1.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ y 6= x L(y) 6= L(x). Äëÿ âñåõ k =

1, . . . , m ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà y(Rk) ≥ x(Rk). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
yT1 6= xT1 . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ T1, ÷òî yj > a1 = max

i∈N
xi, îòêóäà

ñëåäóåò L(x) 6= L(y).

Ïóñòü òåïåðü yRk−1
= xRk−1

äëÿ íåêîòîðîãî k = 2, . . . , m, à yTk
6=

xTk
. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ Tk, ÷òî yj > xj = ak, è â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå ðàâåíñòâî L(x) = L(y) íåâîçìîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.2. Ïóñòü B = (B1, B2, . . . , Bk), è S, T ⊂
N, S ∩ T 6= ∅. Ïðåäñòàâèì êîàëèöèè S, T â âèäå (4.8):

S =
⋃
j∈J1

Bj ∪
⋃
j∈J2

Sj,

T =
⋃
j∈J3

Bj ∪
⋃
j∈J4

Sj,
(5.6)

ãäå Ji ⊂ {1, . . . , k}, i = 1, 2, 3, 4, (J1 ∪ J2) ∩ (J3 ∪ J4) 6= ∅. Òîãäà

S ∪ T =
⋃

j∈J1∪J3

Bj ∪
⋃

j∈J2∪J4

Tj,

S ∩ T =
⋃

j∈J1∩J3

B ∪
⋃

j∈J2∩J4

Tj.
(5.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.6),(5.7), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

vae(S)+vae(T ) = v
( ⋃

j∈J1

Bj

)
+

∑
j∈J2

v(Sj)+v
( ⋃

j∈J3

Bj

)
+

∑
j∈J4

v(Tj). (5.8)
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Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.8) ñòîèò ñóììà çíà÷åíèé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè v îò äîïóñòèìûõ êîàëèöèé èç Ω(B). Òàê êàê èãðà
(N, v, Ω(B)) âûïóêëàÿ, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

v
( ⋃

j∈J1

Bj

)
+ v

( ⋃
j∈J3

Bj

)
≤ v

( ⋃
j∈J1∪J3

Bj

)
+ v

( ⋂
j∈J1∩J3

Bj

)
, (5.9)

∑
j∈J2

v(Sj)+
∑
j∈J4

v(Tj)≤
∑

j∈J2\J4

v(Sj)+
∑

j∈J4\J2

v(Tj)+
∑

j∈J2∩J4

v(Sj ∩Tj) (5.10)

Èç ðàâåíñòâà (5.8) è íåðàâåíñòâ (5.9) è (5.10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ),

çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.3. Ïóñòü S ⊂ Ω1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîà-
ëèöèÿ. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî (v1)ae(S) = (vae)

1(S). Òåïåðü ïóñòü S ⊂
N \ T1, S /∈ Ω1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
1. T1 $ Bl. Åñëè S ⊂ N \ T1, S /∈ Ω1, òî S ðàçëàãàåòñÿ íà êîàëèöèè èç
Ω1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = B′ ∪ Q, ãäå B′ =
⋃

j∈J1

B′
j, Q =

⋃
j∈J2

Sj, B′
j = Bj äëÿ j 6= l,

B′
l = Bl \ Tl, Sj ∈ B′

j, J1, J2 ⊂ {1, . . . , k}, J1 ∩ J2 = ∅.
1a) l ∈ J1. Òîãäà

(v1
ae(S) = v1(B′) +

∑
j∈J2

v1(Sj) = v(B)− a1|T1|+
∑
j∈J2

v(Sj). (5.11)

1b) l /∈ J1, J2. Òîãäà

(v1)ae(S) = v(B)+
∑
j∈J2

v(Sj) = v(B)+
∑
j∈J2

v(Sj)+v(T1)−a1|T1|. (5.12)

1c) l ∈ J2. Òîãäà v1(Sl) = v(Sl ∪ Tl)− a1|T1|,

(v1)ae(S) = v(B) +
∑
j∈J2
j 6=l

v(Sj) + v(Sj ∪ Tl)− a1|T1|. (5.13)

Ðàâåíñòâà (5.11)�(5.13) äîêàçûâàþò ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ 1.
2. T1 = B1 =

⋃
j∈J1⊂{1,...,k}

Bj. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè S ⊂ N \ T1, S /∈ Ω1,

òî S ðàçëàãàåòñÿ íà êîàëèöèè èç Ω1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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S = B2 ∪Q, ãäå B2 =
⋃

j∈J2⊂{1,...,k}
J2∩J1=∅

Bj, Q =
⋃
j∈J3

Sj, Sj $ Bj, J3 ∩ (J1 ∪

J2) = ∅. Òîãäà

(v1)ae(S) = v(B2∪T1)+
∑
j∈J3

v(Sj)−a1|T1| = vae(S∪T1)−a1|T1| = (vae)
1(S).

Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé îòñóòñòâèå îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè Ëîðåíö-
ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð:

Ïðèìåð 5.1. Ðàññìîòðèì èãðó ÷åòûðåõ ëèö (N, v), N = {1, 2, 3, 4} ñî
ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

v(1) = 0.5, v(2) = v(3) = 1, v(4) = 0, v(1, 2) = 2, v(1, 3) = v(3, 4) = 3,

v(2, 3)=5, v(1, 4)=v(2, 4)=1, v(S)=3 äëÿ S : |S|=3, v(1, 2, 3, 4)=6.

Ýòà èãðà ñáàëàíñèðîâàííàÿ, íî íå âûïóêëàÿ. Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî Ëîðíåö-ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå L(N, v)=(0.5, 2.5, 2.5, 0.5)∈
C(N, v). Ðàññìîòðèì âåêòîð x = (0.9, 2.1, 2.9, 0.1) ∈ C(N, v) è ïîêà-
æåì, ÷òî äëÿ âñåõ ðåäóöèðîâàííûõ èãð äâóõ ëèö îòíîñèòåëüíî âåêòî-
ðà x ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ ýòèõ èãð:

{i, j} ⊂ N =⇒ (xi, xj) = CE({i, j}, vx
ij).

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

vx
23(3) = v(3, 4)− x4 = 2.9 = x3 > x2 =⇒ (x2, x3) = CE({2, 3}, vx

23),

vx
13(3)=vx

34(3)=2− 2.1 = 2.9=x3 > x1 =⇒ (x1, x3)=CE(({1, 3}, vx
13),

vx
34(3) = 2− 2.1 = 2.9 = x3 > x4 =⇒ (x3, x4) = CE({3, 4}, vx

34),

vx
12(2) = 3− 0.9 = 2.1 = x2 > x1 =⇒ (x1, x2) = CE({1, 2}, vx

12),

vx
24(2) = 5− 2.9 = 2.1 = x2 > x4 =⇒ (x2, x4) = CE({2, 4}, vx

24),

vx
14(1) = 3− 2.1 = 0.9 = x1 > x4 =⇒ (x1, x4) = CE({1, 4}, vx

14).

Îäíàêî x 6= L(N, v).
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LORENZ-MAXIMAL SOLUTIONS FOR GAMES WITH A
RESTRICTED COOPERATION

Elena B. Yanovskaya, St. Petersburg Institute for Economics and
Mathematics of RAS, St. Petersburg, Dr.Sc., Prof. (eyanov@emi.nw.ru).

Abstract : Cooperative games with a restricted cooperation, de�ned
by an arbitrary collection of feasible coalitions are considered. For
this class the Equal Split-O� Set (ESOS) [1] is de�ned by the same
way as for cooperative games with transferable utilities (TU). For the
subclass of these games with non-empty cores the Lorenz-maximal
solution is also de�ned by the same way as for TU games. It is shown
that if the ESOS of a game with a restricted cooperation intersects
with its core, then it is single-valued and Lorenz dominates other
vectors from the core, i.e. it coincides with the Lorenz-maximal solution.
Cooperative games with coalitional structure for which the collection of
feasible coalitions consists of the coalitions of partition, their unions, and
subcoalitions of the coalitions of the partition, are investigated more in
detail. For these games the convexity property is de�ned, and for convex
games with coalitional structure existence theorems for two egalitarian
solutions � Lorenz maximal and Lorenz-Kamijo maximal � are proved.
Axiomatic characterizations for both these solutions are given.

Keywords : cooperative games, restricted cooperation, The Equal Split-o�
set, the Dutta�Ray solution, Lorenz-maximal solution.


