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Èçó÷àåòñÿ ïîâòîðÿþùàÿñÿ 2×2 èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ,
â êîòîðîé êàæäûé èãðîê â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå íàçíà-
÷àåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå ñëó-
÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà; ïîñëåäíèé ãåíåðèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíîé
ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà, êîòîðàÿ ñ áîëüøîé, íî, âîîáùå
ãîâîðÿ, îòëè÷íîé îò 1 âåðîÿòíîñòüþ ïðåäïèñûâàåò ýòîìó èã-
ðîêó âûáîð åãî íàèëó÷øåãî îòâåòà íà ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ïàðò-
íåðà, ðåàëèçîâàííóþ â ïðåäøåñòâóþùåì ðàóíäå. Îïèñàííûå
ñïîñîáû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (íàçûâàåìûå â ðàáîòå ôóíêöèÿ-
ìè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïîâåäåí÷åñêèå
ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Äàííûå ñòðàòåãèè îïðåäåëÿþò ñòîõàñòè÷å-
ñêóþ èãðó, â êîòîðîé âûèãðûøàìè èãðîêîâ âûñòóïàþò èõ îæè-
äàåìûå ñðåäíèå âûèãðûøè, ïîëó÷àåìûå íà ïðîòÿæåíèè âñåõ
ðàóíäîâ. Èãðà àíàëèçèðóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ðàóíäîâ: äàåò-
ñÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ñî ñðåäíèìè âûèãðûøàìè, ïîëó÷àåìû-
ìè èãðîêàìè â õîäå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé íàèëó÷øåãî îòâåòà â êàæäîì ðàóíäå.
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1. Ââåäåíèå
Â òåîðèè ïîâòîðÿþùèõñÿ (ýâîëþöèîííûõ) èãð, èçó÷àþùåé ìî-

äåëè ïðèíÿòèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé â ïðîöåññàõ ìíîãîêðàòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ èãðîêîâ (ñì., íàïð., [3-6, 9-11]), ñðàâíåíèå ðàçëè÷-
íûõ ðåæèìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèçâîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñ ïîçèöèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: îöåíèâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì ñòîëêíîâåíèå ðàç-
ëè÷íûõ ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé âëèÿåò íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè-
íèìàåìûõ ðåøåíèé. Îñíîâû òåîðåòèêî-èãðîâîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó
àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé áûëè çàëîæåíû â [8],
ãäå ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå èãðû íà êëàññàõ îãðàíè÷åííî ðàöèî-
íàëüíûõ ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ è îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ðàâ-
íîâåñíûõ íàáîðîâ ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé. Ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè
òðàåêòîðèé ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð íà êëàññàõ ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé
èãðîêîâ, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
áûë ïðåäëîæåí â [7].

Äàííàÿ ðàáîòà ñëåäóåò â ðóñëå ïîäõîäà [8]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
âòîðÿþùàÿñÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà ðàçìåðíîñòè 2× 2, â êîòîðîé âûáîð
ñòðàòåãèè êàæäûì èãðîêîì â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå äèêòóåò-
ñÿ æåëàíèåì äàííîãî èãðîêà íàèëó÷øèì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì îòâåòèòü
íà ïîñëåäíåå äåéñòâèå ïàðòíåðà. Îòïðàâíîé ìîäåëüþ ñëóæèò, òàêèì
îáðàçîì, ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, â êîòîðîé äàí-
íîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî îòêëî-
íåíèé. Çàòåì êëàññû ïîâåäåí÷åñêèõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ ðàñøèðÿþò-
ñÿ: êàæäîìó èãðîêó ðàçðåøàåòñÿ ïðèíèìàòü ðåøåíèå î âûáîðå ñâîåé
÷èñòîé ñòðàòåãèè íà ñëåäóþùåì ðàóíäå, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòà-
òå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîñëåäíèé ãåíåðèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíîé
ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà, êîòîðàÿ ïðåäïèñûâàåò áîëüøóþ, íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ îò 1, âåðîÿòíîñòü íàèëó÷øåìó îòâåòó íà
÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ïàðòíåðà, ðåàëèçîâàííóþ â ïðåäøåñòâóþùåì ðà-
óíäå; ïðè ýòîì â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå äîïóñêàåòñÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü âûáîðà èãðîêîì ñâîåãî íàèõóäøåãî
îòâåòà íà ïîñëåäíþþ èç ðåàëèçîâàííûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïàðòíåðà.
Òàêèå ïîâåäåí÷åñêèå ñòðàòåãèè èãðîêîâ íàçâàíû â ðàáîòå ôóíêöèÿ-
ìè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà.
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Â ðàçäåëå 2 ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ñòîõàñòè÷åñêàÿ èãðà íà êëàñ-
ñàõ ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà (èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ), âû-
èãðûøàìè èãðîêîâ âûñòóïàþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èõ ñðåäíèõ
âûèãðûøåé, ïîëó÷àåìûõ íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ðàóíäîâ.

Â ðàçäåëå 3 èãðà ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èññëåäóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ ðàóíäîâ. Äàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ïðîâî-
äèòñÿ ñðàâíåíèå ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ñî ñðåäíèìè âûèãðûøàìè,
ïîëó÷àåìûìè èãðîêàìè â èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé èãðå íàèëó÷-
øèõ îòâåòîâ.

Ðàçäåë 4 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé.

2. Îïðåäåëåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàñìîòðèì áèìàòðè÷íóþ èãðó ðàçìåðíîñòè 2 × 2 ñ ìàòðèöàìè
âûèãðûøåé A = (aij)i,j=1,2 è B = (bij)i,j=1,2, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî
è âòîðîãî èãðîêîâ. Êàê îáû÷íî, ñòðîêè ìàòðèö âûèãðûøà ñîîòâåò-
ñòâóþò íîìåðàì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, ñòîëáöû � íîìå-
ðàì ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà. Ïîä ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî
èãðîêà ïîíèìàåì, êàê îáû÷íî, ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå (α, 1 − α) íà ìíîæåñòâå ñòðàòåãèé ýòîãî èãðîêà; çäåñü α �
âåðîÿòíîñòü âûáîðà èãðîêîì ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 1, à 1− α � âå-
ðîÿòíîñòü âûáîðà èãðîêîì ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 2. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðèíÿòûì ñòàíäàðòîì, ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ (α, 1 − α) ïåðâîãî
èãðîêà îòîæäåñòâëÿåì ñ åå ïåðâîé êîìïîíåíòîé α ∈ [0, 1]. Àíàëîãè÷-
íî, ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà îòîæäåñòâëÿåì ñ ÷èñëîì
β ∈ [0, 1], èìåþùèì ñìûñë âåðîÿòíîñòè âûáîðà âòîðûì èãðîêîì ñâî-
åé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 1; ïðè ýòîì 1 − β åñòü âåðîÿòíîñòü âûáîðà èì
ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 2. Âñÿêàÿ ïàðà (α, β), ãäå α è β � ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ
â âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à âûèãðûøè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðî-
êîâ � â ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå;
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òðàêòóþòñÿ
êàê âûèãðûøè èãðîêîâ, îòâå÷àþùèå ïàðå (α, β).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé áèìàòðè÷íîé èãðå íå
ñóùåñòâóåò òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ñ êîìïîíåíòàìè â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé 2× 2-èãð
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(ñì. [1]), â äàííîé áèìàòðè÷íîé èãðå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷-
êà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ; ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
[1], íå íàðóøàÿ îáùíîñòè (ïðè íåîáõîäèìîñòè èçìåíÿÿ íóìåðàöèþ
èãðîêîâ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

b12 > b11, b21 > b22, a11 > a21, a22 > a12. (2.1)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (2.1) èìåþò ìåñòî. Òîãäà, îáî-
çíà÷àÿ ÷åðåç i+j íàèëó÷øèé îòâåò ïåðâîãî èãðîêà â êëàññå ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé ýòîãî èãðîêà íà ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ j âòîðîãî èãðîêà è ÷å-
ðåç j+

i íàèëó÷øèé îòâåò âòîðîãî èãðîêà â êëàññå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé
ýòîãî èãðîêà íà ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ i ïåðâîãî èãðîêà, èìååì

i+1 = 1, i+2 = 2 j+
1 = 2, j+

2 = 1. (2.2)

Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ïàðó (i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ.
Ïîä ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðîé íàèëó÷øèõ îòâåòîâ äëèíû n ïîíè-

ìàåì ïðîöåññ ïîâòîðåíèÿ áèìàòðè÷íîé èãðû, ñîñòîÿùèé èç ðàóíäîâ
0, 1, . . . , n, òàêîé, ÷òî â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå k+1 êàæäûé èã-
ðîê âûáèðàåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ íàèëó÷øåãî îòâåòà íà ÷èñòóþ ñòðà-
òåãèþ ïàðòíåðà, ðåàëèçîâàííóþ â ðàóíäå k; àïðèîðíî çàäàííàÿ ïàðà
(i0, j0) ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ðåàëèçóåòñÿ â ðàóíäå 0. Ïî îêîí÷àíèè êàæ-
äîãî ðàóíäà èãðîêè ïîëó÷àþò î÷êè ñîãëàñíî ñâîèì ìàòðèöàì âû-
èãðûøåé. Äàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü ¾áëèçîðóêî-
ãî¿ ïîâåäåíèÿ íåîäíîêðàòíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ èãðîêîâ, â êîòîðîì
êàæäûé èç íèõ ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé âûèãðûø â êàæäîì
ïîñëåäóþùåì âçàèìîäåéñòâèè, èñõîäÿ èç ãèïîòåçû î òîì, ÷òî â ýòîì
âçàèìîäåéñòâèè ïàðòíåð ïîâòîðèò ñâîé ïðåäøåñòâóþùèé âûáîð. Ïî-
âòîðÿþùàÿñÿ èãðà íàèëó÷øèõ îòâåòîâ îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé âèäà

(ik+1, jk+1) = (i+jk
, j+

ik
) (k = 0, . . . , n− 1) (2.3)

â ïðîèçâåäåíèè
X = {1, 2} × {1, 2} (2.4)

ìíîæåñòâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Äëÿ ñðåä-
íèõ âûèãðûøåé ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå
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íàèëó÷øèõ îòâåòîâ (íóëåâîé ðàóíä èç ïîäñ÷åòà èñêëþ÷àåì) èìååì,
ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ

ān =
1

n

n∑

k=1

aik,jk
, b̄n =

1

n

n∑

k=1

bik,jk
. (2.5)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé ïîâòîðÿþùåéñÿ èã-
ðå íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, â êîòîðîì, îäíàêî, èãðîêè íàçíà÷àþò ñâîè
äåéñòâèÿ íà ïîñëåäóþùèõ ðàóíäàõ íå äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì,
îòäàâàÿ âåðîÿòíîñòíûå ïðåäïî÷òåíèÿ ñâîèì ÷èñòûì ñòðàòåãèÿì íàè-
ëó÷øåãî îòâåòà. Â ýòîì ïðîöåññå äëÿ êàæäîãî èãðîêà èíñòðóìåíòîì
ãåíåðèðîâàíèÿ ðåøåíèé âûñòóïàåò òà èëè èíàÿ ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øå-
ãî îòâåòà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ôèêñèðóåì ε ∈ [0, 1/2). Ôóíêöèåé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî
èãðîêà íàçîâåì ëþáóþ ïàðó (α1, α2) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî
èãðîêà òàêóþ, ÷òî

1 ≥ α1 ≥ 1− ε, 0 ≤ α2 ≤ ε. (2.6)

Ââèäó (2.2) äàííîå îïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïåðâûé èãðîê,
âûáèðàÿ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ αj â îòâåò íà ðåàëèçàöèþ âòîðûì
èãðîêîì åãî ÷èñòîé ñòðàòåãèè (j = 1, 2) çàäàåò áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü
ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè íàèëó÷øåãî îòâåòà íà ýòó ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ
âòîðîãî èãðîêà. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèåé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðî-
ãî èãðîêà íàçîâåì ëþáóþ ïàðó (β1, β2) ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âòîðãî
èãðîêà òàêóþ, ÷òî

0 ≤ β1 ≤ ε, 1 ≥ β2 ≥ 1− ε. (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ε = 0 äëÿ óêàçàííûõ âûøå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé
èãðîêîâ èìååì α1 = 1, α2 = 0, β1 = 0, β2 = 1; òàêèì îáðàçîì, 0-
íàèëó÷øèå ñòðàòåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ïðåäïèñûâàþò êàæ-
äîìó èç íèõ, ïðè ðåàëèçàöèè òîé èëè èíîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè ïàðòíå-
ðà, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ
íàèëó÷øåãî îòâåòà.

Êàæäóþ ïàðó
S = ((α1, α2), (β1, β2)), (2.8)

ãäå (α1, α2) � ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà è (β1, β2)

� ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà, áóäåì íàçûâàòü ïà-
ðîé ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû S (2.8) ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ
èãðîêîâ ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé íàçîâåì ïîâòîðÿ-
þùåéñÿ èãðîé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ äëèíû n, ñîîòâåòñòâóþùåé S.
Ïðîöåññ ñîñòîèò èç ðàóíäîâ 0, 1, . . . , n, â êàæäîì èç êîòîðûõ èãðîêè
ðàçûãðûâàþò áèìàòðè÷íóþ èãðó. Ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåé ñõåìå. Â ðàóíäå 0 ðåàëèçóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïàðà (i0, j0) ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ. Åñëè â ðàóíäå k ðåàëèçóåòñÿ ïàðà (ik, jk) ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé èãðîêîâ, òî ïåðâûé èãðîê äëÿ âûáîðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðà-
òåãèè ik+1 â ðàóíäå k + 1 ïðîèçâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
íà ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ ñòðàòå-
ãèþ αjk

; àíàëîãè÷íî, âòîðîé èãðîê äëÿ âûáîðà ñâîåé ÷èñòîé ñòðàòå-
ãèè jk+1 â ðàóíäå k + 1 ïðîèçâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà
ìíîæåñòâå ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ
βik . Ïî îêîí÷àíèè êàæäîãî ðàóíäà èãðîêè ïîëó÷àþò î÷êè ñîãëàñ-
íî ñâîèì ìàòðèöàì âûèãðûøåé. Äàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîäåëü ¾áëèçîðóêîãî¿ ïîâåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ èãðîêîâ, êîòî-
ðàÿ, îäíàêî, â ñëó÷àå ε > 0, äîïóñêàåò áîëüøóþ ãèáêîñòü â âûáîðå
äåéñòâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðîé íàèëó÷øèõ îòâåòîâ:
â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðàóíäå êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ áóäó-
ùóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñâî-
åé ÷èñòîé ñòðàòåãèè íàèëó÷øåãî îòâåòà íà ðåàëèçóþùóþñÿ ÷èñòóþ
ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà. Ïðè ε = 0 ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ε-íàèëó÷øèõ
îòâåòîâ, î÷åâèäíî, ïåðåõîäèò â (äåòåðìèíèðîâàííóþ) ïîâòîðÿþùóþ-
ñÿ èãðó íàèëó÷øèõ îòâåòîâ.

Äàëåå ñ÷èòàåì ε > 0. Óòî÷íèì îïðåäåëåíèå îáîçíà÷åííîãî âûøå
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïðîñòðàíñòâîì åãî ñîñòîÿíèé ñëóæèò ïðîèç-
âåäåíèå X (2.4) ìíîæåñòâ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî è âòîðîãî èã-
ðîêîâ, åãî âðåìåííîé øêàëîé � èíäåñû 0, 1, . . . , n ðàóíäîâ ïîâòîðÿþ-
ùåéñÿ èãðû. Ïðîñòðàíñòâî X ïîíèìàåì êàê èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî,
ñíàáæåííîå àëãåáðîé âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
k = 0, 1, . . . , n− 1 ôóíêöèÿ íà X âèäà

pS(·|(ik, jk)) = αjk
× βik = (αjk

, 1− αjk
)× (βik , 1− βik)

(ñì. (2.8)) çàäàåò ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü ìåæäó äâóìÿ ýêçåìïëÿðà-
ìè èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà X, îòâå÷àþùèì ìîìåíòàì âðåìåíè k è
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k + 1. Î÷åâèäíî,

pS((ik, jk)|(ik−1, jk−1))=





αjk−1
βik−1

, åñëè (ik, jk)=(1, 1);
(1−αjk−1

)βik−1
, åñëè (ik, jk)=(2, 1);

αjk−1
(1−βik−1

), åñëè (ik, jk)=(1, 2);
(1−αjk−1

)(1−βik−1
), åñëè (ik, jk)=(2, 2).

(2.9)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó Èîíåñêó-Òóë÷à [2]), óêàçàííûå ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (i0, j0) îïðåäåëÿþò ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ, òðàåêòîðèÿìè êîòîðîãî âûñòóïàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

t = ((i1, j1), . . . , (in, jn)) ∈ Xn. (2.10)

Ìíîæåñòâî Xn+1 âñåõ òðàåêòîðèé äàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èìå-
åò ñòðóêòóðó âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âåðîÿòíîñòüþ pS, îïðå-
äåëåííîé íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ Xn+1. Ïîñëåäíÿÿ âåðîÿò-
íîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ Xn+1, êîòîðûå ìû äàëåå îòîæäåñòâëÿåì ñ òðàåêòî-
ðèÿìè. Èìåííî, äëÿ âñÿêîé òðàåêòîðèè t (2.10)

pn,S(t) = pS((in, jn)|(in−1, jn−1)) . . . pS((i1, j1)|(i0, j0)). (2.11)

Òàê îïðåäåëåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôîð-
ìàëüíóþ ìîäåëü ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðû ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ äëèíû
n, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå S (2.8) ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà èãðî-
êîâ.

Äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè t (2.10) ââåäåì çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ âûèã-
ðûøåé, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, ðåàëèçóåìûõ íà
äàííîé òðàåêòîðèè:

an(t) =
1

n

n∑

k=1

aik,jk
, b(t) =

1

n

n∑

k=1

bik,jk
. (2.12)

Äëÿ êàæäîé ïàðû S ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ ôóíêöèè
an(·) è bn(·) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (Xn+1, pS). Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (2.12), çàäàâàåìûå âûðàæåíèÿìè

an[S] =

∫

Xn

an(t)pn,S(dt), bn[S] =

∫

Xn

bn(t)pn,S(dt), (2.13)
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íàçîâåì îæèäàåìûìè ñðåäíèìè âûèãðûøàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïåð-
âîãî è âòîðîãî èãðîêîâ â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà
äëèíû n, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå S ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èã-
ðîêîâ.

Ïàðó S∗ = ((α∗1, α
∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)) ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðî-

êîâ íàçîâåì ðàâíîâåñíîé (ïî Íýøó) â ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷-
øèõ îòâåòîâ äëèíû n, åñëè äëÿ ëþáîãî ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà (α1, α2)

ïåðâîãî èãðîêà âåðíî an[S∗1 ] ≤ an[S∗], ãäå S∗1 = ((α1, α2), (β
∗
1 , β

∗
2)), è

äëÿ ëþáîãî ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà (β1, β2) âòîðîãî èãðîêà âåðíî bn[S∗2 ] ≤
bn[S∗], ãäå S∗2 = ((α∗1, α

∗
2), (β1, β2)). Ïàðy (an[S∗], bn[S∗]) îæèäàåìûõ

ñðåäíèõ âûèãðûøåé ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïàðå S∗ ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ â ïîâòîðÿþùåéñÿ èã-
ðå ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà äëèíû n, áóäåì íàçûâàòü ðàâíîâåñíîé â äàí-
íîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîé ïàðû ôóíêöèé
ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ. Ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ïà-
ðû ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíåíèå åå ñòðóêòóðû è ñðàâíåíèå ðàâ-
íîâåñíîé ïàðû îæèäàåìûõ ñðåäíèõ âûèãðûøåé â (ñòîõàñòè÷åñêîé)
ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ñ ïàðîé (ān, b̄n) (2.5), (2.3)
ñðåäíèõ âûèãðûøåé â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå íàè-
ëó÷øèõ îòâåòîâ. Öåëü äàííîé ðàáîòû � äàòü îòâåòû íà óêàçàííûå
âîïðîñû äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ äâóõøàãîâîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èã-
ðû, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ n = 2, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Îòìåòèì, ÷òî
ñëó÷àé n = 1 òðèâèàëåí: â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíàÿ ïàðà ôóíêöèé
ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ ñ î÷åâèäíîñòüþ ñîñòîèò èç äåòåðìè-
íèðîâàííûõ ôóíêöèé íàèëó÷øåãî îòâåòà (ñì. (2.2)), ò.å èìååò âèä
((1, 0)(0, 1)).

3. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Íèæå n = 2.
Äâå ïðèâîäèìûå íèæå ëåììû ñîñòàâëÿþò îñíîâó èññëåäîâàíèÿ.

Èõ ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â äâóõøàãîâîé
ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε

êàæäûé èãðîê èìååò îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà,
êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò åãî îæèäàåìûé ñðåäíèé âûèãðûø âíå çàâè-
ñèìîñòè îò âûáîðà ïàðòíåðîì ñâîåé ôóíêöèè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà.
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Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîé ôóíêöèè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà èãðîêà çàâè-
ñèò îò íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû âûèã-
ðûøåé ýòîãî èãðîêà è íå çàâèñèò îò ìàòðèöû âûèãðûøåé åãî ïàðò-
íåðà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ (α∗1, α

∗
2) ε-íàèëó÷øåãî

îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä (1, 0), ò.å. îïðåäåëÿåò äåòåðìèíèðî-
âàííóþ ðåàêöèþ íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà íà âûáîð ÷èñòîé
ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà; â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà ìàëàÿ
ðàíäîìèçàöèÿ åãî îòâåòíîãî âûáîðà íåöåëåñîîáðàçíà. Â îñòàëüíûõ
òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ ïàðà (α∗1, α

∗
2) èìååò âèä (1 − ε, 0) ëèáî (1, ε), ò.å.

îäíà èç åå êîìïîíåíò îñòàåòñÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèåé íàèëó÷øåãî îòâå-
òà, äðóãàÿ æå ìàêñèìàëüíî ðàíäîìèçèðóåòñÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ
ïåðâîãî èãðîêà ìàëàÿ ðàíäîìèçàöèÿ åãî îòâåòíîãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ
öåëåñîîáðàçíîé. Àíàëîãè÷íûå íàáëþäåíèÿ ñïðàâåäëèâû â îòíîøåíèè
îïòèìàëüíîé ôóíêöèè (β∗1 , β

∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà.

×åðåç U(ε) è V (ε) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé ε-
íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, ñîîòâåòñòâåííî; òàêæå
ââåäåì ìíîæåñòâà

U1(ε)={(α1, α2)∈U(ε) : α1 <1}, U2(ε)={(α1, α2)∈U(ε) : α2 >0}, (3.1)

V 1(ε)={(β1, β2)∈V (ε) : β1 >0}, V 2(ε)={(β1, β2)∈V (ε) : β2 <1}. (3.2)
Ïîëîæèì

Ui0,j0(ε) =





U(ε) ïðè (i0, j0) ∈ {(1, 2), (2, 1)},
U1(ε) ïðè (i0, j0) = (1, 1),

U2(ε) ïðè (i0, j0) = (2, 2),

(3.3)

Vi0,j0(ε) =





V (ε) ïðè (i0, j0) ∈ {(1, 1), (2, 2)},
V 1(ε) ïðè (i0, j0) = (1, 2),

V 2(ε) ïðè (i0, j0) = (2, 1).

(3.4)

Ëåììà 3.1. Cóùåñòâóåò ε1 ∈ (0, 1/2) òàêîå, ÷òî ïðè ε ≤ ε1 ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (α∗1, α
∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îò-

âåòà ïåðâîãî èãðîêà òàêàÿ, ÷òî
(i) äëÿ âñÿêèõ (α1, α2) ∈ U(ε) \ {(α∗1, α∗2)} è (β1, β2) ∈ Vi0,j0(ε) âû-

ïîëíÿåòñÿ

a2[((α
∗
1, α

∗
2), (β1, β2))] > a2[((α1, α2), (β1, β2))], (3.5)
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(ii) â ñëó÷àå (i0, j0) = (1, 2) ïðè âñÿêîì (β1, β2) ∈ V (ε) \ Vi0,j0(ε)

äëÿ ëþáîãî (α1, α2) ∈ U(ε) òàêîãî, ÷òî α2 6= α∗2, âûïîëíÿåòñÿ (3.5),
à äëÿ ëþáîãî (α1, α2) ∈ U(ε) òàêîãî, ÷òî α2 = α∗2, âûïîëíÿåòñÿ

a2[((α
∗
1, α

∗
2), (β1, β2))] = a2[((α1, α2), (β1, β2))], (3.6)

(iii) â ñëó÷àå (i0, j0) = (2, 1) ïðè âñÿêîì (β1, β2) ∈ V (ε) \ Vi0,j0(ε)

äëÿ ëþáîãî (α1, α2) ∈ U(ε) òàêîãî, ÷òî α1 6= α∗1, âûïîëíÿåòñÿ (3.5), à
äëÿ ëþáîãî (α1, α2) ∈ U(ε) òàêîãî, ÷òî α1 = α∗1, âûïîëíÿåòñÿ (3.6).

2) Çíà÷åíèÿ α∗1 è α∗2 çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáë. 1.

Òàáëèöà 1.
ñëó÷àé (i0, j0) óñëîâèå (α∗1, α

∗
2)

1.1 (1, 1) a12 > a21 (1, 0)

1.2 (1, 1) a12 < a21 (1− ε, 0)

1.3 (2, 2) a12 > a21 (1, ε)

1.4 (2, 2) a12 < a21 (1, 0)

1.5 (1, 2) a12 > a21 (1, ε)

1.6 (1, 2) a12 < a21, a21 < (a11 + a12)/2 (1, ε)

1.7 (1, 2) a12 < a21, a21 > (a11 + a12)/2 (1, 0)

1.8 (2, 1) a12 < a21 (1− ε, 0)

1.9 (2, 1) a12 > a21, a12 < (a22 + a21)/2 (1− ε, 0)

1.10 (2, 1) a12 > a21, a12 > (a22 + a21)/2 (1, 0)

Ëåììà 3.2. Cóùåñòâóåò ε2 ∈ (0, 1/2) òàêîå, ÷òî ïðè ε ≤ ε2 ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (β∗1 , β
∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îò-

âåòà âòîðîãî èãðîêà òàêàÿ, ÷òî
(i) äëÿ âñÿêèõ (β1, β2) ∈ V (ε) \ {(β∗1 , β∗2)} è (α1, α2) ∈ Ui0,j0(ε) âû-

ïîëíÿåòñÿ

b2[((α1, α2), (β
∗
1 , β

∗
2))] > b2[((α1, α2), (β1, β2))], (3.7)

(ii) â ñëó÷àå (i0, j0) = (1, 1) ïðè âñÿêîì (α1, α2) ∈ U(ε) \ Ui0,j0(ε)

äëÿ ëþáîãî (β1, β2) ∈ V (ε) òàêîãî, ÷òî β1 6= β∗1 , âûïîëíÿåòñÿ (3.7),
à äëÿ ëþáîãî (β1, β2) ∈ V (ε) òàêîãî, ÷òî β1 = β∗1 , âûïîëíÿåòñÿ

b2[((α1, α2), (β
∗
1 , β

∗
2))] = b2[((α1, α2), (β1, β2))], (3.8)
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(iii) â ñëó÷àå (i0, j0) = (2, 2) ïðè âñÿêîì (α1, α2) ∈ U(ε) \ Ui0,j0(ε)

äëÿ ëþáîãî (β1, β2) ∈ V (ε) òàêîãî, ÷òî β2 6= β∗2 , âûïîëíÿåòñÿ (3.7), à
äëÿ ëþáîãî (β1, β2) ∈ V (ε) òàêîãî, ÷òî β2 = β∗2 , âûïîëíÿåòñÿ (3.8).

2) Çíà÷åíèÿ β∗1 è β∗2 çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáë. 2.

Òàáëèöà 2.
ñëó÷àé (i0, j0) óñëîâèå (β∗1 , β

∗
2)

2.1 (1, 2) b11 > b22 (ε, 1)

2.2 (1, 2) b11 < b22 (0, 1)

2.3 (2, 1) b11 > b22 (0, 1)

2.4 (2, 1) b11 < b22 (0, 1− ε)

2.5 (1, 1) b11 > b22 (ε, 1)

2.6 (1, 1) b11 < b22, b22 < (b11 + b21)/2 (ε, 1)

2.7 (1, 1) b11 < b22, b22 > (b11 + b21)/2 (0, 1)

2.8 (2, 2) b11 < b22 (0, 1− ε)

2.9 (2, 2) b11 > b22, b11 < (b12 + b22)/2 (0, 1− ε)

2.10 (2, 2) b11 > b22, b11 > (b12 + b22)/2 (0, 1)

Èç ëåìì 3.1 è 3.2 ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î ñó-
ùåñòâîâàíèè è ñòðóêòóðå ðàâíîâåñíîé ïàðû ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî
îòâåòà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ε1, ε2 > 0 îïðåäåëåíû ñîãëàñíî ëåììàì 3.1 è
3.2, ε ≤ min{ε1, ε2}, ôóíêöèè (α∗1, α

∗
2) è (β∗1 , β

∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îòâå-

òà, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ çàäàíû òàáë. 1 è 2,
è S∗ = ((α∗1, α

∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)). Òîãäà

1) S∗ åñòü ðàâíîâåñíàÿ ïàðà ôóíêöèé ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà â
äâóõøàãîâîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ.

2) Ðàâíîâåñíàÿ ïàðà S∗ åäèíñòâåííà âî âñåõ ñëó÷àÿõ êðîìå 1.1 è
1.4 èç òàáë. 1 è 2.2 è 2.3 èç òàáë. 2.

3) Â ñëó÷àå 1.1 èç òàáë. 1 ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ïàðà S∗ =

((α∗1, α
∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)), ãäå β∗2 ∈ [1 − ε, 1], à α∗1, α∗2 è β∗1 çàäàíû òàáë. 1 è

2.
4) Â ñëó÷àå 1.4 èç òàáë. 1 ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ïàðà S∗ =

((α∗1, α
∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)), ãäå β∗1 ∈ [0, ε], à α∗1, α∗2 è β∗2 çàäàíû òàáë. 1 è 2.

5) Â ñëó÷àå 2.2 èç òàáë. 2 ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ïàðà S∗ =

((α∗1, α
∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)), ãäå α∗1 ∈ [1 − ε, 1], à α∗2, β∗1 è β∗2 çàäàíû òàáë. 1 è

2.
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6) Â ñëó÷àå 2.3 èç òàáë. 2 ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ïàðà S∗ =

((α∗1, α
∗
2), (β

∗
1 , β

∗
2)), ãäå α∗2 ∈ [0, ε], α∗1, à β∗1 è β∗2 çàäàíû òàáë. 1 è 2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1, â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà èãðî-
êà (ñì. òàáë. 1 è 2) èìååò êîìïîíåíòó, íå ÿâëÿþùóþñÿ ÷èñòîé ñòðà-
òåãèåé, îæèäàåìûé ðàâíîâåñíûé âûèãðûø ýòîãî èãðîêà â äâóõøàãî-
âîé èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ñòðîãî áîëüøå åãî ñðåäíåãî âûèãðû-
øà â (äåòåðìèíèðîâàííîé) èãðå íàèëó÷øèõ îòâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì,
â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èãðîêà ìàëàÿ ðàíäîìèçàöèÿ
ïðè âûáîðå ñòðàòåãèè âûãîäíà ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî îæèäàåìîãî ñðåä-
íåãî âûèãðûøà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1.
1) Â ñëó÷àÿõ 1.2, 1.3, 1.5, 1.6, 1.8, 1.9 èç òàáë. 1 îæèäàåìûé ðàâ-

íîâåñíûé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà â äâóõøàãîâîé èãðå ε-íàèëó÷øèõ
îòâåòîâ ñòðîãî áîëüøå åãî ñðåäíåãî âûèãðûøà â (äåòåðìèíèðîâàí-
íîé) äâóõøàãîâîé èãðå íàèëó÷øèõ îòâåòîâ: a2[S

∗] > ā2 (ñì. (2.13),
(2.5)).

2) Â ñëó÷àÿõ 2.1, 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 èç òàáë. 2 îæèäàåìûé ðàâ-
íîâåñíûé âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà â äâóõøàãîâîé èãðå ε-íàèëó÷øèõ
îòâåòîâ ñòðîãî áîëüøå åãî ñðåäíåãî âûèãðûøà â (äåòåðìèíèðîâàí-
íîé) äâóõøàãîâîé èãðå íàèëó÷øèõ îòâåòîâ: b2[S

∗] > b̄2 (ñì. (2.13),
(2.5)).

Òåîðåìà 3.2 ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ëåìì 3.1 è 3.2 è òåîðåìû
3.1.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Åñëè îäíî-
âðåìåííî èìåþò ìåñòî êàêîé-ëèáî èç ñëó÷àåâ 1.2, 1.3, 1.5, 1.6, 1.8,
1.9 èç òàáë. 1 è êàêîé-ëèáî èç ñëó÷àåâ 2.1, 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 èç
òàáë. 2, òî äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ åãî îæèäàåìûé ðàâíîâåñíûé
âûèãðûø â äâóõøàãîâîé èãðå ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ñòðîãî áîëü-
øå åãî ñðåäíåãî âûèãðûøà â (äåòåðìèíèðîâàííîé) äâóõøàãîâîé èãðå
íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, ò.å. èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà a2[S

∗] > ā2 è
b2[S

∗] > b̄2.
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4. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ
èãðîêîâ âèäà (2.8). Ñîãëàñíî (2.11) äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè t =

((i1, j1), (i2, j2)) ∈X2 äâóõøàãîâîé èãðû ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïàðå S, èìååì

p2,S(t) = pS((i2, j2)|(i1, j1))pS((i1, j1)|(i0, j0)).

Äëÿ îæèäàåìîãî ñðåäíåãî âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, â ñîîòâåòñòâèè
ñ (2.12), (2.13), èìååì

a2[S] =

∫

X2

a2(t)p2,S(dt) =

=
1

2

∫

X2

(ai1,j1 + ai2,j2)p2,S(d((i1, j1), (i2, j2))) =

=
1

2

∫

X

ai1,j1pS(d(i1, j1)|(i0, j0)) +

1

2

∫

X

pS(d(i1, j1)|(i0, j0))

∫

X

ai2,j2pS(d(i2, j2)|(i1, j1)).

Îáîçíà÷àÿ

a1,0(i∗, j∗)=

∫

X

ai,jpS(d(i, j)|(i∗, j∗)), a2,0(i∗, j∗)=

∫

X

a1(i, j)pS(d(i, j)|(i∗, j∗)),

ïîëó÷àåì

a2[S] = a2[S](i0, j0) =
a1,0(i0, j0) + a2,0(i0, j0)

2
. (4.1)

Â ñèëó (2.9)

a1,0(i0, j0) = (a11 − a12)αj0βi0 +

(a21 − a22)(1− αj0)βi0 + αj0a12 + (1− αj0)a22, (4.2)
a2,0(i0, j0) = [a1,0(1, 1)− a1,0(1, 2))]αj0βi0 +

[a1,0(2, 1)− a1,0(2, 2))](1− αj0)βi0 +

αj0a1,0(1, 2) + (1− αj0)a1,0(2, 2). (4.3)
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Èç (4.2) èìååì

a1,0(1, 1)− a1,0(1, 2) = [(a11 − a12)− (a21 − a22)](α1 − α2)β1 +

(α1 − α2)(a12 − a22),

a1,0(2, 1)− a1,0(2, 2) = [(a11 − a12)− (a21 − a22)](α1 − α2)β2 +

(α1 − α2)(a12 − a22),

a1,0(1, 2) = (a11 − a12)α2β1 + (a21 − a22)(1− α2)β1 +

α2a12 + (1− α2)a22,

a1,0(2, 2) = (a11 − a12)α2β2 + (a21 − a22)(1− α2)β2 +

α2a12 + (1− α2)a22.

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.3) è ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì:

a2,0(i0, j0) = ci0
1 α1αj0 + ci0

2 α2αj0 + c3αj0 + ci0
4 α1 + ci0

5 α2 + c6, (4.4)

ãäå

ci0
1 = (a11 − a12 − a21 + a22)(β1 − β2)βi0 , (4.5)

ci0
2 = (a11 − a12 − a21 + a22)(β1 − β2)(1− βi0), (4.6)
c3 = (a21 − a22)(β1 − β2), (4.7)
ci0
4 = [(a11 − a12 − a21 + a22)β2 + a12 − a22]βi0 , (4.8)

ci0
5 = [(a11 − a12 − a21 + a22)β2 + a12 − a22](1− βi0), (4.9)
c6 = (a21 − a22)β2 + a22. (4.10)

Ïðèäàâàÿ íà÷àëüíîé ïàðå (i0, j0) âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ïðå-
äåëàõ ìíîæåñòâà X è ïðèìåíÿÿ (4.2), çàïèøåì:

a1,0(1, 1)= α1β1a11+α1(1− β1)a12+(1− α1)β1a21+(1− α1)(1− β1)a22,

a1,0(1, 2)= α2β1a11+α2(1− β1)a12+(1− α2)β1a21+(1− α2)(1− β1)a22,

a1,0(2, 1)= α1β2a11+α1(1− β2)a12+(1− α1)β2a21+(1− α1)(1− β2)a22,

a1,0(2, 2)= α2β2a11+α2(1− β2)a12+(1− α2)β2a21+(1− α2)(1− β2)a22.

Ðàñôèêñèðóåì ïàðó S (2.8) è ðàññìîòðèì óêàçàííûå âûøå çíà÷å-
íèÿ êàê ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ α1, α2, β1, β2, ìåíÿþùèõñÿ â ïðåäå-
ëàõ îãðàíè÷åíèé (2.6), (2.7); äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ
áóäåì îïóñêàòü. Èìååì:
∂

∂α1

a1,0(1, 1)=β1a11+(1−β1)a12−β1a21−(1−β1)a22,
∂

∂α2

a1,0(1, 1)=0,
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∂

∂α1

a1,0(1, 2)=0,
∂

∂α2

a1,0(1, 2)=β1a11+(1−β1)a12−β1a21−(1−β1)a22,

∂

∂α1

a1,0(2, 1)=β2a11+(1−β2)a12−β2a21−(1−β2)a22,
∂

∂α2

a1,0(2, 1)=0,

∂

∂α1

a1,0(2, 2)=0,
∂

∂α2

a1,0(2, 2)=β2a11+(1−β2)a12−β2a21−(1−β2)a22.

Äëÿ çíà÷åíèé β1 = 0, β2 = 1, îòâå÷àþùèõ ÷èñòûì ñòðàòåãèÿì íàè-
ëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà, ñ ó÷åòîì (2.1) ïîëó÷àåì:

∂

∂α1

a1,0(1, 1) = a12 − a22 < 0,
∂

∂α2

a1,0(1, 1) = 0, (4.11)

∂

∂α1

a1,0(1, 2) = 0,
∂

∂α2

a1,0(1, 2) = a12 − a22 < 0, (4.12)

∂

∂α1

a1,0(2, 1) = a11 − a21 > 0,
∂

∂α2

a1,0(2, 1) = 0, (4.13)

∂

∂α1

a1,0(2, 2) = 0,
∂

∂α2

a1,0(2, 2) = a11 − a21 > 0. (4.14)

Äàëåå, èç (4.4)

a2,0(i0, 1) = c
ik−2

1 α2
1 + c

ik−2

2 α2α1 + (c3 + c
ik−2

4 )α1 + c
ik−2

5 α2 + c6,

a2,0(i0, 2) = c
ik−2

1 α1α2 + c
ik−2

2 α2
2 + c

ik−2

4 α1 + (c3 + c
ik−2

5 )α2 + c6.

Ðàññìàòðèâàÿ óêàçàííûå âûøå çíà÷åíèÿ êàê ôóíêöèè îò ïåðåìåí-
íûõ α1, α2, β1, β2, ìåíÿþùèõñÿ â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åíèé (2.6), (2.7) è
îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, èìååì:
∂

∂α1

a2,0(i0, 1)=c
ik−2

1 α1+c
ik−2

2 α2+c3+c
ik−2

4 ,
∂

∂α2

a2,0(i0, 1)=c
ik−2

2 α1+c
ik−2

5 ,

∂

∂α1

a2,0(i0, 2)=c
ik−2

1 α2+c
ik−2

4 ,
∂

∂α2

a2,0(i0, 2)=c
ik−2

1 α1+c
ik−2

2 α2+c3+c
ik−2

5 .

Ïîäñòàíîâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ è â (4.5)�(4.10) çíà÷åíèÿ

α1 = 1, α2 = 0, β1 = 0, β2 = 1, (4.15)

îòâå÷àþùèõ ÷èñòûì ñòðàòåãèÿì íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî è âòîðî-
ãî èãðîêîâ, ïîëó÷àåì:
∂

∂α1

a2,0(1, 1)=a22−a21 =(a12−a22)+(a21−a22),
∂

∂α2

a2,0(1, 1)=a12−a22,
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∂

∂α1

a2,0(1, 2) = 0,
∂

∂α2

a2,0(1, 2) = a11 − 2a21 + a22,

∂

∂α1

a2,0(2, 1) = a12 − a21,
∂

∂α2

a2,0(2, 1) = 0,

∂

∂α1

a2,0(2, 2) = a11 − a21,
∂

∂α2

a2,0(2, 2) = a12 − a11.

Îáúåäèíÿÿ ñ (4.11)�(4.14), ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ïàðû (i0, j0)

÷èñòûõ ñòðàòåãèé äëÿ óäâîåííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îæèäàåìîãî
ñðåäíåãî âûèãðûøà (4.1) êàê ôóíêöèè îò α1, α2, β1, β2, âû÷èñëåí-
íûõ â òî÷êå (4.15), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ (îáîçíà÷åíèÿ
àðãóìåíòîâ äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì):

2
∂

∂α1

a2[S](1, 1) = a12 − a21, 2
∂

∂α2

a2[S](1, 1) = a12 − a22 < 0, (4.16)

2
∂

∂α1

a2[S](1, 2) = 0, 2
∂

∂α2

a2[S](1, 2) = (a11−a21)+(a12−a21), (4.17)

2
∂

∂α1

a2[S](2, 1) = (a12−a21)+(a12−a22), 2
∂

∂α2

a2[S](2, 1) = 0, (4.18)

2
∂

∂α1

a2[S](2, 2) = a11 − a21 > 0, 2
∂

∂α2

a2[S](2, 2) = a12 − a21. (4.19)

Ïóñòü (i0, j0) = (1, 1). Ïîñêîëüêó â òî÷êå (4.15) èìååò ìåñòî (4.16),
òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (4.15) îæèäàåìûé ñðåäíèé âûèãðûø a2[S](1, 1)

(à) âîçðàñòàåò ïî α1 ïðè a12 > a21, (á) óáûâàåò ïî α1 ïðè a12 < a21, (â)
óáûâàåò ïî α2. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε îæèäàåìûé ñðåäíèé
âûèãðûø a2[S](1, 1) êàê ôóíêöèÿ îò (α1, α2), íåçàâèñèìî îò âûáîðà
ïàðû (β1, β2), óäîâëåòâîðÿþùåé (2.7), äîñòèãàåò â ïðåäåëàõ îãðàíè-
÷åíèé (2.6) ìàêñèìóìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå (α∗1, α

∗
2) = (1, 0) ïðè

a12 > a21 è â åäèíñòâåííîé òî÷êå (α∗1, α
∗
2) = (1 − ε, 0) ïðè a12 < a21.

Ýòèì çàêîí÷åíî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ
(i0, j0) = (1, 1) (ñì. ïóíêò (i) è ñëó÷àè 1.1 è 1.2 èç òàáë. 1).

Ïóñòü (i0, j0) = (1, 2). Ïîñêîëüêó â òî÷êå (4.15) èìååò ìåñòî (4.17),
òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (4.15) îæèäàåìûé ñðåäíèé âûèãðûø a2[S](1, 2)

(à) âîçðàñòàåò ïî α2 ïðè a12 > a21 è ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè
a12 < a21 è 2a21 < a11 + a12, (á) óáûâàåò ïî α2 ïðè îäíîâðåìåííîì
âûïîëíåíèè a12 < a21 è 2a21 > a11 + a12.

Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü a2[S](1, 2) îò α1 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.6),
(2.7) (â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.17) â òî÷êå (4.15) ∂a2[S](1, 2)/∂α1 = 0).
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Ñîãëàñíî (4.4) (4.7), (4.9), (2.1) è (2.7) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1, α2, β1, β2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.6), (2.7), èìååì

2
∂a2[S](1, 2)

∂α1

= [r1(β1 − β2)α2 + (r1β2 − r2)]β1, (4.20)

ãäå
r1 = a11 − a12 − a21 + a22 > 0, r2 = a22 − a12 > 0,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ a2[S](1, 2), î÷åâèäíî, ëèíåéíà ïî α1. Â ñèëó (2.1)
è (2.7) r2/r1 < 1. Ïóñòü ε < ε∗, ãäå ε∗ > 0 òàêîâî, ÷òî

r2

r1

< 1− ε∗, r1ε∗ < (1− ε∗)r1 − r2.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.6), (2.7),
âûïîëíÿåòñÿ

r1(β1 − β2)α2 + (r1β2 − r2) > −r1ε + (1− ε)r1 − r2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.20), â îáëàñòè (2.6), (2.7) ôóíêöèÿ
a2[S](1, 2) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî α1 ïðè β1 > 0 è ïîñòîÿííà ïî α1 ïðè
β1 = 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà ìîíîòîí-
íîñòè ôóíêöèè a2[S](1, 2) ïî ïåðåìåííûì α1 è α2, çàêëþ÷àåì, ÷òî,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïàðû (β1, β2), óäîâëå-
òâîðÿþùåé (2.7), a2[S](1, 2) äîñòèãàåò, â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åíèé (2.6),
ìàêñèìóìà â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ: (à) â ñëó÷àå β1 > 0 � â åäèíñòâåí-
íîé òî÷êå (α∗1, α

∗
2) = (1, ε) ïðè a12 > a21 è ïðè îäíîâðåìåííîì âû-

ïîëíåíèè íåðàâåíñòâ a12 < a21 è 2a21 < a11 + a12 è â åäèíñòâåííîé
òî÷êå (α∗1, α

∗
2) = (1, 0) ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

a12 < a21 è 2a21 > a11 + a12; (á) â ñëó÷àå β1 = 0 � âî âñåõ òî÷êàõ âèäà
(α∗1, α

∗
2) = (α∗1, ε), ãäå α∗1 ∈ [1 − ε, 1], ïðè a12 > a21 è ïðè îäíîâðåìåí-

íîì âûïîëíåíèè a12 < a21 è 2a21 < a11 + a12 è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà
(α∗1, α

∗
2) = (α∗1, 0), ãäå α∗1 ∈ [1 − ε, 1], ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè

íåðàâåíñòâ a12 < a21 è 2a21 > a11 +a12. Ýòèì çàêîí÷åíî ðàññìîòðåíèå
ñëó÷àåâ 1.5, 1.6 è 1.7 èç òàáë. 1.

Ïóñòü (i0, j0) = (2, 1). Ïîñêîëüêó â òî÷êå (4.15) èìååò ìåñòî (4.18),
òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (4.15) îæèäàåìûé ñðåäíèé âûèãðûø a2[S](2, 1)

(à) óáûâàåò ïî α1 ïðè a12 < a21 è ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè
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a12 > a21 è 2a12 < a22 + a21, (á) âîçðàñòàåò ïî α1 ïðè îäíîâðåìåííîì
âûïîëíåíèè a12 > a21 è 2a12 > a22 + a21.

Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü a2[S](2, 1) îò α2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.6),
(2.7) (â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.18) â òî÷êå (4.15) ∂a2[S](2, 1)/∂α2 = 0). Ñî-
ãëàñíî (4.4) (4.7), (4.10), (2.1) è (2.7) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1, α2, β1, β2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.6), (2.7), èìååì

2
∂a2[S](2, 1)

∂α2

= [r1(β1 − β2)α1 + (r1β2 − r2)](1− β2), (4.21)

ãäå
r1 = a11 − a12 − a21 + a22 > 0, r2 = a22 − a12 > 0,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ a2[S](2, 1), î÷åâèäíî, ëèíåéíà ïî α2. Â ñèëó (2.1)
è (2.7) r2/r1 > 0. Ïóñòü ε < ε∗, ãäå ε∗ > 0 òàêîâî, ÷òî

r2

r1

> ε∗, 3r1ε∗ < r1 + r2.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1, α2, β1, β2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.6), (2.7),
âûïîëíÿåòñÿ

r1(β1 − β2)α1 + (r1β2 − r2) < 3r1ε− r1 − r2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.21), â îáëàñòè (2.6), (2.7) ôóíêöèÿ
a2[S](2, 1) ñòðîãî óáûâàåò ïî α2 ïðè β2 < 1 è ïîñòîÿííà ïî α2 ïðè
β2 = 1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà ìîíîòîí-
íîñòè ôóíêöèè a2[S](2, 1) ïî ïåðåìåííûì α1 è α2, çàêëþ÷àåì, ÷òî,
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïàðû (β1, β2), óäîâëå-
òâîðÿþùåé (2.7), a2[S](2, 1) äîñòèãàåò, â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åíèé (2.6),
ìàêñèìóìà â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ: (à) â ñëó÷àå β2 < 1 � â åäèíñòâåííîé
òî÷êå (α∗1, α

∗
2) = (1−ε, 0) ïðè a12 < a21 è ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíå-

íèè a12 > a21 è 2a12 < a22+a21 è â åäèíñòâåííîé òî÷êå (α∗1, α
∗
2) = (1, 0)

ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè a12 > a21 è 2a12 > a22 +a21, (á) â ñëó-
÷àå β2 = 1 � âî âñåõ òî÷êàõ âèäà (α∗1, α

∗
2) = (1− ε, α∗2), ãäå α∗2 ∈ [0, ε],

ïðè a12 < a21 è ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè a12 > a21 è 2a12 <

a22 + a21 è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà (α∗1, α
∗
2) = (1, α∗2), ãäå α∗2 ∈ [0, ε], ïðè

îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ a12 > a21 è 2a12 > a22 + a21.
Ýòèì çàêîí÷åíî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ 1.8, 1.9 è 1.10 èç òàáë. 1.
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Ïóñòü (i0, j0) = (2, 2). Ïîñêîëüêó â òî÷êå (4.15) èìååò ìåñòî (4.19),
òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (4.15) îæèäàåìûé ñðåäíèé âûèãðûø a2[S](2, 2)

(à) âîçðàñòàåò ïî α1, (á) óáûâàåò ïî α2 ïðè a12 > a21, (â) âîçðàñòàåò
ïî α2 ïðè a12 < a21. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε îæèäàåìûé
ñðåäíèé âûèãðûø a2[S](2, 2) êàê ôóíêöèÿ îò (α1, α2), íåçàâèñèìî îò
âûáîðà ïàðû (β1, β2), óäîâëåòâîðÿþùåé (2.7), äîñòèãàåò â ïðåäåëàõ
îãðàíè÷åíèé (2.6) ìàêñèìóìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå (α∗1, α

∗
2) = (1, 0)

ïðè a12 > a21 è â åäèíñòâåííîé òî÷êå (α∗1, α
∗
2) = (1, ε) ïðè a12 < a21.

Ýòèì çàêîí÷åíî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ 1.3 è 1.4 èç òàáë. 1.
Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.
Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå èãðû. Èìåÿ èñõîäíûå ìàòðèöû âûèã-

ðûøåé

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
,

ââåäåì íîâûå ìàòðèöû Ā è B̄, ïîìåíÿâ èãðîêîâ ìåñòàìè è ïåðåíóìå-
ðîâàâ ýëåìåíòû ìàòðèö ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i, j) → (̄i, j̄) : (2, 1) → (1, 1), (1, 1) → (1, 2),

(2, 2) → (2, 1), (1, 2) → (2, 2). (4.22)

Ïîëó÷àåì

Ā=

(
ā11 ā12

ā21 ā22

)
=

(
b21 b11

b22 b12

)
, B̄=

(
b̄11 b̄12

b̄21 b̄22

)
=

(
a21 a11

a22 a12

)
. (4.23)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ìåæäó ýëåìåíòàìè èñõîäíûõ ìàòðèö
A è B, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ýëåìåíòàìè
ìàòðèö Ā è B̄:

b̄12 > b̄11, b̄21 > b̄22, ā11 > ā21, ā22 > ā12.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä (2.1). Ðàññìîòðèì ïîâòîðÿþùóþñÿ èãðó
ε-íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ñ çàìåíîé ìàòðèö âûèãðûøåé A è B íà Ā è B̄,
ñîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (ᾱ1, ᾱ2) = (β2, β1) è (β̄1, β̄2) = (α2, α1)

ôóíêöèè ε-íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ â íîâîé
èãðå. Ïî äîêàçàííîé âûøå ëåììå 3.1 ñóùåñòâóåò ε̄1 ∈ (0, 1/2) òàêîå,
÷òî ïðè ε ≤ ε̄1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (ᾱ∗1, ᾱ
∗
2) ε-íàèëó÷øåãî îòâå-

òà ïåðâîãî èãðîêà òàêàÿ, ÷òî
(i) äëÿ âñÿêèõ (ᾱ1, ᾱ2) ∈ Ū(ε) \ {(ᾱ∗1, ᾱ∗2)} è (β̄1, β̄2) ∈ V̄i0,j0(ε) âû-

ïîëíÿåòñÿ

ā2[((ᾱ
∗
1, ᾱ

∗
2), (β̄1, β̄2))] > ā2[((ᾱ1, ᾱ2), (β̄1, β̄2))], (4.24)

(ii) â ñëó÷àå (̄i0, j̄0) = (1, 2) ïðè âñÿêîì (β̄1, β̄2) ∈ V̄ (ε) \ V̄ī0,j̄0(ε)

äëÿ ëþáîãî (ᾱ1, ᾱ2) ∈ Ū(ε) òàêîãî, ÷òî ᾱ2 6= ᾱ∗2, âûïîëíÿåòñÿ (4.24),
à äëÿ ëþáîãî (ᾱ1, ᾱ2) ∈ Ū(ε) òàêîãî, ÷òî ᾱ2 = ᾱ∗2, âûïîëíÿåòñÿ

ā2[((ᾱ
∗
1, ᾱ

∗
2), (β̄1, β̄2))] = ā2[((ᾱ1, ᾱ2), (β̄1, β̄2))], (4.25)

(iii) â ñëó÷àå (̄i0, j̄0) = (2, 1) ïðè âñÿêîì (β̄1, β̄2) ∈ V̄ (ε) \ V̄ī0,j̄0(ε)

äëÿ ëþáîãî (ᾱ1, ᾱ2) ∈ Ū(ε) òàêîãî, ÷òî ᾱ1 6= ᾱ∗1, âûïîëíÿåòñÿ (4.24), à
äëÿ ëþáîãî (ᾱ1, ᾱ2) ∈ Ū(ε) òàêîãî, ÷òî ᾱ1 = ᾱ∗1, âûïîëíÿåòñÿ (4.25).

2) Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ᾱ∗1 è ᾱ∗2 çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáë. 3.

Òàáëèöà 3.
(̄i0, j̄0) óñëîâèå (ᾱ∗1, ᾱ

∗
2)

(1, 1) ā12 > ā21 (1, 0)

(1, 1) ā12 < ā21 (1− ε, 0)

(2, 2) ā12 > ā21 (1, ε)

(2, 2) ā12 < ā21 (1, 0)

(1, 2) ā12 > ā21 (1, ε)

(1, 2) ā12 < ā21, ā21 < (ā11 + ā12)/2 (1, ε)

(1, 2) ā12 < ā21, ā21 > (ā11 + ā12)/2 (1, 0)

(2, 1) ā12 < ā21 (1− ε, 0)

(2, 1) ā12 > ā21, ā12 < (ā22 + ā21)/2 (1− ε, 0)

(2, 1) ā12 > ā21, ā12 > (ā22 + ā21)/2 (1, 0)

Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê ñòàðûì îáîçíà÷åíèÿì è èñïîëüçóÿ (4.22), (4.23),
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáë. 4.
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Òàáëèöà 4.
(i0, j0) óñëîâèå (β∗1 , β

∗
2)

(2, 1) b11 > b22 (0, 1)

(2, 1) b11 < b22 (0, 1− ε)

(1, 2) b11 > b22 (ε, 1)

(1, 2) b11 < b22 (0, 1)

(1, 1) b11 > b22 (ε, 1)

(1, 1) b11 < b22, b22 < (b11 + b21)/2 (ε, 1)

(1, 1) b11 < b22, b22 > (b11 + b21)/2 (0, 1)

(2, 2) b11 < b22 (0, 1− ε)

(2, 2) b11 > b22, b11 < (b12 + b22)/2 (0, 1− ε)

(2, 2) b11 > b22, b11 > (b12 + b22)/2 (0, 1)

Òàáë. 4 ñîâïàäàåò ñ òàáë. 2, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
3.2.
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ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÜ

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ àêàä. À.Â. Êðÿæèìñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ðóêîâîäñòâî â
ïðîöåññå å¼ ðåøåíèÿ.

A 2× 2 ε-BEST RESPONSE STOCHASTIC TWO-STEP
GAME

Anastasia V. Raygorodskaya, Lomonosov Moscow State University,
post-graduate student (asik.vmk@gmail.com).

Abstract : A 2 × 2 ε-best response repeated game, in which each player
in each subsequent round chooses a pure strategy based on the result of
a random test, is analyzed. The random test is generated by the player's
arbitrary mixed strategy prescribing the player to choose his/her best
response to his/her partner's previously chosen pure strategy with a
high probability. The so de�ned decision making patterns (called ε-best
response functions) are interpreted as the players' behavioral strategies.
These strategies de�ne a stochastic game, in which the expected bene�ts
averaged over all the rounds act as the players' bene�ts. The game is
analyzed in the two-step case. A classi�cation of the Nash equilibrium
points is provided, and the equilibrium values are compared with the
average bene�ts gained through the deterministic usage of the players'
best response pure strategies.
Keywords : repeated games, bimatrix games, best response.


