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1. Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñè-

ñòåì îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ îòûñêàíèÿ äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ε-îïòèìàëüíûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â èã-
ðàõ ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âûèãðûøà îêàçàëñÿ ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà ïîíÿòèè êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé (ñì., íàïðèìåð, [6,
ãëàâà V]).

×òî êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èãðîâûå çàäà÷è (äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå) èçó÷åíû, íà
íàø âçãëÿä, ïîêà åùå íåäîñòàòî÷íî. Ñðåäè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ýòîé òåìå óêàæåì, íàïðèìåð, ðàáîòû [2,8,10,21,23,24].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äîñòàòî÷íî õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâîñòü ðàçðå-
øàþùåãî îïåðàòîðà. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ ïîäõî-
äà êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé íà ðàñïðåäåëåííûå óïðàâëÿåìûå
ñèñòåìû, êîòîðûå ïóòåì îáðàùåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íåêîòîðîìó âîëüòåððîâó ôóí-
êöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ â áàíàõîâîì èäåàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (ÁÈÏ). Èñïîëüçóåìîå íàìè ïîíÿòèå âîëüòåððîâîñòè (òî÷-
íîå îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) ðîäñòâåííî ïîíÿòèþ îïåðàòîðà, âîëüòåð-
ðîâà íà ñèñòåìå ìíîæåñòâ [12�14], îáîáùàþùåìó, â ñâîþ î÷åðåäü,
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîíÿòèå âîëüòåððîâîñòè ïî À.Í. Òèõîíîâó.
Óêàçàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàì òàêæå äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñè-
òóàöèè ε-ðàâíîâåñèÿ â èãðîâûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ óïðàâëÿåìûìè
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè áûë êðàòêî àíîíñèðîâàí â [18].

2. Îá îäíîé èãðîâîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà íåêîòîðîãî õèìè÷å-
ñêîãî ïðîèçâîäñòâà íåêîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ êàêîå-òî
íåæåëàòåëüíîå âåùåñòâî V1. Òðåáóåòñÿ òàê îðãàíèçîâàòü ïðîèçâîä-
ñòâî íåéòðàëèçóþùåãî âåùåñòâà V2, ÷òîáû åãî êîëè÷åñòâî (ñêàæåì,
ìàññà) ñîîòâåòñòâîâàëî êîëè÷åñòâó V1. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óêàçàííûå êîëè÷åñòâà äîëæíû áûòü ðàâíûìè. Ïðîöåññ âûðàáîò-
êè âåùåñòâà V2 ìîæåò îïèñûâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
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óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî ìàññîïåðåíîñà äëÿ ðåàêöèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (ñì. [9]):





∂x1

∂t1
+ (a + bt2)

∂x1

∂t2
= −(k1 + k2)x1, t1 ∈ [0, T ],

∂x2

∂t1
+ (a + bt2)

∂x2

∂t2
= k2x1, t2 ∈ [0, L].

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî V2 âûðàáàòûâàåòñÿ â õèìè÷å-
ñêîì ðåàêòîðå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé òðóáêó ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ
äëèíîé L, â õîäå ýêçîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèè âèäà

V0
↗
↘

V3

V2
.

Ñîîòâåòñòâåííî, t1 � âðåìÿ, t2 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ (ðàñ-
ñòîÿíèå îò âõîäà â ðåàêòîð),

ki = k0
i exp

{
− εi

uR

}
, i = 1, 2,

Ei � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, u =

u(t) � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà â ðåàêòîðå, k0
i � êîýôôèöèåíò ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòè, i = 1, 2, x1,2 � êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ V0

è V2, (a + bt2) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçîâîé ñìåñè, a, b � ïîñòîÿííûå,
õàðàêòåðèçóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêòîðà (åñëè b = 0,
òî ðåàêòîð ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ðåàêòîð ïóñò

x1(0, t2) = 0, x2(0, t2) = 0, t2 ∈ [0, L],

à êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ íà âõîäå èçâåñòíû

x1(t1, 0) = α1(t1), x2(t1, 0) = α2(t1), t1 ∈ [0, T ].

Òåìïåðàòóðà u(t) ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿì

u(t) ∈ [u1, u2], ãäå 0 < u1 < u2;

u1 � îáóñëîâëåíî âîçìîæíûì ñîñòîÿíèåì ïîòîêà íà âõîäå â ðåàêòîð,
u2 � âçðûâíûì ïðåäåëîì ãàçîâîé ñìåñè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðîöåññ âûðàáîòêè âåùåñòâà V1 îïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîé
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ñèñòåìîé ñ íåóïðàâëÿåìûì òåìïåðàòóðíûì ïîëåì v(t) è êîíöåíòðà-
öèåé óêàçàííîãî âåùåñòâà y2 = y2[v]. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïîðÿæàÿñü
ëèøü óïðàâëåíèåì u(t), íàì òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

J [u, v] =

T∫

0

(
x2[u](t1, L)− y2[v](t1, L)

)2

dt1.

Àáñòðàãèðóÿñü îò èñõîäíîé ïîñòàíîâêè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþòñÿ
äâà èãðîêà, êàæäûé èç êîòîðûõ óïðàâëÿåò íåêîòîðîé ñìåøàííîé çà-
äà÷åé äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî-
îòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèé u è v. Çàäà÷åé ïåðâîãî èãðîêà
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû J [u, v]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ðàçðûâ-
íûõ ïðàâûõ ÷àñòåé (â ÷àñòíîñòè, ðàçðûâíûõ óïðàâëåíèé), ïðèõîäèò-
ñÿ ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ íà âûõî-
äå ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñêà÷êîîáðàçíî. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îöåíè-
âàòü íåêîòîðûé ñðåäíåâçâåøåííûé ïîêàçàòåëü è â êà÷åñòâå ôóíêöè-
îíàëà êà÷åñòâà âûáèðàòü ñîîòâåòñòâåííî

Jε[u, v] =
1

ε

T∫

0

dt1

L∫

L−ε

(
x2[u](t)− y2[v](t)

)2

dt2,

ãäå ε > 0 � íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî. Â ðàçäåëå 7 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâåäåíà
ê óïðàâëÿåìîìó ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âèäà (3.1)
(ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå. Â ðàçäåëå 6 îïèñûâàåòñÿ òàê-
æå ñâåäåíèå ê ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå ðàñïðåäåëåííîé èã-
ðîâîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ óïðàâëÿåìûìè ñèñòåìàìè Ãóðñà-Äàðáó.
Äðóãèå ïðèìåðû ñâåäåíèÿ óïðàâëÿåìûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ê
óðàâíåíèþ (3.1) ìîæíî íàéòè â [17,19,20].

3. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðû è ñòðàòå-
ãèé èãðîêîâ

Ïóñòü n,m, `, s ∈ N � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, Π ⊂ Rn � èçìåðè-
ìîå1 îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, X ,Z,U � áàíàõîâû èäåàëüíûå ïðî-

1Èçìåðèìîñòü çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
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ñòðàíñòâà2 (ÁÈÏ) èçìåðèìûõ íà Π ôóíêöèé, D =
{

u(.) ∈ U s u(t) ≤
u(t) ≤ û(t) ï.â. íà Π

}
� âûïóêëîå ìíîæåñòâî3; u, û ∈ U s � ôèêñè-

ðîâàííûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî u ≤ û. Ðàññìîòðèì äâà óïðàâëÿåìûõ
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿ âèäà

x(t) = θ(t) + A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, x(.) ∈ X ` , (3.1)

y(t) = ω(t) + B
[
g
(
., y(.), v(.)

)]
(t), t ∈ Π, y(.) ∈ X ` , (3.2)

ãäå u(.), v(.) ∈ D � óïðàâëåíèÿ, θ(.), ω(.) ∈ X `, f, g : Π × R` × Rs →
Rm � çàäàííûå ôóíêöèè; A,B : Zm → X ` � çàäàííûå ëèíåéíûå
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû (ËÎÎ).

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f è g ìû ïðåäïîëàãàåì çäåñü, ÷òî îíè
óäîâëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì íèæå óñëîâèÿì F) (ôîðìóëèðóþòñÿ
äëÿ ôóíêöèè f ; äëÿ g � òî æå ñàìîå):
F1) Ôóíêöèÿ f(t, y, u) èçìåðèìà ïî t ∈ Π è íåïðåðûâíà ïî {y; u} ∈

R` × Rs.

F2) f
(
., x(.), u(.)

)
∈ Zm äëÿ âñåõ x ∈ X `, u ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü Σ = Σ(Π) � σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëå-
áåãó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Π, PH � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ4 íà
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χH ìíîæåñòâà H ∈ Σ. Òîãäà ñèñòå-
ìó B(A) =

{
H ∈ Σ : PHAPH = PHA

}
áóäåì, ñëåäóÿ [15], íàçûâàòü

ñèñòåìîé âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ îïåðàòîðà A.
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà B(A) çàâåäîìî íå ïóñòà, òàê êàê âñåãäà

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Π è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅. Â ñëó÷àå, êîãäà óêà-
çàííàÿ ñèñòåìà íåòðèâèàëüíà, òî åñòü ñîñòîèò íå òîëüêî èç ýòèõ äâóõ
ìíîæåñòâ, åñòåñòâåííî íàçûâàòü îïåðàòîð A âîëüòåððîâûì. Ïðè ýòîì
äëÿ âñÿêîãî H ∈ B(A) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü H-ëîêàëüíûé àíàëîã
óðàâíåíèÿ (3.1), ïîäåéñòâîâàâ íà íåãî îïåðàòîðîì PH , è ðåøåíèå

2Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E èçìåðèìûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áà-
íàõîâûì èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè {y ∈ E, x � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, |x| ≤
|y|} =⇒ {x ∈ E, ‖x‖E ≤ ‖y‖E}.

3Çäåñü è äàëåå âñå âåêòîðíûå íåðàâåíñòâà ïîíèìàåì ïîêîìïîíåíòíî.
4Ìû îáîçíà÷àåì åãî îäèíàêîâî íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêèõ êîíêðåòíî ÁÈÏ

îí äåéñòâóåò.
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ýòîãî ëîêàëüíîãî àíàëîãà èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå PHX `. Óêàçàííîå
ðåøåíèå áóäåì ïîíèìàòü êàê H-ëîêàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1).
Ïðè ýòîì Π-ëîêàëüíîå ðåøåíèå åñòåñòâåííî íàçâàòü ãëîáàëüíûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (3.1) èìååò
ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x = xu ∈ X `, òî äëÿ âñÿêîãî H ∈ B(A) îíî èìååò
H-ëîêàëüíîå ðåøåíèå PHxu.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîäñèñòåìó ñèñòåìû âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ
îïåðàòîðà A

T =
{
∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π

}
⊂ B(A)

áóäåì, ñëåäóÿ [13], íàçûâàòü âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé ýòîãî îïåðàòî-
ðà. ×èñëî δ = max

i=1,k
mes(Hi \Hi−1) íàçîâåì ìåëêîñòüþ âîëüòåððîâîé

öåïî÷êè T .
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà B0 ≡ B(A)∩B(B) íåòðèâèàëüíà,

è áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî áîãàòà (â óêàçàííîì íèæå ñìûñëå).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óêàçàííûå âûøå îïåðàòîðû A è B óäî-

âëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì íèæå óñëîâèÿì A) (ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ
îïåðàòîðà A; äëÿ B � òî æå ñàìîå).

A) ËÎÎ A : Zm → X ` èìååò âîëüòåððîâó öåïî÷êó ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ìåëêîñòè, ñîñòàâëåííóþ èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû B0.

Èãðîê 1 óïðàâëÿåò óðàâíåíèåì (3.1), ðàñïîðÿæàÿñü âûáîðîì óï-
ðàâëåíèÿ u ∈ D. Èãðîê 2 óïðàâëÿåò óðàâíåíèåì (3.2), ðàñïîðÿæàÿñü
óïðàâëåíèåì v ∈ D.

Çàìå÷àíèå 3.1. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé
ìû ïðåäïîëàãàåì îäèíàêîâûìè äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Îòìåòèì ñðàçó,
÷òî ýòî òðåáîâàíèå ñîâåðøåííî íåñóùåñòâåííî è ïðèíÿòî íàìè èñ-
êëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è îáîçíà÷åíèé. Ðîâíî èç
òåõ æå ñîîáðàæåíèé è ñ òåìè æå îãîâîðêàìè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (3.1) è (3.2) èùóòñÿ â îäíîì è òîì æå ôóíêöèîíàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X `, òàê æå, êàê è îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â
îäèíàêîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èç-
ìåíåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû.
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Öåëüþ èãðû ÿâëÿåòñÿ: äëÿ ïåðâîãî èãðîêà � ìàêñèìèçàöèÿ, à äëÿ
âòîðîãî � ìèíèìèçàöèÿ âûèãðûøà, çàäàííîãî â âèäå ôóíêöèîíàëà

J [u, v] = F
[
F (., xu, yv, u, v)

]
,

ãäå F : Ẑm̂ → R � íåêîòîðûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,
Ẑ � ÁÈÏ; ôóíêöèÿ F (t, x, y, u, v) óäîâëåòâîðÿåò ïî t, {x, y} è {u, v}
òàêèì æå óñëîâèÿì, êàê ôóíêöèÿ f(t, x, u) ïî t, x è u, ñ çàìåíîé
m íà m̂, Z íà Ẑ; xu ∈ X ` � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), îòâå÷àþùåå
óïðàâëåíèþ u ∈ D. yv ∈ X ` � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2), îòâå÷àþùåå
óïðàâëåíèþ v ∈ D.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èãðà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êîððåêòíî, äàëåå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àïðèîðíûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ (ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1); äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2)
âñå àíàëîãè÷íî).

H1) Ëþáîìó óïðàâëåíèþ u ∈ D îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =

xu ∈ X ` óðàâíåíèÿ (3.1). Áîëåå òîãî, ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò
îöåíêå

x ≤ xu ≤ x̂,

ãäå x, x̂ ∈ X ` � ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò
óïðàâëåíèÿ u ∈ D.

H2) Äëÿ âñÿêîãî u ∈ D è H ∈ B0 óðàâíåíèå (3.1) íå ìîæåò èìåòü
áîëåå îäíîãî H-ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé
H), ìîæíî íàéòè â [17, 20], ñì. òàêæå [7].

Îòìåòèì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé H) ñëåäóåò âûïîë-
íåíèå àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé è äëÿ âñåõ ëîêàëüíûõ àíàëîãîâ
óðàâíåíèé (3.1) è (3.2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðà ïðîâîäèòñÿ ñ äèñêðèìèíàöèåé âòîðîãî
èãðîêà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íà êàæäîì øàãå (î ïîíÿòèè øàãà â
ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå ñì. íèæå) èãðîêó 1 èçâåñòåí êàê
ñâîé âûáîð, òàê è âûáîð ïðîòèâíèêà íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ è íà
äàííîì øàãå, à èãðîêó 2 � ñâîé âûáîð íà äàííîì øàãå, à òàêæå ñâîé
âûáîð è âûáîð ïðîòèâíèêà íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Óðàâíåíèÿ
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(3.1) è (3.2) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè îáîèì ïðîòèâíèêàì (èãðà ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé).

Äàëåå ìû ââåäåì ïîíÿòèå øàãà â èãðå, à òàêæå îïðåäåëèì êóñî÷-
íî-ïðîãðàììíûå ñòðàòåãèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîé èãðå.

Âñÿêóþ âîëüòåððîâó öåïî÷êó T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 áóäåì íàçû-
âàòü âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé â äàííîé èãðå. Ïðè ýòîì ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ T (−) =

{
hi = Hi \Hi−1 : i = 1, k

}
áóäåì íàçûâàòü âîëüòåððî-

âûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Π â äàííîé èãðå. Êðîìå òîãî, ìåëêîñòü
δ = max

i=1,k
mes(hi) âîëüòåððîâîé öåïî÷êè T áóäåì íàçûâàòü òàêæå ìåë-

êîñòüþ âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ T (−).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Π

T (−) =
{

hi = Hi\Hi−1 : i = 1, k
}
, ñîñòîÿùåãî èç k ýëåìåíòîâ, â íàøåé

èãðå óðàâíåíèå (3.1) (äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2) âñå àíàëîãè÷íî) ðàñïàäà-
åòñÿ â ñèñòåìó k óðàâíåíèé âèäà

xi = θi[x1, . . . , xi−1] + PiAPi

[
f(., xi, ui)

]
, xi ∈ PiX `, i = 1, k, (3.3)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ

Pi = Phi
, θi = Piθ +

i−1∑
j=1

PiAPj

[
f(., xj, uj)

]
, ui = Piu ∈ PiD, i = 1, k.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìó (3.3) ìîæíî ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî îò ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ê k-ìó: çíàÿ ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x1, íàõîäèì
ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ x2; çíàÿ ðåøåíèÿ x1, x2 ïåðâûõ äâóõ óðàâ-
íåíèé, íàõîäèì ðåøåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ x3 è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííî
ýòîìó, i-ì øàãîì â íàøåé èãðå Γ ïðè çàäàííîì âîëüòåððîâîì ðàçáè-
åíèè T (−) ìíîæåñòâà Π äëÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó
âûáîðà óïðàâëåíèÿ ui ∈ PiD ñ îòûñêàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ðå-
øåíèÿ xi i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3); äëÿ âòîðîãî èãðîêà � àíàëî-
ãè÷íî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé H) ðåøåíèå xi i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(3.3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ;
òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìû ââîäèì ïî ñóòè äåëà àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ
êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèè â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå, ñâÿçàí-
íîé ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, èç [6, ãëà-
âà V].
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Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà â íàøåé èã-
ðå Γ áóäåì íàçûâàòü ïàðó {T ,P}, ãäå T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 �
íåêîòîðàÿ âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå Γ, à P � îòîáðàæåíèå, ñòà-
âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó hi ∈ T (−) è íàáîðàì {uj ∈ PjD :

j = 1, i− 1}, {vj ∈ PjD : j = 1, i− 1}, à òàêæå (ñ ó÷åòîì äèñêðè-
ìèíàöèè âòîðîãî èãðîêà) ýëåìåíòó vi ∈ PiD óïðàâëåíèå ui ∈ PiD.
Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé âòîðîãî èãðîêà â íàøåé èãðå Γ áó-
äåì íàçûâàòü ïàðó {T ,P}, ãäå T = {H0, . . . , Hk} ⊂ B0 � íåêîòîðàÿ
âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå Γ, à P � îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñî-
îòâåòñòâèå êàæäîìó hi ∈ T (−) è íàáîðàì {uj ∈ PjD : j = 1, i− 1},
{vj ∈ PjD : j = 1, i− 1} óïðàâëåíèå vi ∈ PiD.

Ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðî-
êà îáîçíà÷èì Σ(1), âòîðîãî � Σ(2). Óïðàâëåíèÿ u =

k∑
i=1

ui ∈ D, v =

k∑
i=1

vi ∈ D, ðåàëèçîâàâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà ïàðû ñòðàòåãèé

σ = {σ(1), σ(2)} ∈ Σ(1) × Σ(2), áóäåì îáîçíà÷àòü uσ, vσ, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.1) è (3.2) (òðàåêòîðèè èãðîêîâ),
ïîñòðîåííûå îïèñàííûì âûøå äâèæåíèåì ïî öåïî÷êàì, � xσ, yσ. Òî-
ãäà âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

K[σ] = J [uσ, vσ] = F
[
F (., xσ, yσ, uσ, vσ)

]
.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïàðà (÷è-
ñòûõ) ñòðàòåãèé σε = {σ(1)

ε , σ
(2)
ε } ∈ Σ(1)×Σ(2) íàçûâàåòñÿ ε-îïòèìàëü-

íîé â èãðå Γ, åñëè äëÿ âñåõ σ = {σ(1), σ(2)} ∈ Σ(1) ×Σ(2) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

K
[
σ(1), σ(2)

ε

]
− ε ≤ K

[
σ(1)

ε , σ(2)
ε

]
≤ K

[
σ(1)

ε , σ(2)
]

+ ε.

Åñëè òàêàÿ ïàðà σε ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî èãðà èìååò ñèòóàöèþ
ε-ðàâíîâåñèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, ðàññìîòðåíèå èãðû Γ â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ââå-
äåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé è äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ ïîñòðîåíèé5.

5Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îá èäåå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íà îñíîâå [6, �V.3], ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà, ñâÿçàííàÿ ñ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
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Ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà âîëü-
òåððîâà öåïî÷êà T â èãðå Γ îäèíàêîâà äëÿ îáîèõ èãðîêîâ è ôèêñèðî-
âàíà. Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ïîäûãðó èãðû Γ áóäåì îáîçíà÷àòü
ΓT , à ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé â íåé � Σ

(i)
T , i = 1, 2.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé âîëüòåððîâîé öåïî÷êè T
è ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 èãðà ΓT èìååò ñèòóàöèþ ε-ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå èãðû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

K = inf
v1∈P1D

sup
u1∈P1D

inf
v2∈P2D

sup
u2∈P2D

. . .

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑
j=1

F
[
PjF

(
., xj[u1, . . . , uj], yj[v1, . . . , vj], uj, vj

)]
.

4. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4.1. Ïóñòü S(Π) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ï.â. êîíå÷íûõ
ôóíêöèé íà Π, l ∈ N, a(.), b(.) ∈ Sl(Π) � èçìåðèìûå íà Π l-âåêòîð-
ôóíêöèè, a(t) ≤ b(t) äëÿ ï.â. t ∈ Π, à ôóíêöèÿ Φ(t, y) : Π × Rl → R
èçìåðèìà ïî t ∈ Π è íåïðåðûâíà ïî y ∈ Rl. Òîãäà ôóíêöèÿ

ϕ(t) ≡ max
y∈[a(t);b(t)]

Φ(t, y)

èçìåðèìà íà Π, è ∃ θ(.) ∈ M [a; b] ≡
{

y ∈ Sl(Π) : y(t) ∈ [a(t); b(t)]
}

òàêàÿ, ÷òî
Φ(t, θ(t)) = ϕ(t) äëÿ ï.â. t ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1 ñëåäóåò, íàïðèìåð, íåïîñðåäñòâåííî èç
[4, ïðåäëîæåíèå Ä1.2, ñ.326, è òåîðåìà Ä1.4, ñ.327].

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1
Ïóñòü T = {H0, H1, . . . , Hk} � âîëüòåððîâà öåïî÷êà â èãðå ΓT . Äëÿ

m = 1, k îáîçíà÷èì ΓT {u1, . . . , uk−m, v1, . . . , vk−m} èãðó, îòëè÷àþùó-
þñÿ îò èãðû ΓT òåì, ÷òî âûáîð óïðàâëåíèé6 ui ∈ PiD, vi ∈ PiD,
i = 1, k −m, íà øàãàõ îò 1-ãî äî (k−m)-ãî ôèêñèðîâàí. Òàêóþ èãðó

6Ìû ïðîäîëæàåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Pi = Phi .
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áóäåì íàçûâàòü èãðîé ΓT óðîâíÿ m. Î÷åâèäíî, ÷òî èãðà ΓT óðîâíÿ
m = k è èãðà ΓT � ýòî îäíî è òî æå. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåäåì äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 èíäóêöèåé ïî óðîâíþ m. Îáîçíà÷èì äëÿ
êðàòêîñòè ~uj = {u1, . . . , uj}, ~vj = {v1, . . . , vj}, j = 1, k −m. Ìíî-
æåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ â èãðå ΓT {~uk−m, ~vk−m} áóäåì îáîçíà÷àòü
Σ

(i)
T {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2. Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø â èãðå óðîâíÿ m

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Km(σ) =
k−m∑
j=1

F
[
PjF

(
., xj[~uj], yj[~vj], uj, vj

)]
+

+
k∑

j=k−m+1

F
[
PjF

(
., xj[~uk−m; σ], yj[~vk−m; σ], uj[σ], vj[σ]

)]
≡

≡
k−m∑
j=1

gj[~uj, ~vj] +
k∑

j=k−m+1

gj[~uk−m, ~vk−m](σ) ≡ K ′
m + K ′′

m(σ), (5.1)

σ = (σ(1), σ(2)), σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2,

ãäå xj[~uj], j = 1, k −m, � ðåøåíèå j-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) � çà-
âèñèò ëèøü îò ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü îò âûáîðà óïðàâëåíèé,
íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ è âûáîðà óïðàâëåíèÿ íà äàííîì øàãå (íî âñå
îíè ôèêñèðîâàíû); xj[~uk−m; σ], j = k −m + 1, k, � ðåøåíèå j-ãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (3.3) � çàâèñèò îò âûáîðà óïðàâëåíèé íà øàãàõ îò 1-ãî
äî (k −m)-ãî (îíè ôèêñèðîâàíû), à òàêæå îò óïðàâëåíèé íà ïîñëå-
äóþùèõ øàãàõ âïëîòü äî j-ãî, ðåàëèçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå âûáîðà
èãðîêàìè ñòðàòåãèé σ(1) è σ(2); ñàìè ýòè óïðàâëåíèÿ uj[σ] çàâèñÿò, â
ñâîþ î÷åðåäü, ëèøü îò âûáîðà ñòðàòåãèé σ(1) è σ(2). Äëÿ âòîðîãî èã-
ðîêà � àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.1) â ïëàíå âûáîðà ñòðàòåãèé
èãðîêàìè èãðà ΓT {~uk−m, ~vk−m} ýêâèâàëåíòíà àíàëîãè÷íîé èãðå ñ âû-
èãðûøåì K ′′

m(σ). Íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà êàæäîì óðîâíå
èìåííî òàêóþ èãðó, � îáîçíà÷èì åå Γ′′T {~uk−m, ~vk−m}, � ïîñêîëüêó äëÿ
m = k-ãî óðîâíÿ Γ′′T {~u0, ~v0} = ΓT , òàê êàê K ′

k = 0.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî ε > 0.
1) Ïóñòü m = 1. Â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå Γ′′T {~uk−1, ~vk−1} âûèãðûø

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) = gk[~uk−1, ~vk−1](σ

(1), σ(2)).
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Ïðè ýòîì ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà σ(2) � ýòî ïðîñòî ñïîñîá âûáîðà
óïðàâëåíèÿ vk ∈ PkD, à ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà σ(1) � ýòî ñïîñîá
âûáîðà óïðàâëåíèÿ uk ∈ PkD íà îñíîâå çíàíèÿ î âûáîðå vk. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæåì îòîæäåñòâèòü: σ(2) ≡ vk ∈ PkD, σ(1) ≡ uk[.] : PkD →
PkD. Îáîçíà÷èì

K∗
1 [vk] = sup

uk∈PkD
gk[~uk, ~vk].

Ýòà âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé H) è ëåì-
ìû 4.1, à òàêæå ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè F (.) è ôóíê-
öèîíàëà F . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ïî êàæäîìó vk ∈ PkD
íàéäåòñÿ ýëåìåíò u

(ε)
k [vk] ∈ PkD òàêîé, ÷òî (à òàêîé ñïîñîá âûáîðà

ýòîãî ýëåìåíòà � ýòî óæå îäíà èç âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èã-
ðîêà)

gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk] = gk[~uk−1, ~vk−1](u

(ε)
k [vk], vk) ≥ K∗

1 [vk]− ε.

Òàêèì îáðàçîì,

gk[~uk, ~vk]− ε ≤ gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk] äëÿ âñåõ uk, vk ∈ PkD. (5.2)

Äåéñòâèòåëüíî,

gk[~uk, ~vk] ≤ K∗
1 [vk]± gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk] ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk] + ε.

Îáîçíà÷èì
K∗∗

1,ε = inf
vk∈PkD

gk[~uk−1, u
(ε)
k [vk];~vk−1, vk].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà íàéäåòñÿ ýëåìåíò v
(ε)
k ∈ PkD òàêîé,

÷òî
gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, v

(ε)
k ] ≤ K∗∗

1,ε + ε,

è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ vk ∈ PkD
gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, v

(ε)
k ] ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [vk];~vk−1, vk] + ε. (5.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.2) vk = v
(ε)
k , ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ uk ∈ PkD íåðàâåíñòâî

gk[~uk−1, uk;~vk−1, v
(ε)
k ]− ε ≤ gk[~uk−1, u

(ε)
k [v

(ε)
k ];~vk−1, v

(ε)
k ]. (5.4)

Èç ñîîòíîøåíèé (5.3), (5.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà âûáîðà
îòîáðàæåíèÿ uk[.] : PkD → PkD è ýëåìåíòà vk ∈ PkD ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

gk[~uk−1, ~vk−1](uk[v
(ε)
k ], v

(ε)
k )− ε ≤ gk[~uk−1, ~vk−1](u

(ε)
k [v

(ε)
k ], v

(ε)
k ) ≤
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≤ gk[~uk−1, ~vk−1](u
(ε)
k [vk], vk) + ε,

òî åñòü

K ′′
1 (σ(1), σ(2)

ε )− ε ≤ K ′′
1 (σ(1)

ε , σ(2)
ε ) ≤ K ′′

1 (σ(1)
ε , σ(2)) + ε (5.5)

äëÿ âñåõ σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−1, ~vk−1}, i = 1, 2,

ãäå σ
(2)
ε � ýòî ñòðàòåãèÿ, ñîñòîÿùàÿ â âûáîðå ýëåìåíòà v

(ε)
k , à σ

(1)
ε

� ýòî ñòðàòåãèÿ, ñîñòîÿùàÿ â âûáîðå îòîáðàæåíèÿ u
(ε)
k [.]. Ñîîòíî-

øåíèå (5.5) îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàòåãèè σ
(1)
ε , σ

(2)
ε ε-îïòèìàëüíû â èãðå

Γ′′T {~uk−1, ~vk−1).
Ñîãëàñíî [6, òåîðåìà II.2.5, ñ.65] ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå èãðû

lim
ε→+0

K ′′
1 (σ(1)

ε , σ(2)
ε ) = sup

σ(1)∈Σ
(1)
T {~uk−1,~vk−1}

inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−1,~vk−1}

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) =

= inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−1,~vk−1}

sup
σ(1)∈Σ

(1)
T {~uk−1,~vk−1}

K ′′
1 (σ(1), σ(2)) ≡ K

′′
1.

È ïî ïîñòðîåíèþ ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé î÷åâèäíî, ÷òî

K
′′
1 = K

′′
1(~uk−1, ~vk−1) = inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD
gk[~uk−1, uk;~vk−1, vk].

2) Äåéñòâóÿ ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ m ∈ 1, k − 1

ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ íàáîðàõ ~uk−m, ~vk−m óæå äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé σ

(i)
ε {~uk−m, ~vk−m}, i = 1, 2, â èãðå

Γ′′T {~uk−m, ~vk−m}, à òàêæå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

K
′′
m = K

′′
m(~uk−m, ~vk−m) =

= inf
vk−m+1∈Pk−m+1D

sup
uk−m+1∈Pk−m+1D

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑

j=k−m+1

gj[~uj, ~vj]

äëÿ çíà÷åíèÿ èãðû. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå æå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî
è ïðè çàìåíå m íà m+1. Èòàê, ðàññìîòðèì èãðó Γ′′T {~uk−m−1, ~vk−m−1},
ñ÷èòàÿ íàáîðû ~uk−m−1, ~vk−m−1 çàäàííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âûèãðûø â
íåé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)) = gk−m[~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m]+

+K ′′
m[~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m](σ(1)

m , σ(2)
m ),



104 À.Â. ×åðíîâ

ãäå ñòðàòåãèÿ σ(1) ∈ Σ
(1)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1} ñîñòîèò ôàêòè÷åñêè â âû-

áîðå íà íà÷àëüíîì øàãå îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] : Pk−mD → Pk−mD, à
íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ñîâïàäàåò ñ òîé èëè èíîé ñòðàòåãèåé âèäà

σ(1)
m ∈ Σ

(1)
T {~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m}

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ýëåìåíòà vk−m ∈ Pk−mD âòîðûì èãðîêîì è
óêàçàííîãî âûøå îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] ïåðâûì èãðîêîì íà íà÷àëüíîì
øàãå; ñòðàòåãèÿ σ(2) ∈ Σ

(2)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1} ñîñòîèò ôàêòè÷åñêè â âû-

áîðå íà íà÷àëüíîì øàãå ýëåìåíòà vk−m ∈ Pk−mD, à íà ïîñëåäóþùèõ
øàãàõ ñîâïàäàåò ñ òîé èëè èíîé ñòðàòåãèåé âèäà

σ(2)
m ∈ Σ

(2)
T {~uk−m−1, uk−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m}

â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà vk−m ∈ Pk−mD âòîðûì èãðîêîì è îòîáðàæå-
íèÿ uk−m[.] ïåðâûì èãðîêîì íà íà÷àëüíîì øàãå. Ñîãëàñíî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ëþáîãî âûáîðà ýëåìåíòà vk−m è îòîáðàæåíèÿ
uk−m[.], à ñòàëî áûòü, ýëåìåíòà uk−m = uk−m[vk−m] èãðîêàìè íà íà-
÷àëüíîì øàãå, ñóùåñòâóþò ñòðàòåãèè

σ(i)
m,ε{~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m} ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m},

i = 1, 2, òàêèå, ÷òî

K ′′
m

(
σ(1)

m , σ(2)
m,ε

)
− ε ≤ K ′′

m

(
σ(1)

m,ε, σ
(2)
m,ε

)
≤ K ′′

m

(
σ(1)

m,ε, σ
(2)
m

)
+ ε (5.6)

äëÿ ëþáûõ

σ(i)
m ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m}, i = 1, 2.

Îáîçíà÷èì

g
(ε)
k−m[~uk−m, ~vk−m] = gk−m[~uk−m, ~vk−m] + K ′′

m

(
σ(1)

m,ε{. . .}, σ(2)
m,ε{. . .}

)
,

K∗
m+1,ε[vk−m] = sup

uk−m∈Pk−mD
g

(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m, ~vk−m−1, vk−m].

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèéH)
è ëåììû 4.1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ïî êàæäîìó vk−m ∈
Pk−mD íàéäåòñÿ ýëåìåíò u

(ε)
k−m[vk−m] ∈ Pk−mD òàêîé, ÷òî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] ≥ K∗

m+1,ε[vk−m]− ε
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äëÿ âñåõ vk−m ∈ Pk−mD. Òàêèì îáðàçîì,

g
(ε)
k−m[~uk−m;~vk−m]− ε ≤ g

(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] (5.7)

äëÿ âñåõ uk−m, vk−m ∈ Pk−mD. Îáîçíà÷èì

K∗∗
m+1,ε = inf

vk−m∈Pk−mD
g

(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíôèìóìà íàéäåòñÿ ýëåìåíò v
(ε)
k−m ∈ Pk−mD

òàêîé, ÷òî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤ K∗∗

m+1,ε + ε,

è ñîîòâåòñòâåííî,

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] + ε (5.8)

äëÿ âñåõ vk−m ∈ Pk−mD. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.7) vk−m = v
(ε)
k−m, ïîëó÷àåì

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, v

(ε)
k−m]− ε ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] (5.9)

äëÿ âñåõ uk−m ∈ Pk−mD. Èç (5.8) è (5.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñïîñîáà âûáîðà îòîáðàæåíèÿ uk−m[.] è ýëåìåíòà vk−m ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

g
(ε)
k−m[~uk−m−1, uk−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m]− ε ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[v

(ε)
k−m];~vk−m−1, v

(ε)
k−m] ≤

≤ g
(ε)
k−m[~uk−m−1, u

(ε)
k−m[vk−m];~vk−m−1, vk−m] + ε,

èëè îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè ôèêñèðîâàííûå íàáîðû ~uk−m−1, ~vk−m−1,

gk−m[uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m] + K ′′

m

(
σm,ε{uk−m[v

(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}

)
− ε ≤

≤ gk−m[u
(ε)
k−m[v

(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m] + K ′′

m

(
σm,ε{u(ε)

k−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}

)
≤

≤ gk−m[u
(ε)
k−m[vk−m]; vk−m] + K ′′

m

(
σm,ε{u(ε)

k−m[vk−m]; vk−m}
)

+ ε. (5.10)
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Èç ñîîòíîøåíèé (5.6) è (5.10) ïîëó÷àåì

gk−m[uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m]+K ′′

m

(
σ(1)

m {uk−m[v
(ε)
k−m]; v

(ε)
k−m}, σ(2)

m,ε{. . .}
)
−2ε ≤

≤ . . . ïîâòîð òðîéíîãî íåðàâåíñòâà (5.10) . . . ≤
≤ gk−m[u

(ε)
k−m[vk−m]; vk−m] + K ′′

m

(
σ(1)

m,ε{u(ε)
k−m[vk−m]; vk−m}, σ(2)

m {. . .}
)

+ ε.

Ïîëó÷åííàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî íàøëàñü ïàðà ñòðàòå-
ãèé

σ̂(i)
ε ∈ Σ

(i)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1}, i = 1, 2,

òàêàÿ, ÷òî

K ′′
m+1

(
σ(1), σ̂(2)

ε

)
− 2ε ≤ K ′′

m+1

(
σ̂(1)

ε , σ̂(2)
ε

)
≤ K ′′

m+1

(
σ̂(1)

ε , σ(2)
)

+ 2ε

äëÿ âñåõ σ(i) ∈ Σ
(i)
T {~uk−m−1, ~vk−m−1}, i = 1, 2. Òîãäà ñîîòâåòñòâåííî

ïàðà ñòðàòåãèé σ
(i)
ε = σ̂

(i)
ε/2, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ε-îïòèìàëüíûõ

ñòðàòåãèé â èãðå Γ′′T {~uk−m−1, ~vk−m−1}. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî [6, òåîðåìà
II.2.5, ñ.65] ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå èãðû

lim
ε→+0

K ′′
m+1(σ

(1)
ε , σ(2)

ε ) = K
′′
m+1(~uk−m−1, ~vk−m−1),

ãäå

K
′′
m+1 = sup

σ(1)∈Σ
(1)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)) =

= inf
σ(2)∈Σ

(2)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

sup
σ(1)∈Σ

(1)
T {~uk−m−1,~vk−m−1}

K ′′
m+1(σ

(1), σ(2)).

È ïî ïîñòðîåíèþ ε-îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé, à òàêæå ñîãëàñíî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè, î÷åâèäíî, ÷òî

K
′′
m+1 = inf

vk−m∈Pk−mD
sup

uk−m∈Pk−mD

{
gk−m[~uk−m−1, uk−m;~vk−m−1, vk−m]+

+ inf
vk−m+1∈Pk−m+1D

sup
uk−m+1∈Pk−m+1D

. . . inf
vk∈PkD

sup
uk∈PkD

k∑

j=k−m+1

gj[~uj, ~vj]
}

Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå çàâèñèò îò ýëå-
ìåíòîâ uk−m+1, . . . , uk, vk−m+1, . . . , vk, òî î÷åâèäíî, ìîæåì çàïèñàòü

K
′′
m+1 = inf

vk−m∈Pk−mD
sup

uk−m∈Pk−mD
. . . inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD

k∑

j=k−m

gj[~uj, ~vj].
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè îêàçûâàþòñÿ âûïîë-
íåííûìè è ïðè çàìåíå m íà m + 1.

3) Ïî èíäóêöèè äåëàåì âûâîä, ÷òî èãðà ΓT = Γ′′T {~u0, ~v0} èìååò
ñèòóàöèþ ε-ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèå èãðû

K = K
′′
k = inf

v1∈P1D
sup

u1∈P1D
. . . inf

vk∈PkD
sup

uk∈PkD

k∑
j=1

gj[~uj, ~vj].

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

6. Ïðèìåð: èãðîâàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ óïðàâëÿåìûìè ñè-
ñòåìàìè Ãóðñà-Äàðáó

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà, ïîÿñíÿþùåãî ïðîöåäóðó
ñâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, ê àáñòðàêòíîé ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîé èãðå,
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èãðîêè óïðàâëÿþò � êàæäûé ñâîåé � ñèñòå-
ìîé Ãóðñà-Äàðáó, à âûèãðûø çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì.
Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðîê 1 óïðàâëÿåò ñèñòåìîé




X ′′
t1t2

(t) = f
(
t; X(t), X ′

t1
(t), X ′

t2
(t); u(t)

)
, t ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

X(t1, 0) = ϑ1(t1), t1 ∈ [0, T1];

X(0, t2) = ϑ2(t2), t2 ∈ [0, T2];

ϑ1(0) = ϑ2(0),
(6.1)

ðàñïîðÿæàÿñü óïðàâëåíèåì u(.), à èãðîê 2 � ñèñòåìîé




Y ′′
t1t2

(t) = g
(
t; Y (t), Y ′

t1
(t), Y ′

t2
(t); v(t)

)
, t ∈ Π = [0, T1]× [0, T2];

Y (t1, 0) = $1(t1), t1 ∈ [0, T1];

Y (0, t2) = $2(t2), t2 ∈ [0, T2];

$1(0) = $2(0),
(6.2)

ðàñïîðÿæàÿñü óïðàâëåíèåì v(.). Óêàæåì óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà
óðàâíåíèå (6.1), äëÿ óðàâíåíèÿ (6.2) � àíàëîãè÷íî. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ϑ1(.) è ϑ2(.) àáñîëþòíî-íåïðåðûâíû è èìåþò
ïðîèçâîäíûå èç êëàññà Lp, p ∈ [1,∞), à ôóíêöèÿ f(t; x; u) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì F1), F2) ïðè ` = 3, m = 1, X = Lp(Π), Z = Lp(Π),
U = Lr(Π), r ∈ [1,∞].
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿþùåãî âûèãðûø ïåðâîãî èãðî-
êà, ðàññìîòðèì

J [u, v] = F
[
F

(
.; X(.), X ′

t1
(.), X ′

t2
(.); Y (.), Y ′

t1
(.), Y ′

t2
(.); u(.); v(.)

)]
,

ãäå F [z] =
∫
Π

z(t)dt, X = X[u] � ðåøåíèå çàäà÷è (6.1), îòâå÷àþùåå

óïðàâëåíèþ u; Y = Y [v] � ðåøåíèå çàäà÷è (6.2), îòâå÷àþùåå óïðàâ-
ëåíèþ v; F (t; x; y; u; v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, óêàçàííûì â ðàçäåëå
3 ïðè Ẑ = L1(Π), m̂ = 1.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6.1) (äëÿ çàäà÷è (6.2) � àíàëîãè÷íî) áóäåì ïî-
íèìàòü â ñìûñëå ï.â. è èñêàòü åãî â êëàññå W (Π) ôóíêöèé èç Lp(Π),
èìåþùèõ ï.â. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñìåøàííóþ
ïðîèçâîäíóþ â êëàññå Lp(Π). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (6.1) ìîæíî ïî-
íèìàòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

X(t) = θ1(t) +

t1∫

0

dξ1

t2∫

0

f
[
ξ, X(ξ), X ′

t1
(ξ), X ′

t2
(ξ), u(ξ)

]
dξ2,

ãäå θ1(t) = ϑ1(t1) + ϑ2(t2) − ϑ1(0). Äåëàÿ çàìåíó x = {X,X ′
t1
, X ′

t2
},

ïîëó÷àåì, ÷òî óêàçàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

x(t) = θ(t) + A
[
f(., x, u)

]
(t), t ∈ Π, x ∈ X ` = L3

q(Π), (6.3)

ãäå θ(t) =
{

θ1(t), ϑ
′
1(t1), ϑ

′
2(t2)

}
∈ X `,

A = {A1, A2, A3} : Lq(Π) → L3
q(Π), A1[z](t) =

t1∫

0

dξ1

t2∫

0

z(ξ)dξ2,

A2[z](t) =

t2∫

0

z(t1, ξ)dξ, A3[z](t) =

t1∫

0

z(ξ, t2)dξ.

Óðàâíåíèå (6.3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (3.1). Êàê ïîêàçàíî â [17]
(ñì. òàêæå [20]), ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(., ., .) ïðåäïîëîæåíèÿH) äëÿ óðàâíåíèÿ
(6.3) áóäóò âûïîëíåíû.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ A) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A òî-
æå âûïîëíåíû. Î÷åâèäíî, ÷òî A � ËÎÎ Lp(Π) → L3

p(Π). Îñòàëîñü
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ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð A îáëàäàåò âîëüòåððîâîé öåïî÷êîé ìíî-
æåñòâ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåëêîñòè. Âûáåðåì íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ
0 = a0 < a1 < . . . < aκ1 = T1, 0 = b0 < b1 < . . . < bκ2 = T2 îòðåç-
êîâ [0; T1] è [0; T2] è ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëèì ìíîæåñòâà h[i; j] =

[ai−1, ai]× [bj−1, bj], i = 1, κ1, j = 1, κ2, à òàêæå ìíîæåñòâà

hν =
( k1⋃

j=1

κ1⋃
i=1

h[i; j]
) ⋃( k2⋃

i=1

h[i; k1 + 1]
)
, ν = 1, k,

ãäå k1 = [ν/κ1], k2 = ν − k1 · κ1, k = κ1 · κ2. Ôàêòè÷åñêè, hν � ýòî
ìíîæåñòâà h[i, j], ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå îò ëåâîãî íèæíåãî â íà-
ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðÿäàì. Îðãàíèçóåì, êðîìå
òîãî, ìíîæåñòâà

H0 = ∅, Hi =
i⋃

ν=1

hν , i = 1, k.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà Hi, i = 0, k, ÿâëÿþòñÿ âîëüòåððî-
âûìè ìíîæåñòâàìè îïåðàòîðà A, à ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò âîëü-
òåððîâó öåïî÷êó â äàííîé èãðå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ i = 0, k è ï.â.
t ∈ Hi:

1) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A1[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(ξ) ïðè ξ ∈ [0, t1]× [0, t2] ⊂ Hi;

2) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A2[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(t1, ξ) ïðè {t1, ξ} ∈ {t1} × [0, t2] ⊂ Hi;

3) çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A3[z](t) çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
z(ξ, t2) ïðè {ξ, t2} ∈ [0, t1]× {t2} ⊂ Hi.

Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà hν , ν = 1, k, îáðàçóþò âîëüòåððîâî
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Π â äàííîé èãðå. Ïðè ýòîì ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ
δ = max

ν=1,k
mes(hν) = max

i=1,κ1,j=1,κ2

(ai−ai−1)(bj−bj−1) ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà ñ÷åò èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèé îòðåçêîâ [0, T1]

è [0, T2], òî åñòü óñëîâèå A) âûïîëíÿåòñÿ. Ñòàëî áûòü, ïðè äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f è g èç [17,20]
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ðàçäåëå 3.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, êðîìå òîãî, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ìàëû íå
òîëüêî ìåðû ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ âîëüòåððîâî ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà Π, íî òàêæå è èõ äèàìåòðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì èçìåëü÷åíèè âîëüòåððîâà ðàçáèåíèÿ ïî äèàìåòðó êóñî÷íî-
ïðîãðàììíûå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ (â óêàçàííîì ñìûñëå) ïîòî÷å÷íîé
àïïðîêñèìàöèåé ñèíòåçèðóþùèõ ñòðàòåãèé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, âåñüìà õàðàêòåðíà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì.

7. Ïðèìåð: ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå Π = [0, T ]× [0, L] ⊂ R2 ñèñòåìó óðàâíå-
íèé â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà

∂xi

∂t1
+ βi(t)

∂xi

∂t2
= fi

(
t, x(t), u(t)

)
, t ∈ Π, i = 1,m. (7.1)

Äîáàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(0, t2) = w(t2), t2 ∈ [0; L]. (7.2)

Ïðåæäå ÷åì äîáàâëÿòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêî-
òîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (7.1).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìûìè ïî t2 è âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî t2 íåïðåðûâíûìè íà Π, è
êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ

β1(t), . . . , βk(t) < 0, βk+1(t), . . . , βm(t) > 0 ∀t ∈ Π.

Áîëåå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó t ∈ Π ïðî-
õîäèò ðîâíî îäíà i-ÿ õàðàêòåðèñòèêà hi[t] ñèñòåìû (7.1). Ïîñëå ýòîãî,
íå íàðóøàÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà÷è, ìû âïðàâå
äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:
{

xi(t1, 0) = αi(t1), t1 ∈ [0, T ], αi(0) = wi(0), i = k + 1, m;

xi(t1, L) = αi(t1), t1 ∈ [0, T ], αi(0) = wi(L), i = 1, k.
(7.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîð-ôóíêöèþ α(t1) íåïðåðûâíîé íà [0, T ]. Îòíîñè-
òåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè f(t, x, u) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì F1), F2) ïðè X = Z = Lq(Π), q ∈ [1,∞], ` = m ∈ N.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà hi[t]

îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ
çàäà÷è Êîøè 




dt2
dt1

= βi(t1, t2), t1 ∈ [0, T ],

t2(t1) = t2.
(7.4)

Ðåøåíèå çàäà÷è (7.4) áóäåì îáîçíà÷àòü ηi(t1; t).
Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ðåøåíèå çàäà÷è (7.1)�(7.3), ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (7.1):

∂xi

∂t1
+ βi(t)

∂xi

∂t2
= zi(t), t ∈ Π, i = 1, m. (7.5)

Åñëè áû ôóíêöèè zi(t), i = 1,m, áûëè ãëàäêèìè, òî çàäà÷à (7.5),
(7.2), (7.3) èìåëà áû êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåòðóäíî íàéòè,
ðàññìàòðèâàÿ ëåâóþ ÷àñòü i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7.5) êàê ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî t1 âäîëü i-é õàðàêòåðèñòèêè, i = 1,m

xi

(
t1; ηi(t1; t)

)
= θi(t) +

t1∫

0

zi(ξ; ηi(ξ; t)
)
dξ, t1 ∈ [0, T ], t ∈ Π,

ãäå

θi(t) =





wi

(
ηi(0; t)

)
, åñëè ηi(0; t) ∈ [0, L];

αi

(
ξi(0; t)

)
, åñëè ηi(0; t) < 0;

αi

(
ξi(L; t)

)
, åñëè ηi(0; t) > L.

Çäåñü ξi(η; t) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ηi(ξ; t). Èëè, ïî-
ëàãàÿ t = t,

xi(t) = θi(t) + Ai[z](t), t ∈ Π, i = 1,m, (7.6)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ Ai[z](t) =
t1∫
0

zi(ξ; ηi(ξ; t)
)
dξ, i = 1,m. Äà-

ëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå A[z] =
(
A1[z], . . . , Am[z]

)
ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ËÎÎ Lm
q (Π) → Lm

q (Π). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì,
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7.5), (7.2), (7.3) ïðè z ∈ Lm

q (Π) áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèþ x ∈ Lm

q (Π), îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé (7.6).
Îïèðàÿñü òåïåðü íà ïðåäïîëîæåíèÿ F1), F2), ïðèíÿòûå íàìè îò-

íîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè (7.1), ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
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(7.1)�(7.3) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ x ∈ Lm
q (Π), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-

øåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

xi(t) = θi(t) + Ai

[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, i = 1,m; x ∈ Lm

q (Π),

èëè èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ

x(t) = θ(t) + A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π; x ∈ Lm

q (Π), (7.7)

êîòîðîå èìååò âèä (3.1).
Èòàê, ïðîâåðèì, ÷òî A : Lm

q (Π) → Lm
q (Π) � ËÎÎ. Ýòî, ñîáñòâåííî,

è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ââåäåííîå íàìè ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.1)�
(7.3) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó
[11, ñ.393], [1] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ 1,m, ξ ∈ [0, T ], t ∈ Π ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂ηi(ξ; t)

∂t2
= exp



−

t1∫

ξ

(
βi

)′
t2

(
τ, ηi(τ ; t)

)
dτ



 > 0. (7.8)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
� ñì., íàïðèìåð, [16, Äîïîëíåíèå, �1], [22, �4.10].

Ëåììà 7.1. Ïóñòü i ∈ 1,m, Πi =
{

t ∈ R2 : t1 ∈ [0, T ], ηi(t1; 0, 0) ≤
t2 ≤ ηi(t1; 0, L)

}
, Λ =

{
λ ∈ R2 : λ1 ∈ [0, T ], λ2 ∈ [0, L]

}
, Ψ−1

i : Πi
sur→Λ

� îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (λ1, λ2) =
(
t1, ηi(0, t)

)
. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Îòîáðàæåíèå Ψ−1
i âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è òàêèì îáðàçîì, èìå-

åò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå Ψi : Λ
sur→Πi.

2. Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé Ψi, Ψ−1
i ïåðåâîäèò èçìåðèìûå ìíî-

æåñòâà â èçìåðèìûå, à ìíîæåñòâà ìåðû íóëü � â ìíîæåñòâà
ìåðû íóëü.

Ëåììà 7.2. Äëÿ âñÿêîãî i ∈ 1,m ôîðìóëà Bi[z](t) =
t1∫
0

z
(
ξ, ηi(ξ; t)

)
dξ

îïðåäåëÿåò ËÎÎ Bi : Lq(Π) → Lq(Π). Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå q ∈ [1,∞)
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äëÿ ëþáûõ x ∈ L∞(Πi), z ∈ Lq(Πi) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫∫

Πi

x(t)
(
Bi

[|z|](t)
)q

dt =

∫∫

Λ

X(λ)




λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ




q

dλ, (7.9)

ãäå

Z(λ) =
∣∣∣z

(
Ψi(λ)

)∣∣∣, X(λ) = x̃
(
Ψi(λ)

)
, x̃(t) = x(t)

((
ηi

)′
t2
(0, t)

)−1

.

Ïðè ýòîì Z ∈ Lq(Π), X ∈ L∞(Π),
∥∥∥Z

∥∥∥
q

Lq(Λ)
≤ Υ ‖z‖q

Lq(Πi)
, Υ =

∥∥∥
(
ηi

)′
t2
(0; .)

∥∥∥
L∞(Π)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q ∈ [1,∞).
1) Â ñèëó ëåììû 7.1, à òàêæå [3, òåîðåìà 5.4.1] ôóíêöèè Z(.) è

X(.) èçìåðèìû íà ìíîæåñòâå Λ. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
X(.) ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, X ∈ L∞(Λ). Ïðîâå-
ðèì, ÷òî ôóíêöèÿ Z(.) îãðàíè÷åíà ïî íîðìå Lq(Λ). Êàê âèäíî èç ôîð-
ìóëû (7.8), ôóíêöèÿ ηi(0; t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî
âîçðàñòàåò ïî t2. Ïîýòîìó â ñèëó [5, ñ.244] â ñëåäóþùåì èíòåãðàëå
ïðè ïî÷òè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t1 = λ1 ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó
λ2 = ηi(0; t), òî åñòü λ = Ψ−1

i (t):

L∫

0

∣∣∣z
(
Ψi(λ)

)∣∣∣
q

dλ2 =

ηi(t1;0,L)∫

ηi(t1;0,0)

∣∣∣z
(
ΨiΨ

−1
i (t)

)∣∣∣
q (

ηi

)′
t2
(0; t) dt2,

è ïî òåîðåìå Ôóáèíè
∫∫

Λ

∣∣∣z
(
Ψi(λ)

)∣∣∣
q

dλ =

∫∫

Πi

∣∣∣z(t)
∣∣∣
q (

ηi

)′
t2
(0; t) dt ≤ Υ ‖z‖q

Lq(Πi)
.

2) Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7.9) ìîæåì
ïðåäñòàâèòü â âèäå

Iλ =

T∫

0

dλ1

L∫

0


X(λ)




λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ




q
 dλ2.
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Äåëàÿ, êàê âûøå, çàìåíó λ2 = ηi(0; t), à òàêæå ïåðåîáîçíà÷àÿ λ1 = t1,
ïîëó÷àåì

Iλ =

T∫

0

dt1

ηi(t1;0,L)∫

ηi(t1;0,0)

x̃(t)

(∫ t1

0

∣∣∣z
(
Ψi

(
ξ, ηi(0; t)

))∣∣∣ dξ

)q (
ηi

)′
t2
(0; t) dt2.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå òîæäåñòâî

Ψi

(
ξ, ηi(0; t)

) ≡ (
ξ, ηi(ξ; t)

)
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî Iλ =
∫∫
Πi

x(t)
(
Bi

[|z|](t)
)q

dt. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîë-

íåíî (7.9).
Â ñëó÷àå q = ∞ äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ïðè çàìåíå λ1 =

t1, λ2 = ηi(0; t) ïîëó÷àåì

λ1∫

0

Z(ξ, λ2) dξ = Bi

[|z|](t). (7.10)

Èçìåðèìîñòü ôóíêöèè Z(λ) óñòàíîâëåíà âûøå. Îöåíêà ïî íîðìå î÷å-
âèäíà.

×òî êàñàåòñÿ äàëüíåéøèõ îáîñíîâàíèé, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçà-
íèåì îñíîâíûõ ìîìåíòîâ, ñóììèðîâàííûõ â ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè.
Ïîäðîáíûå âûêëàäêè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû, íî ÷åðåñ÷óð ãðîìîçäêè.

Çàìå÷àíèå 7.1. Ïóñòü i ∈ k + 1,m. Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåì-
ìå 7.2 ëåãêî ïîëó÷èòü è äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà Q ⊂
Π. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèøü x çàìåíèòü íà χQx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìíîæåñòâî Π ìîæíî ðàçäåëèòü ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèêè hi[0, 0] íà
äâà ïîäìíîæåñòâà Q−

i ⊂ Πi è

Q+
i ⊂ Π+

i ≡
{

t ∈ R2 : t2 ∈ [0; L], ξi(t2; 0, 0) ≤ t1 ≤ ξi(t2; T, 0)
}

.

Äëÿ ìíîæåñòâà Q = Q−
i ñïðàâåäëèâî ñêàçàííîå âûøå. Äëÿ ìíîæå-

ñòâà Q+
i ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Äëÿ i ∈ 1, k

ðàññóæäåíèÿ îïÿòü æå àíàëîãè÷íû ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìíî-
æåñòâî Π äåëèòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèêè
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hi[0, L]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 7.2 (à â ñëó÷àå q = ∞ åùå
è ïðåäñòàâëåíèåì âèäà (7.10)), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A

äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Lm
q (Π) êàê ËÎÎ. Óñëîâèå A) âûïîëíåíî,

òàê êàê â êà÷åñòâå âîëüòåððîâûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
ìíîæåñòâà âèäà H[τ ] =

{
t ∈ Π : t1 ∈ [0, τ ]

}
, τ ∈ [0, T ]. Åñëè òðåáóåò-

ñÿ, ÷òîáû äèàìåòð ðàçíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âîëüòåð-
ðîâîé öåïî÷êè áûë äîñòàòî÷íî ìàë, òî ìîæíî îðãàíèçîâàòü öåïî÷êó
è òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óêàçàííûå ðàçíîñòè áûëè îãðàíè÷åíû òðå-
ìÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîíóñàìè (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå), è òîãäà ýòîìó òðåáîâàíèþ óäàåòñÿ
óäîâëåòâîðèòü.
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VOLTERRA FUNCTIONAL OPERATOR GAMES ON A
GIVEN SET

Andrey V. Chernov, Institute of Radioelectronics and Information
Technology, Nizhnii Novgorod State Technical University, Cand. Sc.,
associate professor (chavnn@mail.ru).

Abstract : The paper is devoted to obtaining the su�cient conditions of
ε-equilibrium in the sense of piecewise program strategies in antagonistic
games associated with nonlinear controlled functional operator equations
and cost functional of a general enough form. The concept of piecewise
program strategies is de�ned on the base of a concept of Volterra set
chain for operators involved in the equations controlled by the opponent
players. The reduction of controlled distributed parameter systems to an
equation of the type under study is illustrated by examples.
Keywords : functional operator game, nonlinear functional operator equ-
ations, Volterra set chain, piecewise program strategies, ε-equilibrium.


