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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîøàãîâûå èãðû ñ ðàçäåëåí-
íûìè äèíàìèêàìè. Îñíîâîé ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâåðíóòîé ôîð-
ìû äèíàìè÷åñêîé èãðû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå åå èíôîðìàöè-
îííîé ñòðóêòóðû. Äæ. ôîí Íåéìàí, Ã. Îóýí, Ã. Êóí è äðóãèå
â ñâîèõ ïîñòðîåíèÿõ ìîäåëèðîâàëè èíôîðìàöèþ ïîñðåäñòâîì
èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ. Ýòî áåññïîðíî ñòðîãèé ïîäõîä, íî
îí îáëàäàåò î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì � ÷ðåçìåðíîé îáùíîñòüþ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëèðóåòñÿ
ïîñðåäñòâîì èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé èãðîêîâ. Î÷å-
âèäíî íå âñÿêèé íàáîð, óïîðÿäî÷åííûé ïî èãðîêàì, èíôîð-
ìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò àäåêâàòíîìó îïè-
ñàíèþ äèíàìèêè èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû ïðîöåññîâ. Óïî-
ìÿíóòàÿ àäåêâàòíîñòü â ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèåì èíôîð-
ìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíôîðìàöè-
îííûõ âåêòîð-ôóíêöèé.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîøàãîâàÿ èãðà, ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà èãðû, èí-
ôîðìàöèîííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðåøèìîñòü óïî-
ðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé.

1. Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

ó÷àñòíèêîâ. Â äàëüíåéøåì ÷àñòî â èíòåðïðåòàöèÿõ ïðèíÿòèå ðåøå-
íèÿ áóäåì íàçûâàòü ñîâåðøåíèåì õîäà ó÷àñòíèêîì ïðîöåññà � èã-
ðîêîì. Â äàííîì ðàçäåëå äåëàåòñÿ ïîïûòêà àäåêâàòíîãî îïðåäåëå-
íèÿ (ìîäåëèðîâàíèÿ) äèíàìèêè ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè â ïðîöåñ-
ñå (êîíôëèêòíîì èëè áåñêîíôëèêòíîì) åãî ó÷àñòíèêàì ñ ïîìîùüþ
èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî â [2].
Ðàíåå èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåññà ìîäåëèðîâàëàñü ñ ïîìî-
ùüþ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé íà èíôîðìàöèîííûå
ìíîæåñòâà èãðîêîâ èëè ñ ïîìîùüþ ïîñòîÿííîé çàäåðæêè èíôîðìà-
öèè äëÿ èãð äâóõ ó÷àñòíèêîâ [1,3-5]. Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ
è ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîëíîñòüþ îòíîñÿòñÿ è ê áåñêîíôëèêò-
íîìó ïðîöåññó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (êîãäà âñå èãðîêè ñòðåìÿòñÿ îïòè-
ìèçèðîâàòü îäíó ôóíêöèþ).

Ïîïûòàåìñÿ îáðèñîâàòü ñóòü ïðîáëåìû. Êàê ïðàâèëî, âñÿêèé ðå-
àëüíûé ïðîöåññ ñ íåñêîëüêèìè èãðîêàìè, â êîòîðîì êàæäûé ïðè-
íèìàåò êàêîå-òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé (õîäîâ), ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ
íåïîëíîé èíôîðìàöèåé. ×àñòíûì ñëó÷àåì íåïîëíîòû èíôîðìàöèè
ÿâëÿåòñÿ åå çàäåðæêà. Êîãäà ìû ãîâîðèì î çàäåðæêå èëè çàïàçäû-
âàíèè ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè, ìû îáû÷íî èìååì â âèäó ïîëîæè-
òåëüíóþ çàäåðæêó. Äîïóñòèì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ,
ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå îòðèöàòåëüíóþ çàäåðæêó. Íàïðèìåð, ïðè èãðå
â øàõìàòû áåëûå îòíîñèòåëüíî ñâîåãî íîìåðà õîäà èìåþò íóëåâóþ
çàäåðæêó èíôîðìàöèè î ÷åðíûõ. Çàäåðæêà æå èíôîðìàöèè ÷åðíûõ
î áåëûõ â òàêîì ñëó÷àå ðàâíà (−1) (åùå òîëüêî ñîáèðàÿñü ñäåëàòü
ñâîé ïåðâûé õîä, ÷åðíûå òî÷íî çíàþò ïåðâûé õîä áåëûõ). Â äàííîì
ïðèìåðå îòðèöàòåëüíàÿ çàäåðæêà äèêòóåòñÿ ïðàâèëàìè, çàêîíîìåð-
íîñòüþ. Àïðèîðíîå çíàíèå (îòðèöàòåëüíàÿ çàäåðæêà) î áóäóùèõ õî-
äàõ ñâîèõ ïðîòèâíèêîâ ó èãðîêà ìîæåò âîçíèêàòü òàêæå òîãäà, êîãäà
îí îáëàäàåò áîëåå òî÷íûì ïðîãíîçîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ òðåìÿ èã-
ðîêàìè: 1, 2, 3. Ïðàâèëà ïðîöåññà ñëåäóþùèå. Èãðîêè ïîî÷åðåäíî �
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ñíà÷àëà èãðîê 1, çàòåì èãðîê 2, çàòåì èãðîê 3 � äåëàþò õîäû. Ñäå-
ëàâ õîä, èãðîê ñðàçó æå ñîîáùàåò åãî îñòàëüíûì. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî ïîñëå (k−1)-ãî õîäà, ñîáèðàÿñü ñäåëàòü õîä ñ íîìåðîì k, èãðîê 1

çíàåò ñâîè k−1 õîäîâ, k−1 õîäîâ èãðîêà 2 è k−1 õîäîâ èãðîêà 3. Çà-
ïèøåì êîëè÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î õîäàõ (íå ñàìè õîäû!) â âèäå
âåêòîðà l1(k−1) = (k−1, k−1, k−1), ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèè î õîäàõ ïåðâîãî èãðîêà,
âòîðàÿ � î õîäàõ âòîðîãî, òðåòüÿ � î õîäàõ òðåòüåãî. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ïåðâûé èãðîê íå ïðîñòî çíàåò î (k−1)-ì õîäå êàæäîãî èãðîêà, íî
è òî, ÷òî ïðàâèëàìè ïðîöåññà ïðåäóñìîòðåíà íåîáõîäèìîñòü òàêîãî
çíàíèÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ k-ãî õîäà. Èãðîê 1 íå ñäåëàåò k-é õîä, ïîêà
íå ïîëó÷èò ïðè÷èòàþùóþñÿ åìó èíôîðìàöèþ. (Áóêâà l â îáîçíà÷å-
íèè l1(k − 1) â äàíü èñòîðèè ïðîáëåìû âçÿòà îò àíãëèéñêîãî ñëîâà
lag (çàäåðæêà), õîòÿ ïî ñóòè, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, âåêòîð l1(k − 1)

� ýòî êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 1 î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, 3.)
Â êîíòåêñòå ñî ñêàçàííûì êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 2

î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, 3, íåîáõîäèìàÿ åìó, ÷òîáû ñäåëàòü k-é õîä, ðàâíà
l2(k − 1) = (k, k − 1, k − 1), ãäå îïÿòü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà �
êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 2 î õîäàõ ïåðâîãî, âòîðàÿ � î
õîäàõ âòîðîãî èãðîêà, òðåòüÿ � î õîäàõ òðåòüåãî. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî l3(k − 1) = (k, k, k − 1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èãðîêà 3 â äàííîì
ñëó÷àå çàäåðæêà èíôîðìàöèè î õîäàõ èãðîêîâ 1 è 2 ðàâíà (k−1)−k =

−1.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü èíîé ïðîöåññ òðåõ èãðîêîâ ñ ïîëíîé èíôîð-

ìàöèåé: ñ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ õîäîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
l1(2) = (2, 3, 4). Òàêîìó èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó ìîã ñîîòâåòñòâî-
âàòü ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñî ñëåäóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ õîäîâ: 1, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 2, 3, 1, . . . . Îòìåòèì,
÷òî óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ � íå åäèíñòâåííàÿ, èõ 9!

2!3!4!
.

Â êîíòåêñòå ñî ñêàçàííûì ðàâåíñòâî l1(2) = (2, 3, 4) îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðåòüåãî õîäà ïåðâîìó èãðîêó íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî çíàòü äâà ñâîèõ õîäà, òðè õîäà èãðîêà 2 è ÷åòûðå õîäà èãðîêà
3. Àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà òîì, ÷òî èãðîêó 1 äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðå-
òüåãî õîäà íåîáõîäèìî çíàòü òðè õîäà èãðîêà 2. Òîãäà äëÿ ðåàëüíî
ñóùåñòâóþùåãî ïðîöåññà íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî l2(2) = (3, 2, x). Èáî
èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî èãðîêó 2 äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðå-
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òüåãî õîäà íåîáõîäèìî çíàòü òðè õîäà èãðîêà 1. Ìû áû ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, ò. å. ïðîöåññ êàê áû îñòàíîâèëñÿ, çàñòîïîðèëñÿ, ÷åãî â
ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ íå áûâàåò � èíôîðìàöèÿ âñåãäà ïîñòóïàåò êîð-
ðåêòíî: ÷òî èãðîêó ïîëîæåíî çíàòü, òî îí è çíàåò. Îñíîâíîé ïðîáëå-
ìîé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè èãðîêàì ñ ïîìîùüþ
âåêòîð-ôóíêöèé li è ÿâëÿåòñÿ òàêîå èõ îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîçâî-
ëÿåò ïðîöåññó ðàçâèâàòüñÿ êîððåêòíî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ òðåìÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè l1, l2, l3, îïðå-
äåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: li(0) = (0, 0, 0), l1(k) = (k, 0, 0),
l2(k) = (0, k, 0), l3(k) = (0, 0, k). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿ-
þò êîððåêòíîå ïîñòóïëåíèå èíôîðìàöèè è ðàçâèòèå ïðîöåññà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âñå òðè èãðîêà îäíîâðåìåííî ñäåëàþò ñâîé ïåðâûé õîä,
ïîñêîëüêó li(0) = (0, 0, 0). Ïðîöåññ ðàçîâüåòñÿ äî ñîñòîÿíèÿ (1, 1, 1).
Ïîñêîëüêó l1(1) = (1, 0, 0) ≤ (1, 1, 1), l2(1) = (0, 1, 0) ≤ (1, 1, 1) è
l3(1) = (0, 0, 1) ≤ (1, 1, 1), òî âñå òðè èãðîêà ñäåëàþò ñâîé âòîðîé õîä
è ò. ä. Â äàííîì ïðèìåðå, åñëè îñîáî íå îãîâîðåíî êîëè÷åñòâî õîäîâ
èãðîêîâ, òî âñå èãðîêè ñäåëàþò ñ÷åòíîå ÷èñëî õîäîâ. Ýòîò ïðèìåð
îòíîñèòñÿ ê êëàññó îäíîâðåìåííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû òî÷íî è ïîëíîñòüþ îïèøåì êëàññ èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé li, îïðåäåëÿþùèõ êîððåêòíîå ðàçâèòèå ïðîöåñ-
ñà. Íàéäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ íàáîðà ôóíêöèé
li, îáåñïå÷èâàþùåå òàêîå ðàçâèòèå. Ýòî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äëÿ íàáîðà ôóíêöèé li áóäåò íàçâàíî èíôîðìàöèîííîé ðàç-
ðåøèìîñòüþ.

Ñäåëàåì îáùåå âàæíîå çàìå÷àíèå ïî ñòèëþ ðàáîòû. Âñå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûìè ìû áóäåì îïåðèðîâàòü, áóäóò ñòðîãî îïðåäåëåíû. Âñå äî-
êàçàòåëüñòâà áóäóò ñòðîãèìè (ôîðìàëüíûìè), â íèõ áóäóò îòñóòñòâî-
âàòü ñëîâà òèïà ¾èãðîê âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó¿. Îäíàêî âñå ïîíÿòèÿ
áóäóò ñîäåðæàòåëüíî ïðîèëëþñòðèðîâàíû.

2. Ïðîöåññû ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè
Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåçóëüòàòîâ ðàç-

äåëà 3, è ïîýòîìó âñå òåîðåìû çäåñü áóäóò ïðèâåäåíû áåç äîêàçà-
òåëüñòâ. Ðàçäåë 2 ïðåäëàãàåòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ, ïîñêîëüêó êëàññ
ïðîöåññîâ ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïîäêëàññîì
êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.
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Îáñóäèì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ. Âàæíåéøèì ïîíÿòèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè íàáîðà èíôîðìàöè-
îííûõ îòîáðàæåíèé (âåêòîð-ôóíêöèé) ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç R, N ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî-
îòâåòñòâåííî, N = N

⋃{0}. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è
n ∈ N . Îïðåäåëèì A1 = A, An = An−1×A, AN = A×A× . . .×A× . . .

(ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a = (a1, a2, . . . , an)

èç Rn áîëüøå ëèáî ðàâåí ýëåìåíòó b = (b1, b2, . . . , bn) èç Rn è ïè-
ñàòü a ≥ b, åñëè ai ≥ bi äëÿ ëþáîãî i, i ≤ n. Îáîçíà÷åíèå a > b

îçíà÷àåò, ÷òî a ≥ b è a 6= b. Ñîîòíîøåíèå a 6≥ b îçíà÷àåò, ÷òî õî-
òÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà b ñòðîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòû âåêòîðà a. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
l = l1, l2, . . . , ln îòîáðàæåíèé, ãäå li : N → N

n. Âïðåäü li áóäåì íà-
çûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé èãðîêà i. ×åðåç li(r)j áóäåì îáî-
çíà÷àòü j-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà li(r). Â ïðåäåëàõ ðàçäåëà 2 áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî li(r)i = r. Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà li(r) ìî-
ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Ñîäåðæàòåëüíî ðàâåíñòâî li(r)i = r îçíà-
÷àåò, ÷òî î ñâîèõ õîäàõ èãðîê çíàåò âñå. Ýòî òðåáóåòñÿ ïîòîìó, ÷òî
çàäåðæêè èíôîðìàöèè èãðîêà ñ÷èòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî êîëè-
÷åñòâà õîäîâ. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â äàííîì ðàññìîòðåíèè îçíà÷àåò,
÷òî èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ n èãðîêàìè. Âåêòîð
li(r) = (li(r)1, li(r)2, . . . , li(r)n) åñòü âåêòîð êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìà-
öèè èãðîêà i î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, . . . , n, ïîäîáíûé òåì, ÷òî ìû ðàñ-
ñìîòðåëè ðàíåå â ïðèìåðàõ. Ñîäåðæàòåëüíî î j-é êîìïîíåíòå li(r)j

âåêòîðà li(r) ìîæíî ñêàçàòü òàê: äëÿ òîãî, ÷òîáû èãðîê i ìîã ñäåëàòü
õîä ñ íîìåðîì r + 1, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü li(r)j õîäîâ
èãðîêà j. Îòêóäà áåðåòñÿ ýòà íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü? Îòâåò
òàêîé: òàê ïðåäóñìîòðåíî ïðàâèëàìè ïðîöåññà.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î çàäåðæêå èíôîðìàöèè. Ïóñòü èãðîê i

ñäåëàë r õîäîâ è âëàäååò èíôîðìàöèåé íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé,
÷òîáû ñîâåðøèòü õîä ñ íîìåðîì r + 1. Ìû óæå çíàåì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâåííî ýòà èíôîðìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì li(r) = (li(r)1, li(r)2,

. . . , li(r)n). Òîãäà çàäåðæêà èíôîðìàöèè èãðîêà i î õîäå èãðîêà j ðàâ-
íà r− li(r)j. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå li(r)j ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé àðãóìåíòà r, òî ôóíêöèÿ r − li(r)j òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé è ñîâñåì íå îáÿçàíà áûòü êîíñòàíòîé; è, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
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÷èñëî r − li(r)j ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.
Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ

ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l èí-
ôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà íà âåêòîðå a = (a1, a2, . . . , an) èç N

n, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî r èç {1, 2, . . . , n}, òàêîå, ÷òî lr(ar)≤a.

Äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ê êàêîìó-òî ìî-
ìåíòó âðåìåíè t èãðîêè 1, 2, . . . , n ñäåëàëè ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, . . . ,

an õîäîâ. Âïðåäü âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an) áóäåì íàçûâàòü èíôîðìà-
öèîííûì âåêòîðîì êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà. Â íåì óêà-
çàíî òîëüêî òî, êàêîå êîëè÷åñòâî õîäîâ ñäåëàë i-é èãðîê, à íå ñà-
ìè õîäû. Èãðîêó r äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü (ar + 1)-é õîä â ìîìåíò
âðåìåíè t, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü âñå õîäû, îïðåäåëÿåìûå
âåêòîðîì lr(ar). Íåðàâåíñòâî lr(ar) ≤ a îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå çíàíèå
ðåàëèçóåòñÿ è (ar +1)-é õîä èãðîêà r ñîñòîèòñÿ. Òàêèõ ÷èñåë r ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî, õîòü âñå ÷èñëà 1, 2, . . . , n. Íî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
÷òî l1(a1) 6≤ a. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò âðå-
ìåíè t èãðîê 1 íå ñäåëàåò ñâîé (a1 + 1)-é õîä: ïðàâèëàìè ïðîöåññà
ïðåäóñìîòðåíî, ÷òî èíôîðìàöèè î ïðîöåññå, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì
a = (a1, a2, . . . , an), íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû èãðîê 1 ñäåëàë ñâîé (a1+1)-é
õîä.

Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè l. ×àñòî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü îá èí-
ôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè äàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà âåê-
òîðå a = (a1, a2, . . . , ar) èç N

r, ïîíèìàÿ ïîä çíà÷åíèåì lis(as) ñóæåíèå
âåêòîðà lis(as) íà êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , is, . . . , ir. Ïîêà-
æåì, ÷òî ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå êîððåêòíî, ò. å. s-ÿ êîìïîíåíòà óðå-
çàííîãî âåêòîðà ðàâíà as (òîëüêî ýòî îãðàíè÷åíèå ìû íàëîæèëè íà
èíôîðìàöèîííûå ôóíêöèè èãðîêîâ). Äåéñòâèòåëüíî, èçíà÷àëüíî â
âåêòîðå lis(as) ðîâíî n êîìïîíåíò è lis(as)is = as.

Ñóæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l = l1, l2, . . . , ln äî ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè li1 , li2 , . . . , lir ñîäåðæàòåëüíî ìîæåò áûòü âûçâàíî ñóæåíè-
åì ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî ñ èãðîêàìè 1, 2, . . ., n, äî
ðàññìîòðåíèÿ ïîäïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî ñ èãðîêàìè i1, i2, . . ., ir.
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Äàäèì îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè:

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èí-
ôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà,
åñëè âñÿêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a èç N

r.
Ìîæíî ïîÿñíèòü ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ îòîáðàæåíèé òàê: åñëè âñå èãðîêè,
êðîìå èãðîêîâ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir, âûïàäóò èç ïðîöåññà (ñäåëà-
þò òàêîé õîä, ïðè êîòîðîì äëÿ íèõ ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ), òî äëÿ
îñòàâøèõñÿ èãðîêîâ ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ, êàêóþ áû ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü i1, i2, . . . , ir ìû íå ðàññìîòðåëè. Çäåñü ìû çàáåãàåì
âïåðåä è ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî õîäîâ ó ðàçíûõ èãðîêîâ ìîæåò ðàçëè-
÷àòüñÿ. Ñîäåðæàòåëüíî æå èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln îçíà÷àåò: ïðè
òàêîì íàáîðå èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé ïðîöåññ áóäåò ðàçâèâàòüñÿ
êîððåêòíî è êàæäûé èç èãðîêîâ ñäåëàåò âñå ïðåäïèñàííûå åìó õîäû.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . ., an)

èç N
n

l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N
n, åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇒ li(ai) ≤ a.
Ñîäåðæàòåëüíî îïðåäåëåíèå 2.3 ìîæíî ïîÿñíèòü òàê: ïóñòü ê ìî-

ìåíòó âðåìåíè t èãðîê 1 ñäåëàë a1 õîäîâ, èãðîê 2 ñäåëàë a2 õîäîâ,
. . ., èãðîê n ñäåëàë an õîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì a = (a1, a2, . . ., an).
Â ìîìåíò âðåìåíè t íåêîòîðûå èç èãðîêîâ, äëÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî
èíôîðìàöèè, ÷òîáû ñäåëàòü ñëåäóþùèé õîä (li(ai) ≤ a), ñäåëàþò åãî.
Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçóåòñÿ âåêòîð b. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî â ìîìåíò
âðåìåíè t íå îáÿçàòåëüíî âñå èãðîêè, äëÿ êîòîðûõ li(ai) ≤ a, äåëàþò
õîä, íî êòî-òî îáÿçàòåëüíî äåëàåò åãî.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . ., an)

èç N
n ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N

n,
åñëè
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1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇔ li(ai) ≤ a.

Â îòëè÷èå îò ïðîñòî l-ïîðîæäåííîñòè ñîäåðæàòåëüíî ìàêñèìàëü-
íàÿ l-ïîðîæäåííîñòü âåêòîðà b âåêòîðîì a îçíà÷àåò: â ìîìåíò âðåìå-
íè t êàæäûé èãðîê i, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
li(ai) ≤ a, ñîâåðøàåò õîä.

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî âåêòîðû áóäåì ïîìå÷àòü âåðõíèì èíäåêñîì
è ïèñàòü ak = (. . . , ak

r , . . .).

Îïðåäåëåíèå 2.5. l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü ñ÷åò-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , ak, . . . âåêòîðîâ èç N

n, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) äëÿ ëþáîãî k èç N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ëèáî âåêòîð ak+1 l-

ïîðîæäåí âåêòîðîì ak, ëèáî ak = ak+1 = ak+2 = . . . è íåò âåêòîðîâ,
l-ïîðîæäåííûõ âåêòîðîì ak.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Íàçîâåì ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , ak, . . . âåêòîðîâ èç N

n, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) äëÿ ëþáîãî k èç N âûïîëíÿåòñÿ, ëèáî âåêòîð ak+1 ìàêñèìàëü-

íî l-ïîðîæäåí âåêòîðîì ak, ëèáî ak = ak+1 = ak+2 = . . . è íåò âåê-
òîðîâ, l-ïîðîæäåííûõ âåêòîðîì ak.

Ðàâåíñòâî ak = ak+1 = ak+2 = . . . îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âñåõ âåê-
òîðîâ, íà÷èíàÿ ñ ak. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè òàêîå ðàâåíñòâî â ñ÷åòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçíèêàåò, òî òîëüêî îäèí ðàç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
k òàêîå ÷èñëî, ÷òî ak−1 < ak = ak+1 = ak+2 = . . . . Ñîäåðæàòåëüíî
òàêîå ñêâîçíîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîÿñíèòü òàê: íà÷èíàÿ ñ èíôîðìà-
öèîííîãî âåêòîðà êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà ak íè îäèí èç
èãðîêîâ íå ìîæåò ñäåëàòü õîä (ò. å. li(a

k
i ) 6≤ ak äëÿ ëþáîãî i, i ≤ n).

Ïîñëåäíåå ìîæåò îçíà÷àòü òîëüêî òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî íåðàçðåøèìà
(îïðåäåëåíà íåêîððåêòíî). Íî ýòèì ñëó÷àåì èíôîðìàöèîííàÿ íåðàç-
ðåøèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l íå èñ÷åðïûâàåòñÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü l1(k) = (0, 0, 0), l2(0) = (0, 0, 1), l2(k) �
ëþáîé äîïóñòèìûé âåêòîð, åñëè k ≥ 1, l3(0) = (0, 1, 0) è l3(k) � ëþ-
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áîé äîïóñòèìûé âåêòîð, åñëè k ≥ 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîðîâ ak èç N

3. Ïóñòü ak = (k, 0, 0). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ak

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíóþ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ak < ak+1 äëÿ ëþáîãî k. È âìåñòå ñ òåì 0 = a0

2 = a1
2 = . . .,

0 = a0
3 = a1

3 = . . . . Ñîäåðæàòåëüíî ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî
íè èãðîê 2, íè èãðîê 3 íå ñäåëàþò íè îäíîãî õîäà. Ýòî âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l = l1, l2, l3 èíôîðìàöèîííî íåðàçðåøè-
ìà; áîëåå òî÷íî: ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü l2, l3 èíôîðìàöèîííî íåðàç-
ðåøèìà íà âåêòîðå (0, 0).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåêòîðîâ a0, a1, . . . , ak, . . . èç N

n � îñòîâíàÿ, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) ak < ak+1;
3) ak

i + 1 ≥ ak+1
i äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};

4) lim
k→+∞

ak
i = +∞ äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}.

Åñëè êàæäûé âåêòîð îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàòü
êàê èíôîðìàöèîííûé âåêòîð êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà,
òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîãëà áû ñëóæèòü êîëè÷åñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé òðàåêòîðèè íîðìàëüíî ðàçâèâàþùåãîñÿ ïðîöåññà ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé, â êîòîðîì âñå èãðîêè ñîâåðøàþò âñå ñâîè õîäû:
lim

k→+∞
ak

r = +∞ äëÿ ëþáîãî r. Òåðìèí îñòîâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óïîòðåáëåí ïîòîìó, ÷òî ïî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ìîæåì òî÷-
íî ñêàçàòü îá î÷åðåäíîñòè õîäîâ èãðîêîâ. À èìåííî: åñëè ak+1

i =

ak
i + 1, òî ïðè êîëè÷åñòâåííîì ñîñòîÿíèè ïðîöåññà ak èãðîê i äå-

ëàåò õîä. Åñëè óãîäíî, â ôèëîñîôñêîì àñïåêòå îñòîâíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåò òå÷åíèå âðåìåíè êàæäîãî èãðîêà. Îäíàêî
ïî îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ðåàëüíîì
íàïîëíåíèè òðàåêòîðèè ïðîöåññà (î ðåàëüíûõ õîäàõ èãðîêîâ).

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé.

Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó ðàçäåëà 2, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2,

. . . , ln.
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Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln áûëà áû èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìîé.

Òåîðåìà 2.2 ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàêèå èìåííî èíôîð-
ìàöèîííûå ôóíêöèè îïèñûâàþò ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ïðîöåññû
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé? Îòâåò òàêîé: ýòè ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ èíôîðìàöèîí-
íîé ðàçðåøèìîñòè. Ïðèìåð òàêèõ ôóíêöèé áûë ïðèâåäåí ðàíåå. Ñåé-
÷àñ æå ìû îòâåòèì íà âîïðîñ: êàêîâî êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln ïðè
ôèêñèðîâàííîì n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èíôîðìàöèîííîé ðàç-
ðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 2.3. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln
ðàâíà êîíòèíóóìó.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà âûãëÿäèò åñòåñòâåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ìû
ïûòàåìñÿ îïèñàòü èíôîðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ.
Ïîýòîìó áûëî áû íåíîðìàëüíî, åñëè áû â ðåàëüíîñòè ñóùåñòâîâàëî
êîíå÷íîå èëè äàæå ñ÷åòíîå ÷èñëî ñõåì ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè ê
ó÷àñòíèêàì ïðîöåññà.

3. Ïðîöåññû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ðàçäåëà 2.
Ïðè ýòîì âñå óòî÷íåíèÿ è îáîáùåíèÿ àêòóàëüíû. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå
çàìå÷àíèå íà ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé ñ äâóìÿ èãðîêàìè, è ïóñòü èãðîê 1 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
çàäåðæêó èíôîðìàöèè î õîäàõ èãðîêà 2, ðàâíóþ 3, ò. å. ñäåëàâ 10 õî-
äîâ, îí çíàåò (10−3) = 7 õîäîâ èãðîêà 2. Ïóñòü èíôîðìàöèþ î õîäàõ
èãðîêà 2 äëÿ èãðîêà 1 âûäàåò êàêàÿ-ëèáî èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà.
Ìîãëî ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å õîäîâ ñ íîìåðàìè 2, 4, 6 èãðî-
êà 2 âîçíèêëà ïîìåõà, è îíè íå áûëè âîñïðèíÿòû. Â òàêèõ óñëîâèÿõ,
ñäåëàâ 10 õîäîâ è ñîáèðàÿñü ñäåëàòü 11-é èãðîê 1 çíàë áû òîëüêî
0-é (íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ), 1-, 3-, 5- è 7-é õîäû èãðîêà 2. Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè äëÿ ëþáîãî èãðîêà i ïðîöåññà ñ
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n ó÷àñòíèêàìè. Â êîíòåêñòå ñ ïîñëåäíèì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî i-é èã-
ðîê, ñäåëàâ x õîäîâ è ñîáèðàÿñü ñäåëàòü (x + 1)-é õîä, äîëæåí çíàòü
êàêèå-òî õîäû, ñäåëàííûå èãðîêîì 1 (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíóìåðîâàí-
íûå ïîäðÿä), êàêèå-òî õîäû èãðîêà 2 (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíóìåðîâàí-
íûå ïîäðÿä) è ò. ä., êàêèå-òî õîäû èãðîêà n (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíó-
ìåðîâàííûå ïîäðÿä). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íîìåðîâ õîäîâ èãðîêà 1,
êîòîðûå äîëæåí çíàòü èãðîê i ïåðåä ñîâåðøåíèåì ñâîåãî (x + 1)-ãî
õîäà, ÷åðåç A1, èãðîêà 2 � ÷åðåç A2, . . . , èãðîêà n � ÷åðåç An. Òî-
ãäà êîëè÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ è äîñòàòî÷íóþ äëÿ
ñîâåðøåíèÿ i-ì èãðîêîì (x + 1)-ãî õîäà, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

li(x) = (A1, A2, . . . , Ai, . . . , An) = (li(x)1, li(x)2, . . . , li(x)i, . . . , li(x)n).

Ïðè ýòîì ìû äîïóñêàåì, ÷òî è ìíîæåñòâî Ai = li(x)i òàêæå ìîæåò
ñîñòîÿòü íå èç âñåõ íîìåðîâ õîäîâ èãðîêà i ñ 1-ãî ïî x-é. Äîïóñêàåòñÿ
òàêæå, ÷òî êàêèå-òî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An ìîãóò áûòü ïóñòûìè.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñîâåðøåíèÿ (x+1)-ãî õîäà i-ìó èãðîêó î
ñîîòâåòñòâóþùèõ èãðîêàõ íè÷åãî íå íóæíî çíàòü èëè îí ïîëíîñòüþ
ïîòåðÿë î íèõ èíôîðìàöèþ.

Ïóñòü A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N . ×åðåç max(A)

áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Åñëè A =

∅, òî max(A) îïðåäåëèì ðàâíûì 0. Òîãäà ìíîæåñòâî li(x)j íîìåðîâ
õîäîâ èãðîêà j, êîòîðûå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü èãðîêó i

äëÿ ñîâåðøåíèÿ (x + 1)-ãî õîäà, åñòü ïîäìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííî-
ãî ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . . , max(li(x)j)}. Â ñëó÷àå ïðîöåññîâ ñ çàäåðæ-
êîé èíôîðìàöèè ïîäìíîæåñòâî li(x)j ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì
{0, 1, 2, . . . , max(li(x)j)}. Ïîýòîìó ïðîöåññû ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìà-
öèåé.

Óòî÷íèì åùå ðàç ñìûñë ìíîæåñòâà li(x)j: ýòî êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà N . Ïîñëå òîãî, êàê èãðîê i ñäåëàë x õîäîâ è ñî-
áèðàåòñÿ ñäåëàòü (x + 1)-é õîä, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü
(òàê ïðåäóñìîòðåíî ïðàâèëàìè ïðîöåññà) âñå õîäû èãðîêà j, íîìåðà
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó li(x)j, è òîëüêî èõ. Ïðè÷åì, êîãäà
ìû ãîâîðèì, ÷òî èãðîê i çíàåò êàêîé-òî õîä èãðîêà j, ìû èìååì â
âèäó, ÷òî î õîäå èçâåñòíî âñå: è åãî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü, è åãî
ïîðÿäêîâûé íîìåð.
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Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 3(X) ìíîæåñòâî êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N , 3(N),
(3(N))

n.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà N â ìíî-
æåñòâî (3(N))

n áóäåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé.
×àùå âñåãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå li : N → (3(N))

n.
Òîãäà

li(k) = (li(k)1, li(k)2, . . . , li(k)n),

ãäå li(k)j åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà 3(N) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N .

Òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 2, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln, ïðè
ýòîì li áóäåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé i-ãî èãðîêà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ
ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìîé íà âåêòîðå a =

(a1, a2, . . . , an) èç N
n, åñëè ñóùåñòâóåò i èç ìíîæåñòâà {1, 2,

. . . , n}, òàêîå, ÷òî
max(li(ai)r) ≤ ar

äëÿ ëþáîãî r èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}.
Òàêèõ ÷èñåë i ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, õîòÿ áû âñå ìíîæåñòâî

{1, 2, . . . , n}. Îïðåäåëåíèå 3.2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü a = (a1, a2, . . . , an) åñòü èíôîðìàöèîííûé âåêòîð êî-
ëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà, ò. å. ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè t r-é èãðîê ñäåëàë ar õîäîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû i-ìó èãðîêó ñäå-
ëàòü (ai + 1)-é õîä, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü âñå õîäû r-
ãî èãðîêà, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó li(ai)r. Òî, ÷òî
max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r, îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå çíàíèå ðåàëèçó-
åòñÿ è (ai + 1)-é õîä èãðîêà i ñîñòîèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ ïðîöåññîâ ñ çà-
äåðæêîé èíôîðìàöèè (ñì. ðàçäåë 2), è ïîýòîìó çäåñü ìû åãî îïóñêà-
åì. Òî æå êàñàåòñÿ èíòåðïðåòàöèè èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè.
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Ïóñòü l = l1, l2, . . . , ln ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíê-
öèé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an)

èç N
n

l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N
n, åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇒ max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an)

èç N
n ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N

n,
åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇔ max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè âåêòîð a l-ïîðîæäàåò (ìàêñèìàëüíî

l-ïîðîæäàåò) âåêòîð b ïî îïðåäåëåíèþ 2.3 (2.4), òî âåêòîð a l-ïî-
ðîæäàåò (ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò) âåêòîð b è ïî îïðåäåëåíèþ 3.3
(3.4). Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Îïðåäåëåíèÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé àíàëîãè÷íû òà-
êîâûì äëÿ ïðîöåññîâ ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè, è ïîýòîìó ìû èõ
çäåñü îïóñêàåì.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ñóùåñòâóåò îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ak)
∞
0 � îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

(ak)
∞
0 � ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêà-

çàòü îñòîâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak)
∞
0 , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðà-

âåíñòâà
lim

k→+∞
ak

r = +∞

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. À äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ak ≥ ak äëÿ ëþáîãî k èç N . Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíèõ
íåðàâåíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, a0 = (0, 0, . . . , 0) = a0. Äàëüíåéøåå äîêà-
çàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.
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Ïóñòü ap � âåêòîð, èìåþùèé íàèìåíüøèé íîìåð ñðåäè âåêòîðîâ
(ak)

∞
0 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ap 6≥ ap. Òîãäà ap 6= a0

è ap−1 ≥ ap−1. Ïîñêîëüêó ap 6≥ ap, òî ñóùåñòâóåò i èç {1, 2, . . . , n},
òàêîå, ÷òî ap

i > ap
i . È âìåñòå ñ òåì ap−1

i ≤ ap−1
i . Èç ïîñëåäíèõ íåðà-

âåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ap
i = ap−1

i + 1, ap
i = ap−1

i è ap−1
i = ap−1

i . Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè
ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì

max(li(a
p−1
i )r) = max(li(a

p−1
i )r) ≤ ap−1

r ≤ ap−1
r

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. Íî òîãäà

max(li(a
p−1
i )r) ≤ ap−1

r

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñëåäóåò:
ap

i = ap−1
i + 1. Ðàíåå æå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ap

i = ap−1
i . Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå 3.1, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðè-
âåäåì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìà-
öèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln, òàêóþ, ÷òî li(k)r = {0} äëÿ ëþáîãî
r èç {1, 2, . . . , n} è äëÿ ëþáîãî k èç N . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñòðîåíà òàê: ak = (k, k, . . . , k). Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâ-
íîé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak = (k, 0, . . . , 0), k ∈ N . Äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ l-ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî:

1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) ak+1 > ak;
3) ak

i + 1 ≥ ak+1
i äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};

4) ak+1
i > ak

i ⇒ 0 = max(li(a
k
i ))r ≤ ak

r äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n},
ïîñêîëüêó ak

r ≥ 0.
Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak íå ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé, ïîñêîëüêó

lim
k→∞

ak
r = 0

ïðè r ∈ {2, . . . , n}.
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Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó îá èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîöåññîâ ñ
íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü l = l1, l2, . . . , ln � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îñòîâíàÿ l-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñàìà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü l áûëà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (ak)
∞
0 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé l-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîêàæåì èíôîðìàöèîííóþ ðàçðåøèìîñòü l.
Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî îïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l = li1 , li2 , . . . , lir ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l = l1, l2,

. . . , ln è ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a = (a1, . . . , ar) èç N
r. Íå óìàëÿÿ îáù-

íîñòè äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü i1 = 1, i2 = 2, . . . , ir = r. Ïî-
ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)

∞
0 � îñòîâíàÿ, òî lim

k→+∞
ak

i = +∞ äëÿ
ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}. Ðàññìîòðèì r ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ak

i )
∞
0 ,

i ≤ r. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, i ≤ r, ñóùåñòâóåò
÷èñëî p(i), òàêîå, ÷òî a

p(i)
i = ai è a

p(i)+1
i = ai +1. Äîïóñòèì, íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî p(1) � íàèìåíüøåå ñðåäè òàêèõ ÷èñåë,
ò. å. a

p(1)
1 = a1, a

p(1)
i ≤ ai ïðè i ≤ r è a

p(1)+1
1 = a1 + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ

l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

max(l1(a
p(1)
1 )i) ≤ a

p(1)
i

äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå íåðàâåí-
ñòâà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

max(l1(a
p(1)
1 )i) ≤ a

p(1)
i ≤ ai

äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , r}. Îòêóäà ñëåäóåò èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðå-
øèìîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè l1, l2, . . . , lr íà ïðîèçâîëüíîì âåêòî-
ðå a èç N

r. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ

ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln � èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà. Ïóñòü (ak)
∞
0

� ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ak)

∞
0 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò

÷èñëà i èç {1, 2, . . . , n}, òàêèå, ÷òî
lim

k→+∞
ak

i = ai < +∞.
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òàêèå ÷èñëà i ðàñïîëî-
æåíû ïîäðÿä è îáðàçóþò ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , r}, ãäå r ≤ n. Îòìåòèì
÷èñëî k, òàêîå, ÷òî ïðè k ≥ k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ak

i = ai äëÿ i èç
{1, 2, . . . , r}. Îáðàçóåì âåêòîð a = (a1, . . . , ar) è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l1, l2, . . . , lr èíôîðìàöèîí-
íî íåðàçðåøèìà íà âåêòîðå a. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî âåêòîð

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r)) 6≤ (a1, . . . , ar).

Äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l2, l3, . . . , lr ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà äî-
êàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì

max{max(l1(a1)1), . . . , max(l1(a1)n)}

÷åðåç c. Ïîñêîëüêó
lim

k→+∞
ak

i = +∞

ïðè i > r, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k, òàêîå, ÷òî ïðè k ≥ k âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ak

i > c ïðè i > r. Ïîëîæèì k̃ = max(k, k). Òîãäà ak̃
i = ak̃+1

i =

ai ïðè i ≤ r è ak̃
i > c ïðè i > r. Èç ðàâåíñòâà ak̃

1 = ak̃+1
1 è ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r), max(l1(a1)r+1), . . .

. . . , max(l1(a1)n)) = (max(l1(a
k̃
1)1), max(l1(a

k̃
1)2), . . .

. . . , max(l1(a
k̃
1)r), max(l1(a

k̃
1)r+1), . . . , max(l1(a

k̃
1)n)) 6≤

6≤ (ak̃
1, a

k̃
2, . . . , a

k̃
r , a

k̃
r+1, . . . , a

k̃
n).

Íî

(max(l1(a1)r+1), . . . , max(l1(a1)n)) ≤ (c, . . . , c) < (ak̃
r+1, . . . , a

k̃
n).

Çíà÷èò,

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r)) 6≤ (ak̃
1, a

k̃
2, . . . , a

k̃
r) =

= (a1, a2, . . . , ar).

Ïðîòèâîðå÷èå. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå.
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ìû ïîêàçàëè: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöè-
îííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíôîðìà-
öèîííîé ðàçðåøèìîñòè, òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ îñòîâíîé. Êîíå÷íî, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå îñòîâíûå
l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóåò åñòåñòâåííîìó òå÷åíèþ ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé: êàê òîëü-
êî èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ èãðîêîì
î÷åðåäíîãî õîäà, ¾ñîçðåëà¿, òàê îí ñðàçó äåëàåò õîä. Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü õîäîâ â ïðîöåññå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ïðîñòî ñ
l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî íåêîòîðûå èãðîêè ìîãóò ïðîïóñêàòü õîäû
â òå÷åíèå êàêîãî-òî âðåìåíè (õîòÿ îíè èõ îáÿçàòåëüíî ñäåëàþò). Îä-
íàêî ýòè ïðîïóñêè íå ïîâëèÿþò íà ðåçóëüòàòû ïðîöåññà. Â ïîäòâåð-
æäåíèå ïðèâåäåì ïðèìåð ìàòðè÷íîé èãðû. Â íåé êàæäûé èç èãðîêîâ
äåëàåò òîëüêî ïî îäíîìó õîäó, è ýòè õîäû äåëàþòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ìàòðè÷íîé èãðå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äåëàåò õîä èãðîê 1, íî ðå-
çóëüòàòû ñâîåãî õîäà îí íå ñîîáùàåò. Çàòåì äåëàåò õîä èãðîê 2. Ïîñëå
÷åãî îáà õîäà ñîîáùàþòñÿ îáîèì èãðîêàì.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln
ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíîãî èãðîêà i. Â îïðåäåëåíèè ñêàçàíî, ÷òî
âñÿêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir äîëæíà áûòü èíôîðìà-
öèîííî ðàçðåøèìà íà ëþáîì âåêòîðå a èç N

r. Òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè li (êîãäà r = 1).
Ðàññìîòðèì â äàííîì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííóþ ðàçðåøèìîñòü li íà
âñÿêîì âåêòîðå a èç N

1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â äàííîì ñëó÷àå a åñòü
ïðîñòî ÷èñëî èç N è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

max(li(a)i) ≤ a.

Êîìïîíåíòà li(a)i åñòü ñóæåíèå âåêòîðà li(a) íà ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîìåðîâ, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî íîìåðà i ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, . . . , n. Ðàñøèôðóåì íåðàâåíñòâî max(li(a)i) ≤ a. Çäåñü a � êîëè-
÷åñòâî õîäîâ, êîòîðûå ñäåëàë i-é èãðîê; li(a)i � ìíîæåñòâî íîìåðîâ
òåõ ñâîèõ õîäîâ, êîòîðûå (ñàìè õîäû: è èõ íîìåðà, è èõ ôèçè÷åñêóþ
ðåàëüíîñòü) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü èãðîêó i äëÿ ñîâåðøåíèÿ
(a+1)-ãî õîäà. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî èñòîëêîâàòü òàê:
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åñëè ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ êîððåêòíî, ðàçóìíî, ãàðìîíè÷íî, òî èãðîê,
ñîâåðøàÿ ñâîé (a+1)-é õîä, íå ìîæåò çíàòü ñâîèõ õîäîâ ñ áîëüøèìè,
÷åì a, íîìåðàìè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìîé 3.2 îòðèöàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ òèïà: ¾÷òî áû íè ñëó÷èëîñü äî òîãî, ìîå äåéñòâèå íà 100-ì
õîäó çàðàíåå îïðåäåëåíî è îäíîçíà÷íî¿. È âìåñòå ñ òåì, åñëè èãðîê
óæå çíàåò, êàêîå ðåøåíèå îí ïðèìåò ïðè õîäå ñ íîìåðîì (a + 1 + k),
òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí çíàåò ñâîè ðåøåíèÿ ïðè õîäàõ ñ íîìåðàìè
a+1, a+2, . . . , a+1+k−1; à ðàç îí çíàåò, êàêîé (a+1)-é õîä ñäåëàåò,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí åãî óæå ñäåëàë. Ó íåãî íåò ïðîáëåìû âûáî-
ðà (a+1)-ãî õîäà, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî òî,
êàêîâ õîä (à íå ýíåðãåòè÷åñêèå è ïðî÷èå çàòðàòû íà åãî ðåàëèçàöèþ).

Ðàíåå ìû ñêàçàëè, ÷òî ñ îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâÿçûâà-
åì ðåàëüíûé ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü r � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
áîëüøåå ëèáî ðàâíîå 2. Òîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N

r ðàâíà êîíòèíóóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî N
r ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ìîùíîñòü ìíîæå-

ñòâà âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N
r ðàâíà

êîíòèíóóìó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N

r íå áîëåå, ÷åì êîíòèíóóì. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì îñòîâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà a0 =

(0, 0, 0, . . . , 0), à ïðè k ≥ 1 ak = (ak
1, a

k
2, k, . . . , k), ãäå ïàðà (ak

1, a
k
2) ìî-

æåò ïðèíèìàòü ëèøü îäíî çíà÷åíèå èç òðåõ âàðèàíòîâ: (p, p − 1),
(q − 1, q) èëè (r, r). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ äàííîé
îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò ñîâïàäàþùèõ ïî ïåðâûì äâóì êîì-
ïîíåíòàì. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó òèïà (p−1, p, k, k, . . . , k) ÷èñëî 0, âåê-
òîðó òèïà (q, q − 1, r, r, . . . , r) ÷èñëî 1. Òîãäà âñÿêîé òàêîé îñòîâíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä
ìíîæåñòâîì {0, 1}, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Èç-
âåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì
{0, 1} èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Çíà÷èò è âûäåëåííîå íàìè ïîä-
ìíîæåñòâî îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíó-
óìà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà êîíòèíóóìó. Óòâåð-
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æäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì, êàêîâà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà
l = l1, l2, . . . , ln, ãäå n � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðå-
øèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l =

l1, l2, . . . , ln ðàâíà êîíòèíóóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî 3(N) êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (3(N))

n �
ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî (3(N))

n2

� ñ÷åòíî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðî-
èçâîëüíîå îòîáðàæåíèå l = l1, l2, . . . , ln èç N â (3(N))

n2

åñòü ñ÷åòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä ìíîæåñòâîì (3(N))

n2

. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
âñåõ òàêèõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà êîíòèíóóìó. Ïîýòî-
ìó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . ., ln ðàâíà êîíòèíóóìó. Çíà÷èò
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé íå áîëåå, ÷åì êîíòèíóóì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàéäåì ïîäìíîæåñòâî èíôîðìà-
öèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíê-
öèé ìîùíîñòüþ êîíòèíóóì. Ïóñòü

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k)) = ({1, 2, . . . , k − 1}, . . . , {1, 2, . . . , k − 1})
èëè

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k) = ({1, 2, . . . , k}, . . . , {1, 2, . . . , k}).
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíà áóäåò
èìåòü âèä ak = (k, k, . . . , k). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé. À çíà÷èò, âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé, îïèñàííàÿ ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöè-
îííî ñîñòîÿòåëüíîé. Çàêîäèðóåì ðàâåíñòâî

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k)) = ({1, 2, . . . , k − 1}, . . . , {1, 2, . . . , k − 1})
íóëåì, ðàâåíñòâî

(l1(p), l2(p), . . . , ln(p)) = ({1, 2, . . . , p}, . . . , {1, 2, . . . , p})
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åäèíèöåé. Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.1, ïîëó-
÷àåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ñ÷åòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì {0, 1} è âûäåëåííûì íàìè ïîä-
ìíîæåñòâîì èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èí-
ôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî âû-
äåëåííîå ïîäìíîæåñòâî èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóìà. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, ìíîæåñòâî îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîæåñòâî èí-
ôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ
ôóíêöèé èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Çàìåòèì, îäíà-
êî, ÷òî ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íåò ïðîñòîãî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ.
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INFORMATION SOLVABILITY IN MULTISTAGE GAMES
WITH A FINITE SET OF PLAYERS

Nikolai M. Slobozhanin, Faculty of Applied Mathematics and
Control Processes, Saint-Petersburg State University, Saint-Petersburg,
Cand.Sc. (nickmsl@mail.ru).

Abstract : Multistage games with separated dynamics are considered in
the paper. The basis of extensive form dynamic game simulation is a
de�nition of its information structure. J. von Neumann, G. Owen, H.W.
Kuhn and others simulated information by means of information sets
in their constructions. No doubt, this is a rigorous approach but it
has an evident drawback of excessive generality. In the present paper
information structure is simulated by means of information vector-
functions of players. But apparently not any ordered according to players
collection of information vector-functions corresponds to an adequate
description of information structure process dynamics. In the paper the
adequacy mentioned is de�ned by the concept of information solvability
of an ordered information vector-function collection.

Keywords : multistage game, extensive game form, information vector-
function, information solvability of an ordered collection of information
vector-functions.


