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Ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû Γ1,2 è Γ2,1 íà ïëîñêîñòè îäíîãî
¾áûñòðîãî¿ ïðåñëåäîâàòåëÿ P è äâóõ ¾ìåäëåííûõ¿ óáåãàþùèõ
E1 è E2, äåéñòâóþùèõ êàê îäèí èãðîê E = (E1, E2). Â èãðå
Γl,3−l çàäà÷åé P ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñáëèæåíèå äî ðàñ-
ñòîÿíèé R ñ El è 0 ñ E3−l çà âîçìîæíî êîðîòêîå ñóììàðíîå
âðåìÿ, l ∈ {1, 2}. Èãðà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ êîíôëèêòíîé ñèòó-
àöèè, ãäå ïðåñëåäóåìûé îáúåêò èñïîëüçóåò ëîæíóþ öåëü äëÿ
òîãî, ÷òîáû îòâëå÷ü ðåñóðñû ïðåñëåäîâàòåëÿ íà åå êëàññèôè-
êàöèþ, êîòîðàÿ îñóùåñòâèìà ñ ðàññòîÿíèÿ R > 0. Ïðè ýòîì
ïðåñëåäîâàòåëü äîëæåí ñêîíñòðóèðîâàòü ïîäõîäÿùèå ñòðàòå-
ãèè è îöåíèòü ñâåðõó âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé
ïîèìêè èñòèííîé öåëè. Ïîñëåäíèé ýòàï ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðîñòåéøóþ èãðó ΓII

l,3−l ïðåñëåäîâàíèÿ E3−l. Íà ïåðâîì ýòàïå
ΓI

l,3−l ôóíêöèîíàë ïëàòû ðàâåí ñóììå âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî
íà ñáëèæåíèå äî ðàññòîÿíèÿ R ñ El, è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè öåíû
ΓII

l,3−l â òåðìèíàëüíîì ñîñòîÿíèè. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ òîëüêî
ðåøåíèå ΓI

1,2, ïîñêîëüêó ΓI
2,1 ïîëó÷àåòñÿ èç íåå ñìåíîé ðîëåé

óáåãàþùèõ. Ñòðîèòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îñ-
íîâíîãî óðàâíåíèÿ ΓI

1,2, ñòðàòåãèè èãðîêîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
èì íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíê-
öèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïëàòû. Äîêàçû-
âàåòñÿ ñîâïàäåíèå ýòîé ôóíêöèè ñ ôóíêöèåé öåíû èãðû ΓI

1,2.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä Àéçåêñà, äèñêðèìèíèðóþùèå ïîçèöèîííûå
ñòðàòåãèè, ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì ôóíêöèÿ öåíû, ëîæíàÿ öåëü.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå èãðû Γ1,2 è Γ2,1 ïðåñëåäîâàòåëÿ P è
äâóõ óáåãàþùèõ E1 è E2, äåéñòâóþùèõ êàê îäèí èãðîê E = (E1, E2).
Âñå ó÷àñòíèêè ñîâåðøàþò áåçûíåðöèîííûå äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè.
Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü P , ïðèíÿòàÿ çà åäèíèöó, áîëüøå ìàêñèìàëü-
íûõ ñêîðîñòåé β1 è β2 óáåãàþùèõ E1 è E2. Â èãðå Γl,3−l â êà÷åñòâå ïëà-
òû P âûñòóïàåò ñóììàðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ñáëèæåíèå ñ El äî
ðàññòîÿíèÿ R ≥ 0 è ïîñëåäóþùóþ òî÷å÷íóþ ïîèìêó E3−l, l ∈ {1, 2}.

Ïðîñòåéøèå èãðû ïîî÷åðåäíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î çíà÷åíèÿõ R, β1, β2 è ñïîñîáàõ âûáîðà ïîðÿäêà
ïðåñëåäîâàíèÿ óáåãàþùèõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1,7,10�13,16].
Îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ïî èãðàì ïîî÷åðåäíîãî
ïðåñëåäîâàíèÿ è ñìåæíîé òåìàòèêå ìîæíî íàéòè â [19].

Èãðà Γl,3−l ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé
ïðåñëåäóåìûé îáúåêò èñïîëüçóåò ëîæíóþ öåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû îò-
âëå÷ü ðåñóðñû ïðåñëåäîâàòåëÿ íà åå êëàññèôèêàöèþ [2]. Îïîçíàíèå
õàðàêòåðà öåëè âîçìîæíî òîëüêî ñ ðàññòîÿíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
R. P òðåáóåòñÿ âûðàáîòàòü ñòðàòåãèþ è îöåíèòü ñâåðõó âðåìÿ, êîòî-
ðîå ïîíàäîáèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îñóùåñòâèòü òî÷å÷-
íóþ ïîèìêó èñòèííîé öåëè ïðè íåèçìåííîì ïîðÿäêå ïðåñëåäîâàíèÿ
P

R→ El
0→ E3−l. Ïîýòîìó Γl,3−l ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Âòîðîé ýòàï

ìîäåëèðóåòñÿ ïðîñòåéøåé èãðîé ïðåñëåäîâàíèÿ ΓII
l,3−l [3]. Íà ïåðâîì

ýòàïå ΓI
l,3−l ôóíêöèîíàë ïëàòû âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà âðåìåíè, çà-

òðà÷åííîãî íà ñáëèæåíèå äî ðàññòîÿíèÿ R ñ El, è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
öåíû ΓII

l,3−l â òåðìèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.
Ïîñêîëüêó èãðû ΓI

1,2 è ΓI
2,1 îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ðîëÿìè óáåãàþùèõ,

äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç íèõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ΓI

1,2 ñòðîÿòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé, ñòðàòåãèè èãðîêîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì íåïðåðûâíàÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèîíàëà ïëàòû. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ãäå ñòûêóþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
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ñêèå òðàåêòîðèè èç ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé öåíû ΓI

1,2.

2. Îïèñàíèå èãð

Ïóñòü ïåðåìåííûå ñ èíäåêñîì p îòíîñÿòñÿ ê ïðåñëåäîâàòåëþ P ,
ñ èíäåêñàìè 1, 2 � ê óáåãàþùèì E1 è E2, ñ èíäåêñîì e � ê èãðî-
êó E = (E1, E2) ñîîòâåòñòâåííî. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò èãðîêîâ íà
ïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò âûáèðàåìûõ èìè óïðàâëåíèé îïèñûâà-
åòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ż(t) = u(t) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì z(0) = z0, ãäå z = (zp, ze) � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò (ñîñòî-
ÿíèå), ze = (z1, z2), z0 = (z0

p , z
0
e) � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, z0

e = (z0
1 , z

0
2),

u = (up, ue) � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ue = (u1, u2), zj ∈ R2

� êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, uj ∈ R2 � óïðàâëåíèÿ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðûõ â ëþáîé ìîìåíò èãðû t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì
up(t) ∈ Up = {p : ||p|| ≤ 1}, ue(t) ∈ Ue = U1 × U2, Ul = {ql : ||ql|| ≤ βl},
0 ≤ βl < 1, ||v|| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà v, j ∈ J = {p, 1, 2},
l ∈ L = {1, 2}.

Ïóñòü R > 0 � ðàäèóñ ïåðâîãî ïî ïîðÿäêó çàõâàòà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Z = R6 èãðîâîå ïðîñòðàíñòâî, Zf

l = {z : ||zl − zp|| ≤ R} ìíîæå-
ñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ El ñ÷èòàåòñÿ çàõâà÷åííûì, ÷åðåç ∂Zf

l =

{z : ||zl − zp|| = R} åãî ãðàíèöó, ÷åðåç Zf,ε
l = {z : ||zl − zp|| ≤ R − ε}

âíåøíþþ ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû, 0 < ε < R, à ÷åðåç Zi
l = Z\Zf

l

ìíîæåñòâî èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé, l ∈ L.
Èãðà Γl,3−l ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà, äî R-çàõâàòà El è ïîñëå.

Âòîðîé ýòàï ΓII
l,3−l ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ èãðó ïðåñëåäîâà-

íèÿ E3−l, ðåøåíèå êîòîðîé õîðîøî èçâåñòíî; ñì., íàïðèìåð, [3]. Äëÿ
çàäàííûõ íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè z(·) = {z(τ)}τ≥0 è 0 < ε < R

ôóíêöèîíàë ïëàòû â èãðå ïåðâîãî ýòàïà ΓI
l,3−l ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

T ε
l,3−l(z(·)) =





τ ε
l,3−l +

||z3−l(τ
ε
l,3−l)− zp(τ

ε
l,3−l)||

1− β3−l
, åñëè τ ε

l,3−l < ∞,

∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

τ ε
l,3−l(z(·)) =

{
min{τ : z(τ) ∈ Zf,ε

l }, åñëè ∃τ : z(τ) ∈ Zf,ε
l ,

∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(2.1)

Äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ∈ Zi
l , ðàçáèåíèÿ ∆p ïîëó-
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îñè R+ è äèñêðèìèíèðóþùåé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàíèÿ1
Up : Zi

l × Ue → Up îáîçíà÷èì ÷åðåç Zp(z
0,Up, ∆p) ìíîæåñòâî ïîøàãî-

âûõ äâèæåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ż(t) ∈ co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)}, (2.2)

ãäå ∆p = {tp0, tp1, . . .}, tp0 = 0, tpi ≤ t < tpi+1, i ∈ N, tpi −→
i→∞

∞. Ýëåìåí-
òàìè Zp(z

0,Up, ∆p) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè z(·) : R+ → Z,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) = z0 è
ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà [0, θ] äëÿ ëþáîãî θ > 0 àáñîëþòíî íåïðåðûâíû
è óäîâëåòâîðÿþò (2.2) ïî÷òè ïðè âñåõ t ∈ [0, θ].

Ñëåäóÿ êîíöåïöèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà [6,8,9], îïðåäå-
ëèì îöåíêó âðåìåíè, êîòîðîå áóäåò çàòðà÷åíî íà ìàíåâð P

R→ El
0→

E3−l. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðèìèíèðóþùèõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòå-
ãèé ïðåñëåäîâàíèÿ è ïðåäåëîâ ëîìàíûõ Ýéëåðà â êà÷åñòâå ïîðîæäà-
åìûõ äâèæåíèé â èãðå ΓI

l,3−l, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè z(0) =

z0, ýòà îöåíêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

Ťl,3−l(z
0) = lim

ε→0+
Ť ε

l,3−l(z
0), (2.3)

ãäå Ť ε
l,3−l(z

0) = min
Up

Ť ε
l,3−l(z

0,Up),

Ť ε
l,3−l(z

0,Up) = lim
|∆p|→+0

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p), |∆p| = sup
i∈N

(tpi+1 − tpi ),

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p) = sup
z(·)∈Zp(z0,Up,∆p)

T ε
l,3−l(z(·)).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò T̂l,3−l äëÿ E.
Äëÿ ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè óêëîíåíèÿ Ue : Zi

l → Ue ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðàçáèåíèÿ ∆e è ìíîæåñòâà ïîøàãîâûõ äâèæåíèé Ze(z

0,Ue, ∆e)

îïòèìàëüíîå âðåìÿ óêëîíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

T̂l,3−l(z
0) = lim

ε→+0
T̂ ε

l,3−l(z
0), (2.4)

1Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãèÿìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
P â ëþáîì ñîñòîÿíèè çíàåò òî ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå âûáðàë E íà
áóäóùåì ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè.
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ãäå T̂ ε
l,3−l(z

0) = max
Ue

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue),

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue) = lim
|∆e|→+0

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue, ∆e), |∆e| = sup
i∈N

(tei+1 − tei ),

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue, ∆e) = inf
z(·)∈Ze(z0,Ue,∆e)

T ε
l,3−l(z(·)).

Äëÿ ëþáûõ ïàð ñòðàòåãèé (Up,Ue) è ðàçáèåíèé (∆p, ∆e) ìîæíî îïðå-
äåëèòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîøàãîâûõ äâèæåíèé Z(z0,Up,Ue, ∆p, ∆e)

= Zp(z
0,Up, ∆p) ∩ Ze(z

0,Ue, ∆e). Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p) ≥ T ε
l,3−l(z(·)) ≥ T̂ ε

l,3−l(z
0,Ue, ∆e), (2.5)

z(·) ∈ Z(z0,Up,Ue, ∆p, ∆e). Ïîýòîìó

Ťl,3−l(z
0) ≥ T̂l,3−l(z

0), ∀z0. (2.6)

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà Ťl,3−l è T̂l,3−l ôóíêöèÿ Tl,3−l : Z → R+, êîòîðàÿ â
êàæäîì ñîñòîÿíèè ïðèíèìàåò èõ îáùåå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé öåíû èãðû ΓI

l,3−l, l ∈ L.

3. Èññëåäîâàíèå ΓΓΓI
1,2

3.1. Îñíîâíîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
Ïóñòü H(z, up, ue, λ) = λp · up + λ1 · u1 + λ2 · u2 + 1, ãäå λ = (λp, λe),

λe = (λ1, λ2), λj ∈ R2, j ∈ J . Äëÿ ΓI
1,2 âûïîëíåíî óñëîâèå Àéçåêñà

H∗(z, λ) = min
up∈Up

max
ue∈Ue

H(z, up, ue, λ) = max
ue∈Ue

min
up∈Up

H(z, up, ue, λ), (3.1)

ãäå H∗(z, λ) = −||λp||+ β1||λ1||+ β2||λ2||+ 1, è îñíîâíîå óðàâíåíèå [3]
èìååò âèä

H∗(z, λ) = 0, (3.2)
åñëè â êà÷åñòâå ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé λ âûñòóïàåò ãðàäèåíò ôóíê-
öèè öåíû T1,2. Ïðè λ 6= 0 ïðåäñòðàòåãèè [8] çàâèñÿò òîëüêî îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ,

up(λp) = −λp/||λp||, ul(λl) = βlλl/||λl||, l ∈ L, (3.3)

à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ êàê

żp = −λp/||λp||, żl = βlλl/||λl||, l ∈ L, λ̇j = 0, j ∈ J. (3.4)



Ïîî÷åðåäíîå ïðåñëåäîâàíèå 107

Åñëè æå λj0 = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j0 ∈ J , òî ïðåäñòðàòåãèÿ uj0(λj0)

ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò â
ãàìèëüòîíèàíå H∗, à óðàâíåíèå � â (3.4).

3.2. Äåêîìïîçèöèÿ èãðîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü V : Z → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-

åò (3.2) è (3.4), à òàêæå óñëîâèÿì V (zf ) = K(zf ) = ||zf
2 −zf

p ||/(1−β2),
∀zf ∈ Zf

1 , è Vz(h(s)) · hs(s) = Kz(h(s)) · hs(s), ãäå z = h(s), s ∈ S,
� ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òîé ÷àñòè ∂Zf

l , êîòîðàÿ ñîñòîèò
èç òåðìèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé, z2 6= zp. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèÿìè èç [4,18] â
èãðå ΓI

1,2 íàçîâåì îáëàñòü Zr
1 ⊂ Zi

1 ðåãóëÿðíîé (çäåñü è äàëåå îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè V ), åñëè

• V ∈ C2(Zr
1) è H∗ ∈ C2(Zr

1×Λr), ãäå Λr � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà {λ : λ = Vz(z), z ∈ Zr

1},

• õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå z∗(·) è λ∗(·) = Vz(z(·)), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ëþáóþ çàäàí-
íóþ òî÷êó (z∗(0), λ∗(0)), z∗(0) ∈ Zr

1 è λ∗(0) = Vz(z(0)) ∈ Λr.

Ñîñòîÿíèå z ∈ Zi
1 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò

íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Zr
1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå

íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ñèíãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-
øèì, åñëè

• ñóùåñòâóåò åãî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü N , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå N−∪S∪N+, ãäå S � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü, à N− è N+ � ðåãóëÿðíûå îáëàñòè,

• ãðàäèåíò Vz ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåí èç N− è N+ íà
S.

Ïðîñòåéøèå ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè � ãëàäêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè,
êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïðîñòåéøèõ ñèíãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèé.

Âäîëü ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü H∗ èëè
V . Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ è êëàññèôèêàöèè
ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé [3,4,15,18]. Ïðèìåðàìè ïðîñòåéøèõ ñèí-
ãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ðàññåèâàþùèå è ðàçäåëÿþùèå. Èç
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êàæäîé òî÷êè ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè ïîä íåíóëåâûì óãëîì ê
íåé âûõîäÿò äâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ.
Ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
òðàåêòîðèåé èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà, ÷åðåç ñîñòîÿíèÿ íà êîòîðîé íå
ïðîõîäÿò õàðàêòåðèñòèêè èç äðóãèõ ñåìåéñòâ.

3.3. Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïëà-
òû íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ

Îïèøåì êîðîòêî ðåçóëüòàòû ñèíòåçà ïîëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ïëàòû äëÿ íèõ [11,
14], èñïîëüçóÿ ðåäóöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå
z ∈ Zi

1 ïðîåöèðóåòñÿ â (d1, d2, γ), ãäå d1 > R è d2 > 0 � ðàññòîÿíèÿ
îò P äî E1 è E2, à −π < γ ≤ π � óãîë ìåæäó ëó÷àìè PE1 è PE2.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà èñïîëüçóåòñÿ óãîë α ìåæäó âñïîìîãàòåëüíîé
îñüþ è îñüþ àáñöèññ, è âñå óãëû ϕΓ

1 , ψΓ
1 è ψΓ

2 , îïðåäåëÿþùèå íàïðàâ-
ëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ äâèæåíèé P , E1 è E2 ïðè çàäàííûõ d1

è α, îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé îñè; ñì. ðèñ. 1�3 (a);
τ1,2 � ìîìåíò R-âñòðå÷è, P è E1; σ1 = d1/R. Â ñîñòîÿíèÿõ z ∈ Zi

1, ãäå
Vz1(z) 6= 0, îñíîâíîå óðàâíåíèå (3.2) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ
óïðàâëåíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ϕΓ
1 = arcsin β1σ

−1
1 sin α,

ψΓ
1 = arcsin σ−1

1 sin α,

ψΓ
2 = 2ψΓ

1 + ϕΓ
1 .

(3.5)

Îíè â ÷àñòíîñòè îçíà÷àþò, ÷òî íà ïåðâîì ýòàïå P ¾ïðèöåëèâàåòñÿ¿
âäîëü ôèêñèðîâàííîãî ëó÷à â òî÷êó íà îâàëå Äåêàðòà, à íà âòîðîì
ýòàïå äâèæåòñÿ ïî îòðàæåííîìó ëó÷ó äî ìîìåíòà òî÷å÷íîé âñòðå÷è
ñ E2. Ïðè ýòîì óãîë óãîë ïàäåíèÿ ïåðâîãî ëó÷à îêàçûâàåòñÿ ðàâåí
óãëó îòðàæåíèÿ âòîðîãî.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé (3.5) ñèíòå-
çèðóåòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, âûäåëÿþòñÿ ðåãóëÿð-
íûå îáëàñòè è ðàçäåëÿþùèå èõ ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè. Íà ðèñ. 1�3
(b) è (c) èçîáðàæåíû ïðîåêöèè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ òðàåêòîðèé.
Íà ðèñ. 1 (c) ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ ðàññåèâàþùåé
ïîâåðõíîñòè D1,2, ãäå âñå èãðîêè èìåþò âîçìîæíîñòü ìãíîâåííîãî
âûáîðà îäíîãî èç äâóõ ðàâíîöåííûõ âàðèàíòîâ. Íà ðèñ. 2 (c) ñîñòî-
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ÿíèå, â êîòîðîì E2 = E1, à íà ðèñ. 3 (c) îáëàñòü ZII
1,2 � ýòî ïðî-

åêöèè ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ V (z) = ||z2 − zp||/(1 − β2) è,
ñëåäîâàòåëüíî, Vz1(z) = 0. Ïðè ýòîì ZII

1,2 îãðàíè÷åíà ÷àñòÿìè äâóõ
ëó÷åé |y| = tg

(
ϕΓ

1 − α∗
)
x, x ≥ 0, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåê-

öèè ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé è êðèâîé, èìåþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå

(x, y) = d1
sin(ψΓ

1 − α) sin(ψΓ
2 − ϕΓ

1 )

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 ) sin(ψΓ
2 − α)

e
(
ψΓ

1 − α
)
, α ∈ A1,2,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè D′
1,2; α∗ =

arcsin σ1; e(a) = (cos(a), sin(a));

A1,2 =





{α : |α| < arcsin σ1

√
(4− (β1 + σ1)2) /(1− β1σ1)/2},

åñëè σ1 < β1

{α : |α| ≤ α∗}, åñëè σ1 ≥ β1.

(3.6)

Åñëè â ñîñòîÿíèè z ∈ Zi
1, êîòîðîå èìååò ðåäóöèðîâàííûå êîîðäè-

íàòû (d1, d2, γ), õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äâèæåíèÿ èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ
óãëàìè (3.5) ïðè α ∈ A1,2, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèÿì

sgn α = − sgn γ,

d1 sin(ψΓ
1 − α) sin(ψΓ

2 − ϕΓ
1 )− d2 sin(ψΓ

1 − ϕΓ
1 ) sin(ψΓ

2 − α− γ) = 0,

(3.7)

òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ôóíêöèîíàë
ïëàòû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

V (z) =
d2

1− β2

sin(ψΓ
2 − ψΓ

1 − α− γ)

sin ψΓ
1

. (3.8)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ñîñòîÿíèå z ðåãóëÿðíî, òî ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå V ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Vzp(z) =
1

1− β2

sin(ψΓ
1 + ϕΓ

1 )

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 )
e(ϕΓ

1 ),

Vz1(z) =
2

β1(1− β2)

sin ϕΓ
1 cos ψΓ

1

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 )
e(ψΓ

1 ),

Vz2(z) =
1

1− β2

e(ψΓ
2 + π).

(3.9)
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(a)

P

P τ1,2

E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1
α ψ1 ψ2

x

y

x′

γ

P E1

(b)

(c)

P E1 D1,2

Ðèñóíîê 1. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 < β1
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(a)

P P τ1,2=E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1=α
ψ1

ψ2

x

y

x′

γ

(b)

P E1

(c)

P E1

Ðèñóíîê 2. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 = β1



112 È.È. Øåâ÷åíêî

P
P τ1,2

E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1
α

ψ1 ψ2

x

y

x′

γ

(a)

P E1

(b)

D′
1,2

P E1 ZII
1,2

(c)

Ðèñóíîê 3. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 > β1
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3.4. Ãàðàíòèðóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè V

Ñ ôóíêöèåé V : Z → R+ ñâÿçàíà äåêîìïîçèöèÿ èãðîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òîëüêî ðàññåèâàþùèå è ðàçäåëÿþùèå
ïîâåðõíîñòè; ñì. ðèñ. 1�3 (c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U∗p (z, ue) äèñêðèìèíè-
ðóþùóþ ïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþ ïðåñëåäîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäïèñû-
âàåò P äâèæåíèå â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííîì îòíî-
ñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ (zp, z1 +β1u1/||u1||δt, z2 +β2u2/||u2||δt), ïîä óãëîì
ϕΓ

p ê âñïîìîãàòåëüíîé îñè ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ; δt → +0. Ïóñòü
òàêæå U∗e (z) � ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ óêëîíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäïèñû-
âàåò äâèæåíèÿ E1 è E2 â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííîì
îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ z, ïîä óãëàìè ψΓ

1 è ψΓ
2 +π ê âñïîìîãàòåëüíîé

îñè íà ñêîðîñòÿõ β1 è β2; ñì. ðèñ. 1-3 (à).

Òåîðåìà 3.1. V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé öåíû èãðû ΓI
1,2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì Ť ε
1,2(z

0,U∗p , ∆p) äëÿ çàäàííûõ z(0) = z0, ∆p

è ε. Ïîñêîëüêó V äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì,
V (z(tpi+1))− V (z(tpi )) = ∂υi

V (z(tpi ))δt
p
i + o(δtpi ), (3.10)

ãäå tpi+1 = tpi +δtpi , z(tpi+1) = z(tpi )+υiδt
p
i , υi ∈ Υi = co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)},

i = 0, 1, . . . . Ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî z(tpn) ∈ Zf,ε, ïî-
ñêîëüêó, èñïîëüçóÿ U∗p , íà êàæäîì èíòåðâàëå P ñîêðàùàåò ðàññòîÿíèå
äî E1.

Åñëè z(tpi ) � ðåãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå, òî ∂υi
V (z(tpi )) = Vz(z(tpi ))υi.

Ïóñòü z(tpi ) � ñèíãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå è N � åãî îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå N−∪S ∪N+, ãäå S � ðàññåèâàþùàÿ
èëè ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü; ñì. ðèñ. 1-3 (ñ). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç V − è V + ãëàäêèå ñóæåíèÿ ôóíêöèè V íà N− è N+. Åñëè âäîëü
âåêòîðà äâèæåíèÿ υi ∈ Υi ñîñòîÿíèå z(tpi ) ïåðåâîäèòñÿ â z(tpi+1), êî-
òîðîå ëåæèò â N− èëè N+, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂υi

V (z(tpi )) ðàâíà
V −

z (z(tpi ))υi èëè V +
z (z(tpi ))υi. Â ëþáîì ñëó÷àå (ñì. ìàêñèìèííóþ ÷àñòü

(3.1) è îñíîâíîå óðàâíåíèå (3.2))
∂υi

V (z(tpi )) ≤ −1, ∀υi ∈ Υi. (3.11)
Äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (3.11). Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè U∗p âàðèàíòû äâèæåíèÿ âäîëü ðàññåèâàþùèõ ïîâåðõíî-
ñòåé D1,2 èëè D′

1,2 èñêëþ÷àþòñÿ.
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Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè (3.10), ñ ó÷åòîì (3.11) ïîëó÷àåì
îöåíêó V (z0) ≥ Ť ε

1,2(z
0,U∗p , ∆p) + o(|∆p|). Óñòðåìëÿÿ ñíà÷àëà |∆p|, à

çàòåì ε ê íóëþ, èìååì

V (z0) ≥ Ť1,2(z
0,U∗p ). (3.12)

Ïðè÷åì Ť1,2(z
0,U∗p ) ïðåäñòàâëÿåò íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðå-

çóëüòàò äëÿ P , ò.ê. (ñì. ìèíèìàêñíóþ ÷àñòü (3.1) è îñíîâíîå óðàâ-
íåíèå (3.2))

∂υi
V (z(tpi )) ≥ −1, ∀υi ∈ co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)}, ∀Up,

à, ñëåäîâàòåëüíî, Ť1,2(z
0,Up) ≥ Ť1,2(z

0,U∗p ), ∀Up.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

V (z0) ≤ T̂1,2(z
0,U∗e ), (3.13)

è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî U∗e îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé
ðåçóëüòàò äëÿ E. Íåðàâåíñòâî (2.6) âìåñòå (3.12) è (3.13) îçíà÷àåò,
÷òî V (z0) = Ť1,2(z

0,U∗p ) = T̂1,2(z
0,U∗e ) = T1,2(z

0).

4. Çàêëþ÷åíèå
Â ðåãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ãðàäèåíò ïîñòðîåííîé ôóíêöèè V ÷åðåç

ïðåäñòðàòåãèè îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèé èãðîêîâ âäîëü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ΓI

2,1. Îäíàêî â èññëåäîâàííîé ìîäåëè
ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êëàññà äèñêðèìèíèðóþùèõ
ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàíèÿ, êàê â ñèíãóëÿðíûõ, òàê è ðå-
ãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ðàñïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé îá
óïðàâëåíèè E íà áóäóùåì ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè, P ãàðàíòèðóåò â
êàæäîì ñîñòîÿíèè äâèæåíèå âäîëü íàïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî
òðåáóåìûé çíàê ãàìèëüòîíèàíó; ñì., íàïðèìåð, (3.2). Íà ñàìîì äå-
ëå äëÿ òîãî, ÷òîáû â îïèñàííîé ñõåìå ñôîðìèðîâàòü óïðàâëåíèå íà
ïåðèîä [tj, tj+1), êîòîðîå îáåñïå÷èò áëèçêèé ê ïîëó÷åííîìó ãàðàíòè-
ðîâàííûé ðåçóëüòàò, P ìîæåò ïðîñòî èñïîëüçîâàòü íå ¾ïðåäñêàçàí-
íîå¿ ñîñòîÿíèå (zp(tj), z1(tj) + β1u1/||u1||δtj, z2(tj) + β2u2/||u2||δtj), à
(zp(tj), ze(tj−1)).

Â Γ1,2 ñëó÷àé òî÷å÷íîãî çàõâàòà îáîèõ óáåãàþùèõ [1,7,10,14,16]
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ïðè R → +0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ΓI
2,1 ñîâïàäàåò ñ èãðîé ΓI

1,2, â êîòîðîé E1 è E2 ìå-
íÿþòñÿ ðîëÿìè. Êðîìå ýòîãî, ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
ΓI

1,2 ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå ìîäåëåé, ãäå äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íîìåð óáåãàþùåãî äëÿ ïåðâîî÷åðåä-
íîé R-âñòðå÷è íå ôèêñèðóåòñÿ, à îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ
èãðû [1,7,14,16].
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TIME-OPTIMAL PURSUIT OF TWO EVADERS IN
GIVEN SUCCESSION

Igor I. Shevchenko, TINRO-Center, Far East Federal University,
associate professor (igor@tinro.ru).

Abstract : The paper studies two games, Γ1,2 and Γ2,1, of a faster pursuer
P and two slower evaders E1 and E2 controlled by a player E. P , E1

and E2 move in the plane with simple motions. In Γl,3−l, P strives to
approach El, and then capture E3−l in minimum total time, l ∈ {1, 2}.
Γl,3−l models tactic operations where E sets a decoy to seduce P to follow
it, and P is to construct a pursuit strategy and evaluate a guaranteed
total time needed to reclassify the decoy (El) and to seize the real target
(E3−l). Γl,3−l is divided into two stages. The second stage is a simple
pursuit game ΓII

l,3−l with a known solution. At the �rst stage ΓI
l,3−l, the

payo� is equal to the sum of the duration and the value of ΓII
l,3−l at the

terminal state. We analyze ΓI
1,2 in detail using the classic characteristics

for Isaacs-Bellman equation.

Keywords : Isaacs' approach, discriminating feedback strategies, singular
surfaces, directionally di�erentiable value function, decoy.


