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В работе предложены новые математические модели для представления прио-
ритетной очереди в виде n последовательных FIFO-очередей. На основе этих
моделей предложены алгоритмы и комплекс программ, которые позволяют для
заданных вероятностей выполнения основных операций находить оптимальный
способ представления приоритетной очереди в смысле максимизации среднего
времени до переполнения памяти и в смысле минимизации доли потерянных
при переполнении элементов.

Ключ е вы е c л о в а: приоритетная очередь, FIFO-очереди, случайное блуж-
дание, цепи Маркова, динамические структуры данных.

A. V. Sokolov, A. V. Drats. OPTIMAL CONTROL OF PRIORITY
QUEUE IN SINGLE LEVEL MEMORY

The paper contains new mathematical models concerning representation of a
priority queue in single level memory as n serial FIFO queues. Proceeding from
these models we propose the algorithms and programs which allow to find the
optimal way of representation of a priority queue in the sense of maximizing the
average time until memory overflow and in the sense of minimizing the proportion
of lost elements when the probabilities are known.

K e y wo r d s: Priority queue, FIFO-queues, random walks, Markov chains, dynamic
data structures.

Введение

Во многих приложениях используется
структура данных, в которой основными опе-
рациями являются вставка элемента и уда-
ление элемента с наибольшим приоритетом
(ключом). Такую структуру данных называ-
ют приоритетной очередью. Основными ме-
тодами реализации такой структуры данных
являются упорядоченные и неупорядоченные
списки, массивы, бинарные деревья, пирамиды

([Кормени др., 2000; Кнут, 2001; Боллапаргада
и др., 2002]).

В этих и других работах различные мето-
ды представления приоритетной очереди срав-
ниваются с точки зрения стоимости (време-
ни) выполнения основных операций. Целью
данной работы является изучение динамики
изменения длины очереди в разных методах
представления. При этом допускается возмож-
ность ее переполнения, что, например, в марш-
рутизаторах является обычной ситуацией. В
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работе будут рассмотрены представления в
виде массива и в виде n последовательных
FIFO-очередей. Предлагаются новые матема-
тические модели в виде случайных блужданий
по целочисленной n-мерной решетке, описы-
вающие работу приоритетной очереди, пред-
ставленной в виде n последовательных FIFO-
очередей. Для представления в виде масси-
ва использована предложенная ранее модель
в виде одномерного случайного блуждания.
На основе этих моделей разработаны програм-
мы, которые позволяют для заданных значе-
ний параметров проектируемой или настраи-
ваемой программной или аппаратной системы
выбирать оптимальный метод представления
приоритетной очереди.

В случае представления в виде массива
вместе с каждым элементом необходимо хра-
нить его приоритет. В этом случае переполне-
ние наступит только тогда, когда вся свобод-
ная память закончится, но часть памяти тра-
тится на хранение приоритетов.

В случае представления приоритетной оче-
реди в виде n последовательных FIFO-
очередей все элементы с одинаковыми прио-
ритетами помещаются в одну FIFO-очередь.
(Число FIFO-очередей равно количеству при-
оритетов в приоритетной очереди). Каждой
FIFO-очереди выделен свой участок памя-
ти. В этом случае память не тратится на
хранение приоритетов, но могут возникнуть
потери памяти тогда, когда одна из FIFO-
очередей полностью исчерпает свою часть па-
мяти, а остальные заполнят ее не полностью.
Здесь возникает дополнительная задача оп-
тимального разбиения памяти между FIFO-
очередями.

Если использовать связанное представле-
ние очередей, т. е. хранить каждую FIFO-
очередь не в виде массива, а в виде связно-
го списка, то этот метод представления при-
оритетной очереди сводится к представлению
в виде массива. Вместе с каждым элементом
хранить нужно будет не его приоритет, а ука-
затель на следующий элемент FIFO-очереди.
Поэтому этот случай представления приори-
тетной очереди мы отдельно рассматривать не
будем.

В качестве первого критерия оптимально-
сти рассмотрим среднее время работы до пе-
реполнения T . Этот критерий применяется в
том случае, если переполнение является ава-
рийной ситуацией.

Переполнение памяти не всегда является
аварийной ситуацией. Если допускаются поте-
ри элементов, то в случае попытки включения
элемента, он просто отбрасывается, если нет

свободной памяти для него. Так продолжает-
ся до тех пор, пока не появится свободная па-
мять, т. е. до исключения элемента. Такое по-
ведение очереди называется «сбросом хвоста»
[Боллапаргада и др., 2002]. Такая схема при-
меняется, например, в работе сетевых марш-
рутизаторов. В этом случае разумно будет ми-
нимизировать долю времени, которую приори-
тетная очередь проводит в состоянии «сброса
хвоста» P ∗. Тем самым минимизируется доля
потерянных элементов. Эта величина рассмот-
рена в качестве второго критерия. Будем счи-
тать, что такая схема работы применяется в
течение длительного промежутка времени, по-
этому время можно условно считать бесконеч-
ным.

Постановка задачи

Рассмотрим очередь с n приоритетами, рас-
положенную памяти размера m (m > n). Бу-
дем считать, что время дискретно, и в каждый
момент времени происходит одна из следую-
щих операций:

• Вставить элемент с приоритетом i с веро-
ятностью pi (1 6 i 6 n);

• Удалить элемент с наибольшим приори-
тетом с вероятностью q;

• Найти элемент с наибольшим приорите-
том с вероятностью r.

p1 + · · ·+ pn + q + r = 1.
Вероятности не зависят от времени и коли-

чества элементов в очереди. Наивысший при-
оритет равен n, наименьший – 1. Работа начи-
нается с пустой очереди. Предположим также,
что не происходит завершения работы в слу-
чае исключения элемента из пустой структуры
данных.

Требуется построить математические моде-
ли рассматриваемых методов представления
приоритетной очереди, на их основе найти
среднее время работы T и долю времени P ∗ и
разработать программы выбора лучшего мето-
да представления приоритетной очереди для
данных критериев оптимальности.

Критерий максимизации времени
работы до переполнения. Представ-
ление в виде массива

Введем обозначения: p = p1 + · · · + pn –
суммарная вероятность включения элемента в
приоритетную очередь, x = x1 + · · ·+ xn – об-
щее количество элементов, l – отношение раз-
мера памяти, которую занимает ключ к раз-
меру информационной части.
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Будем считать, что информационная часть

занимает одну единицу памяти. M =

⌊
m

1 + l

⌋
– размер памяти, который тратится на разме-
щение информационных частей, он же равен
общему количеству элементов, которые мож-
но разместить в памяти. Например, если эле-
мент массива объявлен как struct node{DataT
info; DataKey key;}; sizeof(info)= 4*sizeof(key);
sizeof(info) = 4 байт и размер памяти равен

40 байт, то m = 10 единиц памяти, l = 1/4 и
M = m

1+l = 8 единиц памяти (единица памяти
равна 4 байта). В работах [Феллер, 1964], [Та-
расюк, 2008], [Аксенова, Соколов, 2008] в каче-
стве математической модели было предложено
случайное блуждание в интервале длины M .
x = −1 – отражающий экран. x = M + 1 –
поглощающий экран. Переходы между состо-
яниями:

(x) p−−−−→ (x′) =

{
(x+ 1) 0 6 x 6M − 1
Поглощающее состояние x =M

(x) q−−−−→ (x′) =

{
(x) x = 0
(x− 1) 1 6 x 6M

(x) r−−−−→ (x′) = (x) 0 6 x 6M

(1)

Было показано, что среднее время работы
до переполнения равно

T =


−M − 1

q − p
+

q

(q − p)2
((q

p

)M+1
− 1
)
, p 6= q

1

2q
(M + 1)(M + 2), p = q

(2)

Критерий максимизации времени
работы до переполнения. Представ-
ление в виде n последовательных
FIFO-очередей

Пусть k1, . . . , kn – фиксированное разбие-
ние памяти между очередями. В качестве ма-
тематической модели рассмотрим блуждание

по целочисленному n-мерному параллелепи-
педу, ограниченному гиперплоскостями xi =
0, xi = ki, (1 6 i 6 n). xi = −1 (1 6 i 6 n)
— отражающие барьеры. xi = ki + 1 — погло-
щающие барьеры. Количество состояний рав-
но
∏n

i=1(ki + 1).
Перенумеруем состояния в лексикографи-

ческом порядке следующим образом:

(0, 0, 0, . . . , 0, 0), (0, 0, 0, . . . , 0, 1), . . . , (0, 0, 0, . . . , 0, kn − 1), (0, 0, 0, . . . , 0, kn)
(0, 0, 0, . . . , 1, 0), (0, 0, 0, . . . , 1, 1), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1, kn − 1), (0, 0, 0, . . . , 1, kn)
. . .
(0, 0, 0, . . . , kn−1 − 1, 0), (0, 0, 0, . . . , kn−1 − 1, 1), . . . , (0, 0, 0, . . . , kn−1 − 1, kn − 1),
(0, 0, 0, . . . , kn−1 − 1, kn)
(0, 0, 0, . . . , kn−1, 0), (0, 0, 0, . . . , kn−1, 1), . . . , (0, 0, 0, . . . , kn−1, kn − 1),
(0, 0, 0, . . . , kn−1, kn)
. . .
(1, 0, 0, . . . , 0, 0), (1, 0, 0, . . . , 0, 1), . . . , (1, 0, 0, . . . , 0, kn − 1), (1, 0, 0, . . . , 0, kn)
. . .
(k1, 0, 0, . . . , 0, 0), (k1, 0, 0, . . . , 0, 1), . . . , (k1, 0, 0, . . . , 0, kn − 1), (k1, 0, 0, . . . , 0, kn)
. . .
(k1, k2, k3, . . . , kn−1, 0), (k1, k2, k3, . . . , kn−1, 1), . . . , (k1, k2, k3, . . . , kn−1, kn − 1),
(k1, k2, k3, . . . , kn−1, kn)

(3)

Пример нумерации состояний показан на
рис. 1. Переход системы из состояния (x1, ..., xn)

в состояние (x′1, . . . , x
′
n) происходит в соответ-

ствии с правилами (4).
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-

6

40 44 48 52 56 x2

41 45 49 53 57

42 46 50 54 58

43 47 51 55 59

x3
x1 = 2

-

6

0 4 8 12 16 x2

1 5 9 13 17

2 6 10 14 18

3 7 11 15 19

x3
x1 = 0

-

6

20 24 28 32 36 x2

21 25 29 33 37

22 26 30 34 38

23 27 31 35 39

x3
x1 = 1

Рис. 1. Нумерация состояний при m = 9, n = 3, k1 = 2, k2 = 4, k3 = 3

(. . . , xi, . . . , xj , . . . )
pi−−−−→

{
(. . . , xi + 1, . . . , xj , . . . ) 0 6 xi < ki
Поглощающее состояние xi = ki

(. . . , xi, . . . , xj , . . . )
q−−−−→

{
(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) x1 = · · · = xn = 0
(. . . , xi − 1, . . . , xj , . . . ) 1 6 xi 6 ki, xi+1 = · · · = xn = 0

(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) r−−−−→ (. . . , xi, . . . , xj , . . . )

1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n, i 6= j.

(4)

Для описания процесса построим соот-
ветствующую поглощающую цепь Марко-
ва. Необходимо построить матрицу веро-
ятностей переходов Q. Для этого нужно
знать номер каждого состояния. Для вычис-
ления номера состояния построим функцию
F (x1, x2, . . . , xn) = I, где I – номер состояния.

Если есть только одна очередь, то функ-
ция имеет вид: F (x1) = x1. Если появляется
вторая очередь, то состояния (xi) становятся
эквивалентными (xi, 0). Между состояниями
(xi, 0) и (xi+1, 0) нужно вставить k2 − 1 состо-
яний: (xi, 1), (xi, 2), . . . , (xi, kn−1 − 1), поэтому
функция будет иметь вид F (x1, x2) = k2x1+x2.

При появлении третьей очереди получаем
функцию
F (x1, x2, x3) = k3(k2x1 + x2) + x3.

Рассуждая таким образом, получим для n
очередей функцию
F (x1, x2, . . . , xn) = kn(kn−1(. . . (k3(k2x1 + x2) +
x3) + · · ·+ xn−1) + xn.

Для построения матрицы переходных ве-
роятностей нужно в цикле перебрать все со-
стояния (от (0, 0, . . . , 0, 0) до (0, 0, . . . , 0,M))
и вычислить вероятности перехода из I-того
состояния в остальные (I = F (x1, x2 . . . , xn)):
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Q[F (x1, x2, . . . , xn)][F (x1 + 1, x2, . . . , xn)] = p1
. . .
Q[F (x1, x2, . . . , xn)][F (x1, x2, . . . , xn + 1)] = pn
Q[F (x1, . . . , xi, . . . , xn)][F (x1, . . . , xi − 1, . . . , xn)] = q, где i = max

16j6n
{j : xj > 0}

Q[F (x1, x2, . . . , xn)][F (x1, x2, . . . , xn)] = r

(5)

Для вычисления среднего времени блужда-
ния нужно вычислить фундаментальную мат-
рицу N = (E − Q)−1 [Кемени, Снелл, 1970].
Nij – среднее время, которое процесс проведет
в состоянии j, если он начался в состоянии i.
Поскольку работа начинается с пустых струк-
тур данных, то i = 0 и T =

∑
j
N0j .

Чтобы найти оптимальное разбиение па-
мяти, необходимо перебрать все возможные
разбиения памяти, для каждого из них най-
ти среднее время работы до переполнения и
выбрать наибольшее время. Всего для раз-
мера памяти m и n очередей существует
Cn−1
m−1 = (m−1)!

(n−1)!(m−n)! способов разбиения [Ри-
ордан, 1963].

Управление на бесконечном
времени. Представление
в виде массива

Как и в предыдущем критерии часть памя-
ти тратится на хранение приоритетов. Всего

можно хранить M =

⌊
m

l + 1

⌋
элементов в па-

мяти. В качестве математической модели рас-
смотрим блуждание в одномерном интервале
длины M . Переход из состояния (x) в состоя-
ние (x′) происходит в соответствии со следую-
щими правилами:

(x) p−−−−→ (x′) =

{
(x+ 1) 0 6 x 6M
(x) x =M + 1

(x) q−−−−→ (x′) =

{
(x) x = 0
(x− 1) 1 6 x 6M
(x− 2) x =M + 1

(x) r−−−−→ (x′) =

{
(x) 0 6 x 6M
(x− 1) x =M + 1

Задача сводится к вычислению доли вре-
мени, которую проводит одна FIFO-очередь в
состоянии «сброса хвоста». Эта задача была
решена в работе [Аксенова и др., 2009]:

P ∗ =


q − p(q

p

)M+1
− 1

q 6= p

p

M + 1
q = p

(6)

Управление на бесконечном времени.
Представление в виде n последователь-
ных FIFO-очередей

Пусть k1, . . . , kn – фиксированное разбие-
ние памяти между очередями. В качестве ма-
тематической модели рассмотрим блуждание
по целочисленному n-мерному параллелепи-
педу, ограниченному гиперплоскостями xi =
0, xi = ki, (1 6 i 6 n). Дополнительно к каж-
дому состоянию на гиперплоскостях xj = kj
введем состояние «сброса хвоста». Количество
обычных состояний равно

∏n
i=1(ki + 1).

Количество состояний «сброса хвоста», со-
ответствующих j-й очереди равно

n∏
i=1
i 6=j

(ki + 1).

Общее количество состояний «сброса хвоста»
равно:

n∑
j=1

 n∏
i=1
i 6=j

(ki + 1)

 .

Перенумеруем сначала обычные состояния
в лексикографическом порядке, как в преды-
дущем параграфе, затем перенумеруем состо-
яния «сброса хвоста», соответствующие гипер-
плоскости x1 = k1, затем соответствующие ги-
перплоскости x2 = k2 и т. д. На каждой ги-
перплоскости xi = ki перенумеруем состояния
в лексикографическом порядке, по аналогии
с обычными состояниями. Пример нумерации
состояний показан на рис. 2. Состояния с номе-
рами больше 35 являются состояниями «сбро-
са хвоста».

Перенумеруем состояния в лексикографи-
ческом порядке следующим образом:
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-

6

24 27 30 33 54 x2

25 28 31 34 55

26 29 32 35 56

65 66 67 68

x3
x1 = 2

-

6

0 3 6 9 48 x2

1 4 7 10 49

2 5 8 11 50

57 58 59 60

x3
x1 = 0

-

6

12 15 18 21 51 x2

13 16 19 22 52

14 17 20 23 53

61 62 63 64

x3
x1 = 1

-

6

36 39 42 45 x2

37 40 43 46

38 41 44 47

x3
x1 = 3

Рис. 2. Нумерация состояний при m = 7, n = 3, k1 = 2, k2 = 3, k3 = 2

Переход системы из состояния (x1, . . . , xn)
в состояние (x′1, . . . , x

′
n) происходит в соответ-

ствии с правилами (7).
Для описания процесса построим соответ-

ствующую регулярную цепь Маркова. Постро-

им матрицу вероятностей переходов Q. Для
обычных состояний ее вид будет такой же, как
и в предыдущем параграфе. Для состояния
«сброса хвоста» на плоскости xi = ki матрица
вероятностей переходов принимает вид (8).

(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) pi−−−−−→


(. . . , xi + 1, . . . , xj , . . . ) 0 6 xi 6 ki, xj 6 kj
(. . . , xi + 1, . . . , xj − 1, . . . ) 0 6 xi 6 ki, xj = kj + 1
(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) xi = ki + 1, xj 6 kj
(. . . , xi, . . . , xj − 1, . . . ) xi = ki + 1, xj = kj + 1

(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) q−−−−−→


(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) x1 = · · · = xn = 0
(. . . , xi, . . . , xj − 1, . . . ) 0 6 xi < ki, xj > 0, xj+1 = · · · = xn = 0
(. . . , xi − 1, . . . , xj − 1, . . . ) xi = ki + 1, xj > 0, xj+1 = · · · = xn = 0
(. . . , xi, . . . , xj − 2, . . . ) 0 6 xi < ki, xj = kj + 1, xj+1 = · · · = xn = 0
(. . . , xi − 1, . . . , xj − 2, . . . ) xi = ki + 1, xj = kj + 1, xj+1 = · · · = xn = 0

(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) r−−−−−→
{

(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) 0 6 xi 6 ki, xj 6 kj
(. . . , xi, . . . , xj − 1, . . . ) 0 6 xi 6 ki, xj = kj + 1

(7)

F (x1, . . . , xi−1, ki + 1, xi−1, . . . , xn) =
n∏

i=1
i 6=j

(ki + 1) +
i−1∑
j=1

 n∏
l=1
l 6=j

(kl + 1)


+kn(kn−1 . . . ki+1(ki−1(. . . (k3(k2x1 + x2) + x3) + · · ·+ xi−1) + xi+1 + · · ·+ xn−1) + xn

(8)
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Таблица 1. Среднее время работы до переполнения T , n = 4, m = 24

r 0 0 0 0 0.5 0 0 0.1 0

p1 0,15 0,2 0,05 0,2 0,1 0,4 0,05 0,18 0,1

p2 0,15 0,15 0,1 0,2 0,1 0,1 0,05 0,1 0,1

p3 0,15 0,1 0,15 0,2 0,1 0,05 0,1 0,1 0,1

p4 0,15 0,05 0,2 0,2 0,1 0,05 0,4 0,02 0,1

q 0,4 0,5 0,5 0,2 0,1 0,4 0,4 0,5 0,6

k1 9 13 6 7 7 17 5 13 9

k2 6 6 7 7 7 3 4 5 6

k3 5 3 6 6 6 2 6 4 5

k4 4 2 5 4 4 2 9 2 4

T 64,3 234,98 200,46 27,32 54,65 78,32 68,37 1165,8 2868,62

l1 55,05 182 182 21,11 42,22 55,05 55,05 729,5 112102,41

l2 75,01 306 306 27,78 55,56 75,01 75,01 2000,45 49763,85

l4 90 420 420 32,78 65,56 90 90 4086,81 14678,92

l8 100 506 506 36,11 72,22 100 100 6506,26 2839,29

Таблица 2. Доля времени, которую приоритетная очередь проводит в состоянии «сброса хвоста»
T , n = 4, m = 16

r 0 0 0 0 0, 5 0 0 0, 1 0

p1 0,15 0,2 0,05 0,2 0,1 0,4 0,05 0,18 0,1

p2 0,15 0,15 0,1 0,2 0,1 0,1 0,05 0,1 0,1

p3 0,15 0,1 0,15 0,2 0,1 0,05 0,1 0,1 0,1

p4 0,15 0,05 0,2 0,2 0,1 0,05 0,4 0,02 0,1

q 0,4 0,5 0,5 0,2 0,1 0,4 0,4 0,5 0,6

k1 9 10 4 12 12 13 7 9 6

k2 3 3 5 2 1 1 2 3 4

k3 3 2 4 1 1 1 3 3 3

k4 2 1 3 1 2 1 4 1 3

P ∗ 0,2011 0,0433 0,0456 0,6 0,3 0,2 0,2009 0,01 0,0041

l1 0,20534 0,0556 0,0556 0,6 0,3 0,1155 0,1155 0,0155 0,00543

l2 0,20234 0,0455 0,0455 0,6 0,3 0,1094 0,1094 0,0094 0,00234

l4 0,201 0,0385 0,0385 0,6 0,3 0,1058 0,1058 0,00582 0,00103

l8 0,2005 0,0333 0,0333 0,6 0,3 0,1036 0,1036 0,00365 0,00046
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У построенной цепи Маркова существует
предельный вектор α, который удовлетворя-
ет уравнению α∗Q = α [Кемени, Снелл, 1970].
По закону больших чисел значение αi явля-
ется долей времени, которое процесс прово-
дит в состоянии i. Чтобы найти долю вре-
мени, которую система проводит в состоянии
«сброса хвоста», необходимо вычислить сум-
му тех компонент вектора α, которые соответ-
ствуют состояниям «сброса хвоста». В приме-
ре на рис. 2 необходимо будет просуммировать
компоненты с номерами от 36 до 68.

Численные результаты

Для решения задачи были написаны про-
граммы, которые вычисляют матрицуQ, сред-
нее время работы до переполнения и долю
времени, которую система проводит в состо-
янии «сброса хвоста» и находят оптимальное
разбиение памяти между очередями в случае
представления приоритетной очереди в виде
последовательных FIFO-очередей. Некоторые
результаты работы программ представлены в
таблицах 1 и 2. В строке T находится среднее
время работы до переполнения в случае пред-
ставления в виде n FIFO-очередей, в строках
ki (1 6 i 6 4) – оптимальное разбиение па-
мяти. В строке P ∗ находится доля времени,
которую система проводит в состоянии «сбро-
са хвоста» в случае представления в виде n
FIFO-очередей. В строке l1 указано время ра-
боты в случае представления в виде массива,
когда размер ключа равен размеру информа-
ционной части. (На ключи тратится половина
памяти.)
В строке l2 – когда размер ключа равен 1/2
размеру информационной части. (На ключи
тратится 1/3 часть памяти.)
В строке l4 – когда размер ключа равен 1/4
размеру информационной части. (На ключи
тратится 1/5 часть памяти.)
В строке l8 – когда размер ключа равен 1/8

размеру информационной части. (На ключи
тратится 1/9 часть памяти.)

Предложенные в статье модели и разрабо-
танные на их основе программы могут дать
для известных значений вероятностей выпол-
нения операций оптимальные размеры оче-
редей разных приоритетов, которые систем-
ный администратор может учитывать при на-
стройке маршрутизатора.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, грант 09-01-00330.
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