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xt+1 = xα1

t yβ1

t , x0 = x ,

yt+1 = yα2

t xβ2

t , y0 = y ,
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Ji =
∞

∑

t=0

δt ln(uit) , i = 1, . . . , n, Jj =
∞

∑

t=0

δt ln(vjt) , j = 1, . . . , m , K ?69A5 P
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∑

i=1

uit ≤ xt,
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∑

j=1

vjt ≤ yt .
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xt+1 =
(

xt −
n
∑

i=1

uit

)α1
(

yt −
m
∑

j=1

vjt

)β1

, x0 = x ,

yt+1 =
(

yt −
m
∑

j=1

vjt

)α2
(

xt −
n
∑

i=1

uit

)β2

, y0 = y .
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∆ = (1 − a1)(1 − a2) − b1b2 , ai = δαi , bi = δβi , i = 1, 2 ,

z1 =
1 − a1 − ∆

∆
, z2 =

1 − a2 − ∆

∆
.
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ui = γNx , i = 1, . . . , n, vj = φNy , j = 1, . . . , m , KÇ¤ 9 ? P
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γN =
1

n + z2

, φN =
1

m + z1

.
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���5,+$+����4+, ui = γNx � i ∈ N 	 vj = φNy �
j ∈ M

9§ �� #
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��	(�1���©$S�E%&�F�& #�Q�1����$+	5���ÁÄ
Vi(x, y) = A1 ln x + B1 ln y + C1 , i = 1, . . . , n ,

Wj(x, y) = A2 ln x + B2 ln y + C2 , j = 1, . . . , m .

� ,�% #��	��©�E%&�F�& #�Q�1	���"��������-4+�����%'��� #
���;�	�6 = �E%�%&�\��
��Ä

A1 =
1 − a2

∆
, B1 =

b1

∆
, A2 =

b2

∆
, B2 =

1 − a1

∆
, KÇ¤ 9 ¤9P

C1 =
1

1 − δ

[

z2 ln z2 − (z2 + 1) ln(n + z2) +
b1

∆
ln

( z1

m + z1

)]

,

C2 =
1

1 − δ

[

z1 ln z1 − (z1 + 1) ln(m + z1) +
b2

∆
ln

( z2

n + z2

)]

.
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0 < nγN < 1 , 0 < mφN < 1 ,
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J =

∞
∑

t=0

δt
[

n
∑

i=1

ln(uit) +

m
∑

j=1

ln(vjt)
]
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ui = γx , i = 1, . . . , n, vj = φy , j = 1, . . . , m , KÇ¤ 9 3 P
ÕFØ	þ

γ =
1

n(z2 + 1) + m b2
∆

, φ =
1

m(z1 + 1) + n b1
∆

.

è Ô&Ì Ñ Ë � Í ÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì#Í þ%þ Ë ÿ Ì Ø
V = (nA1 + mA2) lnx + (nB1 + mB2) ln y + C ,

C =
1

1 − δ

[

n ln γ + m ln φ +
(

nz2 + m
b2

∆

)

ln(1 − nγ) +

+
(

mz2 + n
b1

∆

)

ln(1 − mφ)
]

.

é �����-4+	��O��(4+,� +�E%&,+$+	('*K ?69 ? PN$+�O"�,�%&
���
����4 9 � 9 ,+
�	�"���	�
�	��\���Q4T$+	5�
n(1 − a2)a2 + b2(m + nb1) > 0, m(1 − a1)a1 + b1(n + mb2) > 0 .

ê @5ë�ë��yÄ/=Ç<=Qì � Ì Õ Ô ��Ò Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿ Ê�Ô&Ì�í � Ô5Í�Ì�Ô �8ÿ���Ï ÌÌ Ö5�F�Õû ÌîÌÌ�ï ��û&Î9Ò{þFß
ý�þ Í ÿ Ô �<ÿ�Ï&�8ÿÁþ�� ÌÌyÊ ��Ð�Ñ:Ò�Ó#Ü
â!��Ö9� × � Ë þ�û&Î5� Ë ÿ���Ü Ã ���$+
�	��I$+�O	������^0½�����
5�!�5,9�:%&	�;�	�	�	S�- #���Z S$+�O	��*¼
���^01��6�	�����,+�5,+$S$�
����5,+,+"������4+	�$+
�,+���E% #����

g = V − nV N − mW N = C − nC1 − mC2 = g1(z1) + g2(z2) ,

�b���

g1(z1) = m ln
(m + z1

m + p1

)

+ p1 ln
(p1(m + z1)

z1

)

, p1 = mz1 + n
b1

∆
,

g2(z2) = n ln
(n + z2

n + p2

)

+ p2 ln
(p2(n + z2)

z2

)

, p2 = nz2 + m
b2

∆
.



~+~ � =���=���@5����C�@5?&�

 ����E%&,��T
�,�"�,+�#������4+7����(4+,��� #
���;�	(' g $+,��.����-4����-4�"�, z1
	 z2

9�� ,+�-4+,+�Z 
���������,�4+��	��

lim
z2→0

g2(z2) =
[

n ln
( n

m b2
∆

+ n

)

+ m
b2

∆
ln

(

m
b2

∆

)]

+ m
b2

∆
lim
z2→0

ln
(

1 +
n

z2

)

.

R �O�������
�	��O$���$9�������4+
��N�����5,+)+�#�:��"�,�%&,��T	(4+�E%&7+
�,+����4 9 � 9 ,+
�,�	������-4�$+	5�

m
b2

∆
ln

(

m
b2

∆

)

− n ln
(m

n

b2

∆
+ 1

)

≥ m
b2

∆

(

ln
(

m
b2

∆

)

− 1
)

≥ 0 .

§ "�,+�E%&�F��
�	�6�"����F���E%y���$+��
 ∞ 9�§ 
�:%&,+��	���
�,S"���,+$+���9'����O�&�(4+,
lim
z1→0

g1(z1) ≥ 0 .

Ã %&�F��,+$9��4+�E%&7+
�,��\�� #
���;�	(' g 
���,�4+��	�;��4+�E%&7+
��'/�8���-4+,L�.
����	(4:���(4+,L$+��¼
	������^0ð�����
5�L�5,9�:%&	�;�	�	�)+,�%&7�01����������- #���\��$+�O	������^01��6y$S
����5,+,+"�����8¼
4+	�$+
�,+���E% #���� 9
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Ø	þ-Ï ÌÌyÌ Õ Ô ��Ö5�8ÿ�ß�ý�þ Í ÿ Ô �<ÿ�Ï&�8ÿÁþ�� ÌÌyÊ ��Ð�Ñ:Ò�Ó#Ü
â!��Ö9� × � Ë þ�û&Î5� Ë ÿ���ÜQR 
����5,+,+"������4+	�$+
�,+�*�E% #����^��	�
����	��#������.$+	(4+	('T"�,	¼
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xt+1 = xα1

t yβ1

t

( z2

n + z2

)α1
( z1

m + z1

)β1

,

yt+1 = yα2

t xβ2

t

( z2

n + z2

)β2
( z1

m + z1

)α2

,

��$��E% #�����"�,�%&
�,+6!�5,+,+"������;�	�	










xt+1 = xα1

t yβ1

t

( p2

n + p2

)α1
( p1

m + p1

)β1

,

yt+1 = yα2

t xβ2

t

( p2

n + p2

)β2
( p1

m + p1

)α2

.

� ��	��-4+,+�
p2

n + p2

>
z2

n + z2

,
p1

m + p1

>
z1

m + p1

.

Ã %&�F��,+$9��4+�E%&7+
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�	(�.�\�*��,+����	���,+$9��
�	('��5,9�:%&	6¼
;�	�6�Ä 5 P�	�����,+��	2$L�5,9�:%&	�;�	('#�3	3	�
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
��O��	�����,+��	3,+"����F���E%'��Q4
��$+,+	��-4+���4+����	�	�
��-����$+	���	���,TKM�-4+���4+����	�	 1  #��
�,	¼p ��-0��9PE¡ ? P��5,9�:%&	�;�	�	�'�$	¼
%'��Q4+�G'�%&	5���������	/��1	�
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
��O��	�����,+��	T¢T$+�F��,+���O��	HKM�-4+���4+����	�	
£ 4����5�E%&7+)+�����E�9P 9
ôå=Ç<=���@9»5��?&C ³ C�ë�®&@yú�®&º�ë�C�º�®&?&��B�C�@!A�?Æ/¹©¶/®&�(°�C�·�C�´

�  +�-4+7©	�����,+��	�4+	�"� 5 ��,+����	��( #�Q4©�5,9�:%&	�;�	�� K ⊂ N � |K| = k �	�����,+��	y4+	�"� ? ¢ L ⊂ M � |L| = l �/�T,+�-4���$�01	����G' N\K 	 M\L 	�����,+�5,+$
	���"�,�%&7��� #�Q4�,+"(4+	��\�:%&7+
��O��"�,S ��-0� ��-4+���4+����	�	/��,+"����F���E%&��
�
��O��$�	�����:�
� n − k + 1 	 m − l + 1 	�����,+�#����	/�&��,+,�4+$+�-4+�-4+$+��
�
�, 9� ����	���,+)+����.,+��	�����,+��	��\���5��	���	(�.	��( #�Q4��E%&�F�& #�Q�1	����� #
���;�	�,+
�:%&��Ä

Jk =
∞

∑

t=0

δt
[

∑

i∈K

ln(uk
it)

]

, J l =
∞

∑

t=0

δt
[

∑

j∈L

ln(vl
jt)

]

,

JN
i =

∞
∑

t=0

δt ln(uN
it ) , i ∈ N\K, JN

j =
∞

∑

t=0

δt ln(vN
jt ) , j ∈ M\L . K ~ 9A5 P

² ��?&@5º�È�A�@5B�C�@�ôå=Ç<=�É^ÊË�Ì#Í �Õû&Î9Ï�0þ8� ËnÔ � Ë þ�Õ ÌÌ1Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿtÿ × ��Ø:�Áý�þnÙÛÚ#Üáà-Þ�ß
Ùáç�Ü{ÝEÞ Ì#Í þ&ü Ë ÿ Ì Ø

uk
i = γkx , i ∈ K , uN

i = γN\Kx , i ∈ N\K ,

vl
j = φly , j ∈ L , vN

j = γM\Ly , j ∈ M\L , K ~ 9 ? P
ÕFØ	þ

γN\K =
1

n − k + 1 + z2

, γk =
1

k
γN\K ,

φM\L =
1

m − l + 1 + z1

, φl =
1

l
φM\L .

è Ô&Ì Ñ Ë � Í ÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì Ö5�F�Õû ÌîÌóyÊ�Ô&Ì Ï Ì#Í �Áü Ë ÿ Ì Ø
V k(K, L) = kA1 ln x+kB1 ln y+Ck , V l(K, L) = lA2 ln x+ lB2 ln y+C l ,



~ ã � =���=���@5����C�@5?&�

�õÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì�Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿ�ßNÏ�þrÿ.û&��Ø�òü Ì û_ÿSÖ5�F�Õû ÌîÌÌ ßNý

V N
i (K, L) = A1 ln x + B1 ln y + CN\K , i ∈ N\K ,

W N
j (K, L) = A2 ln x + B2 ln y + CM\L , j ∈ M\L .

è�� Ô � Í þ ËnÔ ���%ÿ.ò × ��Ï��Ö9��Ö

Ck = kCN\K − k

1 − δ
ln k , C l = lCM\L − l

1 − δ
ln l , K ~ 9 ¤9P

CN\K =
1

1 − δ

[

z2 ln(z2) − (z2 + 1) ln(n − k + 1 + z2) +

+
b1

∆
ln

( z1

m − l + 1 + z1

)]

,

CM\L =
1

1 − δ

[

z1 ln(z1) − (z1 + 1) ln(m − l + 1 + z1) +

+
b2

∆
ln

( z2

n − k + 1 + z2

)]

.

. �E%&,+$+	('HK ?69 ? PN$+�O"�,�%&
('��Q4+�G'/�4 9 � 9

1 − kγk − (n − k)γN\K =
z2

n − k + 1 + z2

> 0 ,

1 − lφl − (m − l)φM\L =
z1

m − l + 1 + z1

> 0 .
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i
� i ∈ K 	 vl

j
� j ∈ L��������
�� 9�D 
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
��O��	�����,+��	����-0����Q4T���������( 

JN
i =

∞
∑

t=0

δt ln(uit) , i ∈ N\K, JN
j =

∞
∑

t=0

δt ln(vjt) , j ∈ M\L K ~ 9 ~ P



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ ~ 7

"���	���	�
����	��5�














xt+1 =
(

xt −
∑

i∈K

uk
it −

∑

i∈N\K

uit

)α1
(

yt −
∑

j∈L

vl
jt −

∑

j∈M\L

vjt

)β1

, x0 = x ,

yt+1 =
(

yt −
∑

j∈L

vl
jt −

∑

j∈M\L

vjt

)α2
(

xt −
∑

i∈K

uk
it −

∑

i∈N\K

uit

)β2

, y0 = y .

K ~ 9 3 P
� ,�% #����
�
��O�����$+
�,+$+����
��O�!�-4+���4+����	�	�,+)+,��.
����	�� ũN

i
� i ∈ N\K 	 ṽN

j
�

j ∈ M\L 9
� 4���" ?69�D ����,+��	/�/$��9,��&'(�1	��S$!�5,9�:%&	�;�	�	/���\���5��	���	(�.	��( #�Q4���$+,+6L$+��¼

	������^0

Jk =
∞

∑

t=0

δt
[

∑

i∈K

ln(uit)
]

, J l =
∞

∑

t=0

δt
[

∑

j∈L

ln(vjt)
]

, K ~ 9 ã9P
"���	���	�
����	��5�














xt+1 =
(

xt −
∑

i∈K

uit −
∑

i∈N\K

ũN
it

)α1
(

yt −
∑

j∈L

vjt −
∑

j∈M\L

ṽN
jt

)β1

, x0 = x ,

yt+1 =
(

yt −
∑

j∈L

vjt −
∑

j∈M\L

ṽN
jt

)α2
(

xt −
∑

i∈K

uit −
∑

i∈N\K

ũN
it

)β2

, y0 = y .

K ~ 9 7 P
� ,�% #����
�
��O���-4+���4+����	�	©�#%&��
�,+$y�5,9�:%&	�;�	�62,+)+,��.
����	�� ũk

i
� i ∈ K 	 ṽl

j
�

j ∈ L
9

² ��?&@5º�È�A�@5B�C�@�ôå=¦¬/=�É^ÊË�Ì#Í �Õû&Î9Ï�0þ8� ËnÔ � Ë þ�Õ ÌÌ1Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿtÿ × ��Ø:�Áý�þnÙáç�Ü ç�Þ�æ
Ùáç�Ü��bÞ Ì#Í þ&ü Ë ÿ Ì Ø

ũk
i = γ̃kx , i ∈ K , ũN

i = γ̃N\Kx , i ∈ N\K ,

ṽl
j = φ̃ly , j ∈ L , ṽN

j = γ̃M\Ly , j ∈ M\L , K ~ 9 B P
ÕFØ	þ

γ̃k =
1

k(z2 + 1)
, γ̃N\K = kγ̃k z2

n − k + z2

,

φ̃l =
1

l(z1 + 1)
, φ̃M\L = lφ̃l z1

m − l + z1

.

è Ô&Ì Ñ Ë � Í ÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì Ö5�F�Õû ÌîÌóyÊ�Ô&Ì Ï Ì#Í �Áü Ë ÿ Ì Ø

Ṽ k(K, L) = kA1 ln x+kB1 ln y+ C̃k , Ṽ l(K, L) = lA2 ln x+ lB2 ln y+ C̃ l ,



~ B � =���=���@5����C�@5?&�

�õÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì�Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿ�ßNÏ�þrÿ.û&��Ø�òü Ì û_ÿSÖ5�F�Õû ÌîÌÌ ßNý

Ṽ N
i (K, L) = A1 ln x + B1 ln y + C̃N\K , i ∈ N\K ,

W̃ N
j (K, L) = A2 ln x + B2 ln y + C̃M\L , j ∈ M\L .

è�� Ô � Í þ ËnÔ �¨�%ÿ.ò × ��Ï��Ö9��Ö

C̃k = kC̃N\K − k

1 − δ
ln

( z2k

n − k + z2

)

, K ~ 9 : P

C̃N\K =
1

1 − δ

[

− ln(z2 + 1) + ln
( z2

n − k + z2

)

+

+z2 ln
( z2

2

(z2 + 1)(n − k + z2)

)

+
b1

∆
ln

( z2
1

(z1 + 1)(m − l + z1)

)]

,

C̃ l = lC̃M\L − l

1 − δ
ln

( z1l

m − l + z1

)

,

C̃M\L =
1

1 − δ

[

− ln(z1 + 1) + ln
( z1

m − l + z1

)

+

+
b2

∆
ln

( z2
2

(z2 + 1)(n − k + z2)

)

+ z1 ln
( z2

1

(z1 + 1)(m − l + z1)

)]

.

ê @5ë�ë��1ôå=Ç<= è Ô&Ì Ï�þ × �<ÿ Ì � Ì#Í � Í�í � Ô5Í�Ì�Ô �8ÿ���Ï ÌÌ Ö5�F�Õû ÌîÌó ÿ�� Ì Õ Ô ��Ò Ì Ïæ
Ø Ì ÿ Ì Ø:Ó9�Õû&Î9Ï��û Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿ ï ��û&Î9Ò{þFßyý�þ Í Ê�Ô&Ì2í � Ô5Í�Ì�Ô �8ÿ���Ï ÌÌ Ö5�F�Õû ÌîÌó3Ê �
� Ë ��Ö�þ�û&Î ï þ Ô ÕFÓ#Ü���Ø&û(ò�Ö5�:� Ê þ Ô&Ì�Ô Ó;üOü Ì û&�Gò Ì Õ Ô ��Ö5�8ÿyÿÁþ Ô Ï&�Q� ïGÔ � Ë Ï&�8þ8Ó Ë ÿÁþ Ô æ
� Ø	þ-Ï Ì þ.Ü
â!��Ö9� × � Ë þ�û&Î5� Ë ÿ���Ü Ã ���$+
�	���$+�O	������^0 	�����,+�#�(�&
���$��9,��&'(�1����,�$��5,9�:%&	6¼
;�	�� K $�,+)+��	#�!��,����E%'#��Ä

V N
i − Ṽ N

i = CN\K − C̃N\K =
1

1 − δ
·

·
(

(z2 + 1) ln
((n − k + z2)(z2 + 1)

(n − k + z2 + 1)z2

)

+
b1

∆
ln

((m − l + z1)(z1 + 1)

(m − l + z1 + 1)z1

))

≥ 0 ,

4 9 � 9 ,+)9���E%����E�������N��"�,�%&,��T	(4+�E%&7+
�� 9
Ã ���$+
�	��H$+�O	������^0J	�����,+�#�(�9$��9,��&'(�1����,�$��5,9�:%&	�;�	�� K KM"���	S���$+
�,+�

���E%&��
�	�	�$+�O	������^0��(�&4 9 � 9 	�����,+��	�$��5,9�:%&	�;�	�	 K ,���	�
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− Ṽ k

k
= CN\K − C̃N\K +

1

1 − δ
ln

( z2

n − k + z2

)

.



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ ~ :

 ����E%&,��T
�,�"���,+$+����	(4+7��9�(4+,��-4����� #
���;�	('S$+,��.����-4����-4�"�, z2

9  ���65������"����*¼
���E%*"���	 z2 → ∞ 9 é �����-4+	��O���(4+,�"���	��-4+,+� z1 = z2 + a2−a1

∆

4+,������-4+���*¼
��	(4+7+�G'���)+�����5,+
�����
�,+�-4+	�	

lim
z2,z1→∞

g = 0 .

Ã %&�F��,+$9��4+�E%&7+
�,����� #
���;�	(' g 
���"�,�%&,��T	(4+�E%&7+
��'/�#�(4+,�	���,+�#���.�O$9���-4�%&����¼
�Z 9

�/=�>1BåÆ���º�@5B�Bå÷/÷©C�?&B�@	��Bå÷/÷2Æ ³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±�¶/®&�(°�C�·�C�´
� ,+
('(4+	��n$+
( 54+����
�
���6!	�$+
��-01
���6� +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	/��$+$+�F����
�
�,+��$����)+,�4+�

� ¤ � �01	���,+�5,T	���"�,�%&7��� +�-4+�G'��%'�	����E%&�F��,+$9��
�	('�$+,+"���,+��,+$S;��E%&����,+,+)+����.
�,	¼
�-4+	���,+����	���,+$9��
�	('©�5,9�:%&	�;�	�6 9N� ��	2�-4+,+�O�8�#���©)� .���-4I"�,+�#������
�,H
�	(�����
�-4+	� +�E%&,+$+	('�����-4+,1$+�O"�,�%&
('��Q4+�G'�4+,�%&7+�5,��%'��5,9�:%&	�;�	�6��\�:%&,+6�����.�����6¼

�,+�-4+	 9

 Å�º�@�A�@9°�@5B�C�@��/=Ç<= ú��F�Õû ÌîÌ ò

K
Ï� × �0ÿ��<þ Ë �Gòjÿ�ÏÓ ËnÔ þ-ÏÏ�þyÓ5� Ë � ó ý Ì æ

ÿ�� ó ß�þ���û Ì
V k

i (K, L) ≥ V N
i (K\{i}, L) ∀i ∈ K , K 369A5 P

ÕFØ	þ
V k

i (K, L) = 1

k
V k(K, L)

ß Ë Ü¦Ö#Ü Ì Õ Ô ��Ö Ì ��Ø:Ï&�:ÕE� Ë�ÌÊ �T��Ø Ì Ï��Ö5�8ÿ��8Ü
ú��F�Õû ÌîÌ ò

K
Ï� × �0ÿ��<þ Ë �Gò ÿ�Ï�þ-Ò�Ï�þ�Ó5� Ë � ó ý Ì ÿ�� ó ß�þ���û Ì

V N
i (K, L) ≥ V k

i (K ∪ {i}, L) ∀i ∈ N\K , K 369 ? P
ÕFØ	þFßN��Ï�Õû��:Õ Ì ý#Ï&��ß

V k
i (K ∪ {i}, L) = 1

k+1
V k(K ∪ {i}, L)

Ü
� ����	��3,+)+����.,+�O�($+
( 54+����
�
('('! +�-4+,+6���	�$+,+�-4+7T,+)+,��.
������-4:���(4+,�	�����,+�( 


���$+�O��,���
�,�$+�N�9,���	(4+7�	(���5,9�:%&	�;�	�	S	��-4���
�,+$+	(4+7+�G'T	�
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
��O�H	��*¼
��,+�5,+� 9�§ $+
��-01
('('� +�-4+,+6���	�$+,+�-4+7!,��.
������-4:���(4+,�
��-����$+	���	���,+�Z �	�����,+�( 

���$+�O��,���
�,T"���	���,+�F��	�
('(4+7+�G'����5,9�:%&	�;�	�	 9
�/=Ç<=���@9»5��?&C ³ C�ë�®&@yú�®&º�ë�C�º�®&?&��B�C�@�¶/®&�(°�C�·�C�´

/ %'�
��01��6���,����E%&	� +�E%&,+$+	���$+
( 54+����
�
���6! +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	IK 369A5 P��5,9�:%&	6¼
;�	�	 K "���	�
�	��\���-4T$+	5�

gint(k) =
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∆
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1. V l+p = (pA1 + lA2) lnx + (pB1 + lB2) ln y + C l+p , KÇã 9 ¤9P
C l+p =

1

1 − δ

[

p ln γl+p + l ln φl+p +

+(pA1 + lA2 − p) ln(1 − pγl+p − (k − p)γk−p − (n − k)γN) +

+(pB1 + lB2 − l) ln(1 − lφl+p − (m − l)φN)
]

. KÇã 9 ~ P



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ 3 ¤
� ��	��-4+,+���-4+���4+����	�	�	�����,+�5,+$S	������Q4T$+	5�

ul+p
i = xγl+p = x

z2

H1

, i ∈ P , uk−p
i =

uN
i

k − p
, i ∈ K\P ,

uN
i = xγN = x

pz2 + l b2
∆

H1

, i ∈ N\K ,

vl+p
j = yφl+p = y

z1

F1

, j ∈ L , vN
j = yφN = y

lz1 + p b1
∆

F1

, j ∈ M\L ,

H1 =
(

pz2 + l
b2

∆

)

(n − k + 1 + z2) + pz2 ,

F1 =
(

lz1 + p
b1

∆

)

(m − l + 1 + z1) − p
b1

∆
.

2. V k+q = (kA1 + qA2) ln x + (kB1 + qB2) ln y + Ck+q, KÇã 9 3 P
Ck+q =

1

1 − δ

[

k ln γk+q + q ln φk+q +

+(kA1 + qA2 − k) ln(1 − kγk+q − (n − k)γN) +

+(kB1 + qB2 − q) ln(1 − qφk+q − (l − q)φl−q − (m − l)φN)
]
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uk+q
i = xγk+q = x

z2

F2

, i ∈ K , uN
i = xγN = x

kz2 + q b2
∆

F2

, i ∈ N\K ,

vN
j = yφN = y

qz1 + k b1
∆

H2

, j ∈ M\L ,

vk+q
j = yφk+q = y

z1

H2

, j ∈ Q , vl−q
j =

vN
j

l − q
, j ∈ L\Q ,

H2 =
(

qz1 + k
b1

∆

)

(m − l + 1 + z1) + qz1 ,

F2 =
(

kz2 + q
b2

∆

)

(n − k + 1 + z2) − q
b2

∆
.

����?&B�®&@�A�@9°�@5B�C�@3?&¸�C�ö�º��̧����¶/®&�(°�C�·�C�´8= . �E%&,+$+	('��5,9�:%&	�;�	�,+
6¼

�,+6! +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	y"���	��Z 54T$+	5�

C l

l
− Ck+1

k + 1
≥ k

k + 1
(A1 − A2) ln x +

k

k + 1
(B1 − B2) ln y , KÇã 9 7 P

Ck

k
− C l+1

l + 1
≥ l

l + 1
(A2 − A1) ln x +

l

l + 1
(B2 − B1) ln y . KÇã 9 B P



3 ~ � =���=���@5����C�@5?&�

��� ³ Å�º�@�A�@9°�@5B�C�@S?&¸�C�ö�º�¸����!Å�®!?&@5¶���®&ºåÆyþÿ@5Åå°�C8= Ã 
����:%���"�,	¼
�-4+��,+	��L�5,+��"�,+
���
(4� 1$+���(4+,+�� £ ��"#%&	/����,+,�4+$+�-4+�-4+$� #�Q�� #��$+�O	������^0� 1	��*¼
��,+�#� i �"������-01�F�&01����,�	(���5,9�:%&	�;�	�	 K $��5,9�:%&	�;�	�� L ∪ {i} Ä

ξi =
∑

j∈H,H⊂L∪{i}

(l + 1 − h)!(h − 1)!

(l + 1)!
[V H − V H\{j}] =

=

l
∑

h=1

(l + 1 − h)!(h − 1)!

(l + 1)!
[V h+1(K\{i}, L ∪ {i}) − V h(K, L)] =

=
1

l + 1

[

l(A1 ln x+B1 ln y)+

l
∑

h=1

(Ch+1−Ch)+(A1 lnx+B1 ln y+
Ck

k
)
]

,

�b����"�,+�E%&�F��
������E%����E������,+��$+�O��������-4��.����,+�-4+,�'(4+�E%&7+
��O6�$+�O	������^0 	�����,	¼
�#� i ��4 9 � 9 ����,S$+�O	������^0 $��5,9�:%&	�;�	�	 K

9 ä �5,+
����4+�E%&7+
�,��&"�,�% #��	��

ξi = A1 ln x + B1 ln y +
Ck

k(l + 1)
+

1

l + 1

l
∑

h=1

(Ch+1 − Ch) , KÇã 9 : P

�b��� Ch+1 ,+"����F���E%&��
��$TKÇã 9 ~ P�"���	 l = h 	 p = 1 �+� Ch ¢1$SK ~ 9 ¤9P�"���	 l = h
9

§ 
�:%&,+��	���
�,L"�,+�-4+��,+	��J�5,+��"�,+
���
(4� 3$+���(4+,+�� £ ��"#%&	/�\��,+,�4+$+�-4+�-4+$� ;¼
�Q�� #�Á$+�O	������^0� �	�����,+�#� j �"������-01�F�&01����,�	(���5,9�:%&	�;�	�	 L $��5,9�:%&	�;�	��
K ∪ {j} Ä

ξj = A2 ln x + B2 ln y +
C l

l(k + 1)
+

1

k + 1

k
∑

s=1

(Cs+1 − Cs) , KÇã 9A5 � P

�b��� Cs+1 ,+"����F���E%&��
��$TKÇã 9 ã9P�"���	 k = s 	 q = 1 �9� Cs ¢1$SK ~ 9 ¤9P�"���	 k = s
9

. �E%&,+$+	('!�5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,+6� +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	�"���	��Z 54T$+	5�
Ckl

k(l + 1)
− 1

l + 1

l
∑

h=1

(Ch+1 − Ch) ≥ 0 , KÇã 9A5<5 P

C lk

l(k + 1)
− 1

k + 1

k
∑

s=1

(Cs+1 − Cs) ≥ 0 . KÇã 9A58? P



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ 3<3

. "���,�����'�����
�
��O�n$+�O�������
�	('/�5"�,�% #��	��O�#�(4+,� +�E%&,+$+	���KÇã 9A5<5 PZ"���	�
�	6¼
�\���-4T�E%&�F�& #�Q�1	�6�$+	5�

l
(

ln z2 + ln(n − k + 1 + z2)(z2 + 1 +
l + 1

2

b2

∆
) +

l + 1

2
ln z1+

+
b1

∆
ln(m − l + 1 + z1) + ln k

)

+

+

l
∑

h=1

[

p2 ln p2 + p1 ln p1 + h ln h − ln(p2(n − k + 1 + z2) + z2)(p2 + 1)−

−ln(p1(m−h+1+z1)−
b1

∆
)(p1+h)+h(z1+1) ln(m−h+1+z1)

]

≤0 ,

�b��� p2 = z2 + h b2
∆

� p1 = hz1 + b1
∆

9
é �����-4+	��O��(4+,S�-4��S�� #
���;�	('�$+,��.����-4����-4�"�, k

9
. �E%&,+$+	��TKÇã 9A58? PN"���	�
�	��\���-4T�E%&�F�& #�Q�1	�6�$+	5�

k
(

ln z1 + ln(m − l + 1 + z1)(z1 + 1 +
k + 1

2

b1

∆
) +

k + 1

2
ln z2+

+
b2

∆
ln(n − k + 1 + z2) + ln l

)

+

+

k
∑

s=1

[

q2 ln q2 + q1 ln q1 + s ln s − ln(q2(n − s + 1 + z2) −
b2

∆
)(q2 + s)−

− ln(q1(m − l + 1 + z1) + z1)(q1 + 1) + s(z2 + 1) ln(n − s + 1 + z2)
]

≤ 0 ,

�b��� q2 = sz2 + b2
∆

� q1 = z1 + s b1
∆

9
é �����-4+	��O��(4+,S�-4��S�� #
���;�	('�$+,��.����-4����-4�"�, l

9
�/=¦¬/=8õy®&º�ë�C�º�®&?&��B�C�@y¶/®&�(°�C�·�C�´¨Å�®Hþÿ�5��¶/@9°�±&¼&@5º�ö�Æ

/ %'�"���,+$+������	�$+$+�F����
�
��N�� +�E%&,+$+	�6�"�,+�-4+��,+	��2,+"(4+	��\�:%&7+
��O���-4+���4+�*¼
��	�	�	�����,+�5,+$S	!$+�O	������^01	��5,9�:%&	�;�	�6��%'��E%&�F�& #�Q�1	#���E% #�����$�Ä5<9#D ����,+��	���,+����	��( #�Q41�5,9�:%&	�;�	�� L∪P �5�b��� j ∈ L ⊂ M ¢�	�����,+��	S4+	�"�? � i ∈ P ⊂ N ¢y	�����,+��	L4+	�"� 5<9�� ��	��-4+,+�¨ y	�����,+�5,+$!4+	�"� 5 ,+�-4����-4+�G'
�5,9�:%&	�;�	(' K\P ����$+����,+�-4���$�01	����G'�	�����,+��	�	�������Q4T	�
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
�, 9?695D ����,+��	S��,+����	��( #�Q4��5,9�:%&	�;�	�� K∪Q �9�b��� i ∈ K ⊂ N ¢1	�����,+��	�4+	�"�5 � j ∈ Q ⊂ M ¢�	�����,+��	y4+	�"� ?69�� ��	L�-4+,+�� �	�����,+�5,+$�4+	�"� ? ,+�-4����-4+�G'
�5,9�:%&	�;�	(' L\Q �&��$+����,+�-4���$�01	����G'�	�����,+��	�	�������Q4T	�
5��	�$+	5�& 9�:%&7+
�, 9D ��"�,�%&7��� �'/���#���1	����
����������-4+,�����	�
����	��������5,+��,�"���,+���������	���,+$9��
�	('/�
"�,�% #��	���$+�O	������^01	�
�,+$+�N�!����,+����	���,+$9��$�01	#�9�G'��5,9�:%&	�;�	�6�$�$+	5���



3 ã � =���=���@5����C�@5?&�

5<9
V l+p 	 C l+p 	������Q4�4+,�4����S$+	5�����(4+,�	H$IKÇã 9 ¤9PE�NKÇã 9 ~ P 9  �,��-4+���4+����	�	

	�����,+�5,+$S"���	�
�	��\���Q4����( #��,+6�$+	5�

ũl+p
i = xγ̃l+p = x

z2

H̃1

, i ∈ P , ũk−p
i = xγ̃l+p pz2 + l b2

∆

(k − p)z2

, i ∈ K\P ,

ũN
i = xγ̃N = xγ̃l+p pz2 + l b2

∆

n − k + z2

, i ∈ N\K ,

ṽl+p
j = yφ̃l+p = y

1

F̃1

, j ∈ L , ṽN
j = yφ̃N = yφl+p lz1 + p b1

∆

m − l + z1

, j ∈ M\L ,

H̃1 = (pz2 + l
b2

∆
)(z2 + 1) + pz2 , F̃1 = l(z1 + 1) + p

b1

∆
.

?69
V k+q 	 Ck+q 	������Q4!4+,�4!����$+	5�����(4+,�	y$HKÇã 9 3 PE��KÇã 9 ã9P 9  �,��-4+���4+����	�	

	�����,+�5,+$S"���	�
�	��\���Q4����( #��,+6�$+	5�

ũk+q
i = xγ̃k+q = x

1

F̃2

, i ∈ K , ũN
i = xγ̃N = xγ̃k+q kz2 + q b2

∆

n − k + z2

, i ∈ N\K ,

ṽN
j = yφ̃N = yφ̃k+q qz1 + k b1

∆

m − l + z1

, j ∈ M\L ,

ṽk+q
j = yφ̃k+q = y

z1

H̃2

, j ∈ Q , ṽl−q
j = yφ̃k+q qz1 + k b1

∆

(l − q)z1

, j ∈ L\Q ,

H̃2 = (qz2 + k
b1

∆
)(z1 + 1) + qz1 , F̃2 = k(z2 + 1) + q

b2

∆
.

. �E%&,+$+	('��5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,+61 +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	S	������Q4�4+,�4����N$+	5��KÇã 9 7 PE��KÇã 9 B P
	�KÇã 9A5<5 PE�&KÇã 9A58? PE�+
�,�����,+,�4+$+�-4+�-4+$� #�Q�1	���	��-4+���4+����	('���	/�(,+"����F���E%&��
�
��O��	
$+�^01� 9
� =���C�B���ë�C�µ�@ ³ ¶/�(÷©Æ ³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±�¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´

Â ��������,�4+��	��½��,����E%&7��!
��-����$+	���	����O�½��,+����	���,+$9��
�	����J�5,9�:%&	�;�	�62	
$+�O"#%���4�����	!"�,1$+���(4+,+�( £ ��"#%&	 9� ���F��"�,�%&,��T	��O�#�(4+,��%'��5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,	¼
��,�����.)+	���
�	(' (K, L) $+�O"�,�%&
('��-4+�G'y +�E%&,+$+	���$+
( 54+����
�
���6L�5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,+6 +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	2KÇã 9A5 PE���	�����
�
�,

P =
Ckl

k(l + 1)
− 1

l + 1

l
∑

h=1

(Ch+1 − Ch) ≥ 0 .

R ,��.
�	��#���-4n$+,+"���,+��¢n"���	��#����	#�� +�E%&,+$+	('#���-4+,�����.)+	���
�	���'�$�%'��-4+�G'� +�-4+,+66¼
��	�$+�O�Á$y�#�������O6*��,+����
(4L	�������� / %'*"���,+$+������	* +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	©)� .�����



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ 3<7

	���"�,�%&7��.,+$9��4+71"���,+;��F�& #�( ������"����F���E%&��
�	('S���E%&�-���(�#"����F�%&,�����
�
( #��� 9 §ï9
� �-4+��,+�G'�
�,+�I� ? � :���9�D 4����/��"( +�-4+7Q$+�O"#%���4+�H	�����,+�#����$O�5,9�:%&	�;�	�	�,+�- 5�1���-4+$	¼
%'��Q4+�G'�$���,+,�4+$+�-4+�-4+$+	�	����-4+,+6�"���,+;��F�& #��,+6 9&� ��	!�-4+,+�O��#���!"�,+�#������
�,S$
� 5 � B�� �.��	�
����	���������	1 +�-4+,+6���	�$9��'�"���,+;��F�& #��������"����F���E%&��
�	('����E%&�-���n	����*¼
�-4T$+	5�

βs(t) = ξs(t) − δξs(t + 1) , s ∈ N ∪ M .
Â ��������,�4+��	��© +�E%&,+$+	���KÇã 9A5 PN$��#�������O6���,+����
(4 t

ξk
i (t) − δξk

i (t + 1) ≥ ξl+1
i (t) − δξl+1

i (t + 1) ∀i ∈ K . K 769A5 P
� ,����-4���$�%'('���,+,�4+$+�-4+�-4+$� #�Q�1	����5,+��"�,+
���
(4+�½$+���(4+,+�� £ ��"#%&	H"�,�% ;¼

��	��

A1 ln
( xk

t

xl+1
t

)

+ B1 ln
( yk

t

yl+1
t

)

− δA1 ln
(xk

t+1

xl+1
t+1

)

− δB1 ln
(yk

t+1

yl+1
t+1

)

+ P

	#%&	

(A1 − a1A1 − b2B1) ln
( xk

t

xl+1
t

)

+ (B1 − a2B1 − b1A1) ln
( yk

t

yl+1
t

)

+

+(A1a1 + b2B1) ln
( P2

P2 + z2

)

+ (A1b1 + a2B1) ln
( P1

P1 − b1
∆

)

+ P ≥ 0 ,

K 769 ? P
�b��� P2 = (z2 + l b2

∆
)(n − k + 1 + z2)

� P1 = (lz1 + b1
∆

)(m − l + 1 + z1)
9

é �����-4+	��O��(4+,

A1 − a1A1 − b2B1 = 1 , B1 − a2B1 − b1A1 = 0 ,

(A1a1 + b2B1) = z2 , (A1b1 + a2B1) =
b1

∆
.

� ,+�b���� +�E%&,+$+	��TK 769 ? PN"���	����-4�$+	5�

ln
( xk

t

xl+1
t

)

+ z2 ln
( P2

P2 + z2

)

+
b1

∆
ln

( P1

P1 − b1
∆

)

+ P . K 769 ¤9P
� ��,+$+����	��©$+�O"�,�%&
���
�	��� +�E%&,+$+	('IK 769A5 PN"�,�	�
5�& #��;�	�	
5<9}= ������	�
5�& #��;�	�	

z2 ln
( P2

P2 + z2

)

+
b1

∆
ln

( P1

P1 − b1
∆

)

+ P ≥ P +
( b1

∆
)2

P1

− (z2)
2

P2

≥ 0 .



3ÁB � =���=���@5����C�@5?&�

?69��  +�-4+7S +�E%&,+$+	���$+�O"�,�%&
���
�,1�%' t ��4 9 � 9  +�E%&,+$+	��TK 769 ¤9P 9
¤ 9�� ��,+$+����	��©$+�O"�,�%&
���
�	��� +�E%&,+$+	('��%' t + 1 ��4 9 � 9

ln
(xk

t+1

xl+1
t+1

)

+ z2 ln
( P2

P2 + z2

)

+
b1

∆
ln

( P1

P1 − b1
∆

)

+ P .

Â ��������,�4+��	�������.
�	�;( � +�E%&,+$+	('�$ t + 1 	�$ t �"�,�% #��	��

r(t) = ln
(xk

t+1x
l+1
t

xk
t x

l+1
t+1

)

.

� ��,+$+����	��O�9�(4+,��-4+,�"�,�%&,��T	(4+�E%&7+
��'S�� #
���;�	('S,+"('(4+7�"�,�	�
5�& #��;�	�	
5 P = ������	�
5�& #��;�	�	

r(0) = α1 ln
(P2 + z2

P2

)

+ β1 ln
(P1 − b1

∆

P1

)

≥ 0

"���	 α1 > β1
	 m >> l

9
? P �  +�-4+7

r(t) = ln(
xk

t x
l+1
t−1

xk
t−1x

l+1
t

) ≥ 0 .

¤9P � ��,+$+����	��O��(4+,

r(t + 1) = ln
(xk

t+1x
l+1
t

xk
t x

l+1
t+1

)

≥ 0 .

é �����-4+	��O��(4+,

ln
(xk

t+1x
l+1
t

xk
t x

l+1
t+1

)

= α1 ln
( xk

t x
l+1
t−1

xk
t−1x

l+1
t

)

+ β1 ln
( yk

t y
l+1
t−1

yk
t−1y

l+1
t

)

≥ 0

"�,S	�
5�& #�(4+	�$+
�,+�Z �"����F��"�,�%&,�����
�	��Á"���	 α1 > β1

9
ä �5,+
����4+�E%&7+
�,Q"�,�% #������O�.�(4+,Q"���	�	���"�,�%&7��.,+$9��
�	�	n��	�
����	���������	� +�-4+,+66¼

��	�$+,+63"���,+;��F�& #���ð�����"����F���E%&��
�	('3���E%&�-���y$+
( 54+����
�
('('©�5,9�:%&	�;�	�,+
�
��'
 +�-4+,+6���	�$+,+�-4+7��5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,+��,�����.)+	���
�	(' (K, L) ��,.�(���
('��-4+�G'�$n�#�������O6��,+����
(4T$+��������
�	 t 
��$+�����©"���,+���-�S 54+�5��	������ 9



²�³ ��®&´�µ�C�?&® ³ ��±L¶/®&�(°�C�·�C�®&B�B�¸�¹�º��(»5¼&C�@5B�C�´ 3Á:

. �E%&,+$+	���$+
��-01
���6!�5,9�:%&	�;�	�,+
�
�,+6� +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	IKÇã 9 ? P\$1�#�������O6���,	¼
����
(4T$+��������
�	�"���	�
�	��\���-4T$+	5�

ln
( yl

t

yk+1
t

)

+ z1 ln
( Q1

Q1 + z1

)

+
b2

∆
ln

( Q2

Q2 − b2
∆

)

+ Q ≥ 0 , K 769 ~ P

�b��� Q2 = (kz2 + b2
∆

)(n − k + 1 + z2)
� Q1 = (z1 + k b1

∆
)(m − l + 1 + z1)

9
� ��	I�-4+,+�¯"����F��"�,�%����E�����O�Z�(4+,�$+�O"�,�%&
('��-4+�G'* +�E%&,+$+	���$+
��-01
���6*�5,9�8¼

%&	�;�	�,+
�
�,+6� +�-4+,+6���	�$+,+�-4+	3KÇã 9 ? PE���	�����
�
�,

Q =
C lk

l(k + 1)
− 1

k + 1

k
∑

s=1

(Cs+1 − Cs) ≥ 0 .

§ 
�:%&,+��	���
�,�����,+�#������4+�E%&7+�-4+$+,� +�E%&,+$+	('yK 769 ~ PZ��,��T
�,�"���,+$+���-4+	�"�,�	�
6¼
�& #��;�	�	 9�� ��	��-4+,+��,+
�,�$+�O"�,�%&
('��-4+�G'/�&���E%&	 α2 > β2

9
�/=�¯®9A�@9°�C�º�®&?&��B�C�@

� ,����E%&	���,+$9��
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α1 = 0.3 , α2 = 0.2 , ρ = 0.1 ,
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