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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà ñ íåñêîëü-
êèìè ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðîé èãðîêè (ïðàâèòåëüñòâà ñîñåä-
íèõ ñòðàí) îñóùåñòâëÿþò òîðãîâëþ êâîòàìè ïî ñíèæåíèþ ïðî-
ìûøëåííûõ âûáðîñîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ äâóõ
èãðîêîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòðàíû Âîñòî÷íîé Åâðî-
ïû, à äðóãèì � ñòðàíû áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. Ïðîâîäèò-
ñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îñíîâàííûé íà
ðåàëüíûõ äàííûõ, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé çàòðàò è ëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé âûãîäû. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåêîîïåðà-
òèâíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, êîîïåðàòèâíûõ ìàêñèìóìîâ ïî
Ïàðåòî è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó íèìè. Äàåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå íîâîãî ïîíÿòèÿ � ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, êîìáèíèðóþ-
ùåãî ñâîéñòâà ðàâíîâåñèé Íýøà è Ïàðåòî. Ïðåäñòàâëåíî àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðûíî÷-
íîãî ðàâíîâåñèÿ. Òàêîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü
â êà÷åñòâå òåñòà äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïî-
èñêà. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà
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ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûé ñäâèãàåò êîíêóðåíòíîå ðàâíî-
âåñèå ïî Íýøó ê êîîïåðàòèâíîìó ìàêñèìóìó Ïàðåòî. Àëãî-
ðèòì èíòåðïðåòèðîâàí â ôîðìå ïîâòîðÿþùåãîñÿ àóêöèîíà, â
êîòîðîì àóêöèîíåð íå èìååò èíôîðìàöèè î ôóíêöèÿõ çàòðàò è
ôóíêöèÿõ ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà îò ñíèæåíèÿ ýìèññèé äëÿ
ñòðàí-ó÷àñòíèêîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ àóêöèîíåðà, êî-
òîðàÿ ñîçäàåò óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èãð ïîâòîðÿþùèéñÿ àóêöèîí îïèñûâàåò
ïðîöåññ îáó÷åíèÿ â íåêîîïåðàòèâíîé ïîâòîðÿþùåéñÿ èãðå ïðè
äåôèöèòå èíôîðìàöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïðåäëîæåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
è ñõîäÿùèõñÿ ê íèì òðàåêòîðèé àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå èãðû, ðàâíîâåñèå Íýøà, ìàêñèìóì
Ïàðåòî, àëãîðèòìû ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ, ìîäåëèðîâàíèå àóêöèîíîâ.

1. Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðîâàÿ ìîäåëü, ñâÿçàííàÿ ñ íàõîæäå-

íèåì òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Òàêèå ðàâíîâåñíûå òî÷êè
îáëàäàþò êàê êîíêóðåíòíûìè, òàê è êîîïåðàòèâíûìè ñâîéñòâàìè.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà èìååò îñíîâàíèå â ðåàëüíûõ ýêîíîìè-
÷åñêèõ ïðîöåññàõ, â êîòîðûõ ïîèñê ðàâíîâåñèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè îá-
ìåíå èíôîðìàöèåé ìåæäó èãðîêàìè. Íàïðèìåð, ê òàêîé ïîñòàíîâêå
îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ îáìåííîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó àãåí-
òàìè, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò è ïîòðåáëÿþò îáùåñòâåííûå áëàãà. Äðó-
ãèì ïðèìåðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïåðåãîâîðíûé ïðîöåññ àóêöèîííîãî
òèïà. Â ýòèõ ïðîöåññàõ îöåíêè è ïðîèçâîäñòâåííûå ñòîèìîñòè êàæ-
äîãî èç àãåíòîâ íåèçâåñòíû äðóãèì. Êàæäûé èãðîê ìîæåò òîëüêî
ñîòðóäíè÷àòü, ó÷àñòâóÿ â ïðîèçâîäñòâå îáùåñòâåííîãî áëàãà (ñîòðóä-
íè÷åñòâî â âèäå äåíåæíîãî ïëàòåæà íå äîïóñêàåòñÿ). Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìîæíî óêàçàòü ñîáûòèÿ â Íèäåðëàíäàõ, ãäå æèòåëè ìåñòíîñòè,
íàõîäÿùåéñÿ ïîä óãðîçîé çàòîïëåíèÿ, îáúåäèíèëè óñèëèÿ â ñîîðóæå-
íèè ïëîòèí. Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãîñòî-
ðîííèå ïåðåãîâîðû îá îáîþäíîì ðàçîðóæåíèè. Âàæíûì ïðèìåðîì
ÿâëÿþòñÿ ïåðåãîâîðíûå ïðîöåññû ïî ñíèæåíèþ ýìèññèé âðåäíûõ âå-
ùåñòâ â àòìîñôåðó. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïðèìûêàåò ê ïîñòàíîâ-
êå çàäà÷ òåîðèè íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð [1, 2, 9, 7, 15, 26].



Äåêîìïîçèöèîííûé àëãîðèòì ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ 51

Â äàííîé ðàáîòå âíèìàíèå ãëàâíûì îáðàçîì ñêîíöåíòðèðîâàíî
íà ìåæäóíàðîäíîì ñîòðóäíè÷åñòâå ïî çàùèòå îêðóæàþùåé ñðåäû.
Ìíîãèå ñîòðóäíè÷åñòâà òàêîãî ðîäà èìåþò ôîðìó ñîãëàøåíèé ìåæ-
äó ïðàâèòåëüñòâàìè ñòðàí ïî îáîþäíîìó ñíèæåíèþ ýìèññèé ïàð-
íèêîâûõ ãàçîâ íà òðàíñãðàíè÷íûõ òåððèòîðèÿõ. Ïðèìåðàìè ìîãóò
ñëóæèòü Âòîðîé Ïðîòîêîë î ñîêðàùåíèè âûáðîñîâ ñåðû (1994 ãîä),
Êèîòñêèé Ïðîòîêîë (1997 ãîä) è Êîïåíãàãåíñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ÎÎÍ
ïî èçìåíåíèþ êëèìàòà (2009 ãîä). Îáÿçàòåëüñòâà ïðîòîêîëîâ ìîãóò
ñèëüíî âàðüèðîâàòüñÿ. Íàïðèìåð, âî Âòîðîì Ïðîòîêîëå î ñîêðàùå-
íèè âûáðîñîâ ñåðû � ñíèæåíèå ê 2010 ãîäó ñîâîêóïíîãî ñðåäíåãî
óðîâíÿ âûáðîñîâ íà 87% îòíîñèòåëüíî 1980 ãîäà. Öåëü æå îãðàíè÷å-
íèé Êèîòñêîãî Ïðîòîêîëà � ñíèæåíèå âûáðîñîâ ê 2012 ãîäó íà 5.2%
ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì 1990 ãîäà.

Òàêàÿ ðàçíèöà â öèôðàõ ñòàâèò âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ðàçðàáîòàòü
ïðîöåäóðû äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîöåññà ïåðåãîâîðîâ, êîòîðûå áû óòî÷-
íÿëè ïàðàìåòðû ñîãëàøåíèé, ïðèåìëåìûå äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ.

Â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ïðåíåáðåãàþò òà-
êîãî ðîäà ïðîáëåìàìè. Â îñíîâíîì ýêîíîìèñòû ðàññìàòðèâàþò âî-
ïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòèìóëà äëÿ ó÷àñòèÿ â ñîãëàøåíèè. Òàêèå âûâî-
äû î ñîçäàíèè êîàëèöèè è åå ñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè îáñóæäàþòñÿ â
ðàáîòå [8]. Áîëåå áëèçêè ê âîïðîñàì íàøåãî ïðîåêòà ðàáîòû [10, 19],
â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ðåøå-
íèé. Òàêèå êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿþò îáÿçàòåëüñòâà ó÷àñòíèêîâ ïî
ñíèæåíèþ ýìèññèé. Íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äåíåæíûå òðàíñôåðû ìåæäó ó÷àñòíèêàìè âîâëå÷åíû â ïîèñê êîîïå-
ðàòèâíîãî ðåøåíèÿ.

Íàøå âíèìàíèå ñêîíöåíòðèðîâàíî ãëàâíûì îáðàçîì íà ñëó÷àå
îáîþäíîãî òðàíñãðàíè÷íîãî çàãðÿçíåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñòðàíû ¾ïëà-
òÿò¿ äðóã äðóãó ñíèæåíèåì ýìèññèé â êà÷åñòâå ¾óñëóãè çà óñëóãó¿.
Ñëó÷àé òîðãîâëè îáîþäíûì ñíèæåíèåì ýìèññèé, êîòîðûé ïðåîáëà-
äàåò â ðåàëüíîé ïðàêòèêå áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [14, 20, 21]. Ïðè
ýòîì ïðåäñòàâëåíî ñòàòè÷åñêîå êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå.

Â òåîðèè èãð àíàëîãè÷íûå èäåè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [11], â êî-
òîðîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà
ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Ïàðåòî.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïðåäñòàâëåíà êîìáèíàöèÿ ìàòåìàòè-
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÷åñêîé ìîäåëè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð è ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè ¾òîð-
ãîâëè¿ ñíèæåíèåì ýìèññèé íà àóêöèîíå. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìåæ-
äóíàðîäíûå ïåðåãîâîðû ïî çàùèòå îêðóæàþùåé ñðåäû èíòåðïðåòè-
ðîâàíû â êà÷åñòâå ìíîãîñòîðîííåé òîðãîâëè ìåæäó ñòðàíàìè, ïðè
êîòîðîé ¾òîâàðîì¿ ÿâëÿþòñÿ ñíèæåíèÿ ýìèññèé êàæäîé èç ñòîðîí.
Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðàíà i æåëàåò ñíèçèòü ýìèñ-
ñèè íà ñâîåé òåððèòîðèè, ëèøü â ñëó÷àå, åñëè â îáìåí íà ýòî îíà ïî-
ëó÷àåò äîñòàòî÷íîå ñíèæåíèå çàãðÿçíåíèé, ¾èìïîðòèðîâàííûõ¿ èç
ñîñåäíèõ ñòðàí, i = 1, . . . , n. Â ïðîöåññå êàæäàÿ ñòðàíà ñòàðàåòñÿ
ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, â êîòîðîé çàòðàòû íà
ñíèæåíèå ýìèññèé ñáàëàíñèðîâàíû ñ ïîëüçîé îò ýêîëîãè÷åñêîãî ýô-
ôåêòà. Ýêîëîãè÷åñêèé ýôôåêò óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ñíèæåíèè ýìèññèé
âñåìè ñòðàíàìè ó÷àñòíèêàìè ìåæäóíàðîäíîãî ñîãëàøåíèÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè. Â ýòîé ìîäå-
ëè â êà÷åñòâå çàòðàò ïî ñíèæåíèþ ýìèññèé âûáðàíû êâàäðàòè÷íûå
ôóíêöèîíàëû, à äëÿ îïèñàíèÿ ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà ñëóæàò ëî-
ãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñîñòàâëÿåòñÿ êàê
ðàçíîñòü ìåæäó çàòðàòàìè è âûãîäîé îò ñíèæåíèÿ ýìèññèé. Âûáðàí
âàðèàíò èãðû äâóõ ó÷àñòíèêîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòðàíû
Âîñòî÷íîé Åâðîïû, à äðóãèì � ñòðàíû áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà.
Êîýôôèöèåíòû äëÿ ôóíêöèé çàòðàò è ôóíêöèé ýêîëîãè÷åñêîãî ýô-
ôåêòà îñíîâàíû íà ðåàëüíûõ äàííûõ [12, 24], çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî çàòðàòû ïî ñíèæåíèþ ýìèññèé çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ
äëÿ èãðîêîâ: äëÿ ñòðàí Âîñòî÷íîé Åâðîïû çàòðàòû çíà÷èòåëüíî äî-
ðîæå.

Â òðåòüåì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ
ïî Íýøó. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òàêèõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå
ó÷àñòíèêè äîñòèãàþò ìàêñèìèçèðóÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëåçíî-
ñòè.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå òî÷åê êîîïåðàòèâíîãî
ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà âñåõ òî÷åê
ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè ñóùåñòâóþò òî÷êè ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî, äîìèíè-
ðóþùèå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ïî âñåì êðèòåðèÿì.

Â øåñòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.
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Ïîä ðûíî÷íûì ðàâíîâåñèåì ïîíèìàåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå
òî÷åê ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî. Òàêîå ðàâíîâåñèå îáëàäàåò ñïåöèàëü-
íûìè äåêîìïîçèöèîííûìè ñâîéñòâàìè è äîñòèãàåòñÿ ó÷àñòíèêàìè â
ïîøàãîâîé ïðîöåäóðå îáìåíà èíôîðìàöèåé.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ðåçóëüòàòû ðåà-
ëèçîâàíû â ïðîãðàììå MATLAB. Ïðèâåäåíà ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðà-
öèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ. Òàêîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå òåñòà äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ àëãî-
ðèòìîâ ïîèñêà.

Â âîñüìîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèò-
ìû ïîèñêà òî÷åê ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàç-
ðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïðèìûêàþò ê òåîðèè ïîçèöèîííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãð [4, 17], âêëþ÷àÿ ðàçäåë íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïî-
çèöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [3]. Îíè èñïîëüçóþò ýëåìåíòû
äèôôåðåíöèàëüíî-ýâîëþöèîííûõ èãð [5, 13, 15, 22, 16, 18, 23].

Â äåâÿòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ äèíàìèêè àëãîðèòìà. Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðîâåðêå êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà äëÿ ìàòðèöû
ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Àëãîðèòìû ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ýëåìåíòîâ àóêöèîíà. Àóêöè-
îííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåêîìïîçèöèîííîãî àëãî-
ðèòìà ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïðè äåôèöèòå èíôîðìàöèè (ñì. [6, 17, 25]).
Àóêöèîíåð ïðåäëàãàåò êîíêðåòíûå äëÿ êàæäîé ñòðàíû öåíû èëè îá-
ìåííûå êóðñû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâåííîå ñíèæåíèå ýìèñ-
ñèé íà ñîáñòâåííóþ òåððèòîðèþ, êîòîðîå ñòðàíà i ïîëó÷èò çà ñ÷åò
ñíèæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ýìèññèé íà îäíó åäèíèöó. Ñòðàíû-ó÷àñòíèêè
îòâå÷àþò îäíîâðåìåííî, óêàçûâàÿ ñíèæåíèå ýìèññèé, êîòîðûå îíè
æåëàþò ïðîèçâåñòè, çà ïðåäëàãàåìóþ öåíó. Â ïðîöåññå àóêöèîíåð
èìååò èíôîðìàöèþ î êîýôôèöèåíòàõ ïåðåìåùåíèÿ ýìèññèé ìåæäó
ñòðàíàìè-ó÷àñòíèêàìè. Îí èñïîëüçóåò èõ, ÷òîáû ïåðåâåñòè ñíèæå-
íèå ýìèññèé, ïðåäëîæåííûõ ñòðàíàìè â èòîãîâóþ çàãðóçêó êîíêðåò-
íîé ñòðàíû çàãðÿçíåíèÿìè. Àóêöèîíåð íå èìååò òî÷íîé èíôîðìàöèè
î ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè ñòðàí-ó÷àñòíèêîâ. Ó íåãî ìîãóò áûòü ëèøü
ãðóáûå îöåíêè òåìïîâ èõ ðîñòà. Àóêöèîíåð ó÷èòûâàåò ïðåäëîæåííûå
ñòðàíàìè-ó÷àñòíèêàìè ñíèæåíèÿ ýìèññèé è çàãðóçêó çàãðÿçíåíèåì
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è ñðàâíèâàåò èõ ñ òðåáóåìûìè. Â ñëó÷àå áîëüøîãî îòêëîíåíèÿ ìåæ-
äó ¾ïðåäëîæåíèåì¿ è ¾ñïðîñîì¿ îí ïðåäëàãàåò íîâûå öåíû. Ñî ñâî-
åé ñòîðîíû ó÷àñòíèêè îòâå÷àþò ñíèæåíèåì ýìèññèé, îïèðàÿñü ëèøü
íà ñâîè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììå
MATLAB è ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäëî-
æåííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ñðàâíå-
íèå ïîêàçûâàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà, êîòîðûé äàåò
ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ.

2. Îïèñàíèå ìîäåëè
Ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðîâàÿ ìîäåëü, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñäâèã

èãðîêîâ îò íåêîîïåðàòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ ê êîîïåðàòèâíîìó ìàêñè-
ìóìó. Ïðîòîòèïîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü òîðãîâëè ñíèæå-
íèÿìè ýìèññèé (ñì. [20]). Â ìîäåëè çàäåéñòâîâàíî n èãðîêîâ, êîòî-
ðûìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñòðàíû � ó÷àñòíèêè ñîãëàøåíèÿ, ðåøàþùèå
ïðîáëåìó ïî ñíèæåíèþ ýìèññèé ïàðíèêîâûõ ãàçîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñîãëàøåíèå äîñòèãàåòñÿ â ïðîöåññå ïîøàãîâîãî àóêöèîíà, êîòî-
ðûì óïðàâëÿåò àóêöèîíåð. Êàæäàÿ ñòðàíà i êîíòðîëèðóåò ñîáñòâåí-
íóþ âåëè÷èíó ñíèæåíèÿ ýìèññèé xi ≥ 0. Ñòðàíà i çàèíòåðåñîâàíà â
ìàêñèìèçàöèè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè wi, êîòîðàÿ çàäàíà
ôîðìóëîé

wi(x) = −Ci(xi) + Bi

( n∑
j=1

ajixj

)
. (2.1)

Çäåñü x=(x1, . . . , xn) � ïîëíûé âåêòîð ñíèæåíèÿ ýìèññèé, Ci(xi) �
ôóíêöèÿ çàòðàò ñòðàíû i íà ñíèæåíèå ýìèññèé xi, Bi

( n∑
j=1

ajixj

)
�

ôóíêöèÿ ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà, êîòîðûé ïîëó÷àåò ñòðàíà i áëà-
ãîäàðÿ îáùåìó ñíèæåíèþ çàãðÿçíåíèÿ

n∑
j=1

ajixj íà åå òåððèòîðèè, è

aji � êîýôôèöèåíò òðàíñãðàíè÷íîãî ïåðåíîñà, ò. å. ÷àñòü ïðîìûø-
ëåííûõ âûáðîñîâ ñòðàíû j, ïåðåíåñåííûõ íà òåððèòîðèþ ñòðàíû i.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî aji > 0 è

n∑
j=1

ajixj ≤ 1. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè

çàòðàò Ci âûïóêëû è ìîíîòîííî âîçðàñòàþò. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà Bi ñòðîãî âîãíóòû è
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ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, à òàêæå èìåþò óðîâåíü íàñûùåíèÿ ȳi, êîòî-
ðûé îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì â èíòåðâàëå [ȳi,∞). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíê-
öèè Ci è Bi äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

C ′
i(xi) > 0, C ′′

i (xi) ≥ 0 (xi ≥ 0), (2.2)
B′

i(yi) > 0, B′′
i (yi) < 0 (0 ≤ yi < yi), B′

i(yi) = 0, (yi ≥ yi).

Â ñèëó ýòèõ óñëîâèé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè wi ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîãíó-
òûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ñíèæåíèÿ ýìèññèé x ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êàê íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà ñ ó÷àñòèåì n-èãðîêîâ (ñì. [1, 9, 11]). Äî-
ïóñòèìûå ñòðàòåãèè èãðîêà i èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñíèæåíèåì ýìèññèé
xi ≥ 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè òîðãîâëå ñíèæåíèÿìè ýìèññèé (íà
ìåæäóíàðîäíûõ ïåðåãîâîðàõ) äåëåãàò îò ñòðàíû i ïîëíîñòüþ èíôîð-
ìèðîâàí î ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ òðàíñãðàíè÷íîãî ïåðåíîñà

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ann


 , (2.3)

à òàêæå î ôóíêöèè ïîëåçíîñòè wi ñòðàíû, êîòîðóþ îí ïðåäñòàâëÿåò.
Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îí íå èìååò èíôîðìàöèè î ôóíêöèÿõ ïîëåçíî-
ñòè äðóãèõ ñòðàí.

Ìîäåëü ñïåöèôèöèðóåòñÿ äëÿ èãðîâîé ñèòóàöèè ìåæäó ñòðàíàìè
Âîñòî÷íîé Åâðîïû è ñòðàíàìè áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. Äëÿ íèõ
èäåíòèôèöèðîâàíû êâàäðàòè÷íûå [12] ôóíêöèè çàòðàò

C1(x1) = −e1

2
x2

1 + c1,

C2(x2) = −e2

2
x2

2 + c2,
(2.4)

è ëîãàðèôìè÷åñêèå [24] ôóíêöèè ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà
B1(x1, x2) = d1 ln(a11x1 + a21x2),

B2(x1, x2) = d2 ln(a12x1 + a22x2).
(2.5)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâî-
áîäíûå ÷ëåíû ôóíêöèé çàòðàò ðàâíû íóëþ

c1 = 0, c2 = 0. (2.6)
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Êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíàõ â ôóíêöèÿõ çàòðàò èìå-
þò çíà÷åíèÿ

e1 = 0.15, e2 = 0.0042. (2.7)
Òàêàÿ ðàçíèöà â çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé çàòðàò îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñòðàíàõ Åâðîïåéñêîãî Ñîþçà ñíèæåíèå ýìèññèé
áîëåå çàòðàòíî, ÷åì â ñòðàíàõ áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà.

Êîýôôèöèåíòû äëÿ ôóíêöèé ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà èìåþò çíà-
÷åíèÿ

d1 = 1, d2 = 1. (2.8)
Ðàâíîå çíà÷åíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ñòðàíû
îäèíàêîâî çàèíòåðåñîâàíû â óëó÷øåíèè ýêîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè â
ðåçóëüòàòå ñíèæåíèÿ ýìèññèé.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñíèæåíèÿ ýìèññèé óãëåêèñëîãî ãàçà (CO2) êîýôôèöè-
åíòû òðàíñãðàíè÷íîãî ïåðåíîñà ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íûìè: a11 =

= a12 = a21 = a22 = 1, òàê ÷òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ òðàíñãðàíè÷-
íîãî ïåðåíîñà (2.3) èìååò âèä

A =

(
1 1

1 1

)
. (2.9)

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (2.1), ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûå ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè äëÿ ýòèõ ñòðàí (w1, w2) â âèäå

w1(x1, x2) = −e1

2
x2

1 − c1 + d1 ln(a11x1 + a21x2) =

= −0.075x2
1 + ln(x1 + x2),

w2(x1, x2) = −e2

2
x2

2 − c2 + d2 ln(a12x1 + a22x2) =

= −0.00021x2
2 + ln(x1 + x2).

(2.10)

3. Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Âåêòîð ñíèæåíèÿ ýìèññèé xN = (xN
1 , . . . , xN

n )

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà
ðàâíîâåñíûõ óñëîâèé

max
xi≥0

wi

(
xN

1 , . . . , xi, . . . , x
N
n

)
= wi

(
xN

1 , . . . , xN
i , . . . , xN

n

)
, i = 1, . . . , n.

(3.1)
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Òàê êàê ôóíêöèè wi ñòðîãî âîãíóòû, îòíîøåíèÿ (3.1) ýêâèâàëåíò-
íû òîìó, ÷òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂wi(x

N)

∂xi

â ðàâíîâåñèè äîëæíû
áûòü ðàâíû 0:

∂wi

∂xi

(
xN

)
= 0, i = 1, . . . , n. (3.2)

Áîëåå òî÷íî, òî÷êà xN ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

−C ′
i(xi) + aiiB

′
i

( n∑
j=1

ajixj

)
= 0 , i = 1, . . . , n. (3.3)

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.10) êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé





−e1x1 + d1
1

a11x1 + a21x2

a11 = 0,

−e2x2 + d2
1

a12x1 + a22x2

a22 = 0.

(3.4)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ èìååì




−e1a11x
2
1 − e1a21x1x2 + d1a11 = 0,

−e2a12x1x2 − e2a22x
2
2 + d2a22 = 0.

(3.5)

Ïîñëå äîìíîæåíèÿ óðàâíåíèé íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ïîëó÷àåì





−e1e2a11a12x
2
1 − e1e2a21a12x1x2 + d1e2a11a12 = 0,

−e1e2a21a12x1x2 − e1e2a21a22x
2
2 + d2e1a21a22 = 0.

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ïîäîáíûå

−e1e2a11a12x
2
1 + d1e2a11a12 + e1e2a21a22x

2
2 − d2e1a21a22 = 0.

Èñêëþ÷àåì ïåðåìåííóþ x1

x2
1 =

e1e2a21a22x
2
2 + d1e2a11a12 − d2e1a21a22

e1e2a11a12

.



58 Í.À. Êðàñîâñêèé, À.Ì. Òàðàñüåâ

Ïî÷ëåííîå äåëåíèå äàåò

x2
1 =

a21a22

a11a12

x2
2 +

d1

e1

− d2a21a22

e2a11a12

. (3.6)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå x2
1 èç (3.6) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.5),

ïîëó÷èì ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ

−e1a21a22

a12

x2
2 +

e1d2a21a22

e2a12

= e1a21x1x2. (3.7)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
A =

e1a21a22

a12

, (3.8)

B =
e1d2a21a22

e2a12

, (3.9)

C = e1a21. (3.10)
Òîãäà èç (3.7) èìååì ñîîòíîøåíèå

−Ax2
2 + B = Cx1x2.

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò èìååì

A2x4
2 + B2 − 2ABx2

2 = C2x2
1x

2
2. (3.11)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå x2
1 èç (3.6) â ñîîòíîøåíèå (3.11), ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå îòíîñèòåëüíî x2

A2x4
2 − 2ABx2

2 + B2 = C2a21a22

a11a12

x4
2 + C2d1

e1

x2
2 − C2d2a21a22

e2a11a12

x2
2.

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ èìååì
(
A2 − C2a21a22

a11a12

)
x4

2 −
(
2AB + C2d1

e1

− C2d2a21a22

e2a11a12

)
x2

2 + B2 = 0. (3.12)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ A,B, C èç (3.8)�(3.10) â ñîîòíîøåíèå (3.12), ïî-
ëó÷èì

(e1a21

a12

)2a22

a21

(a11a22 − a12a21)x
4
2 +

(e1d2a21a22

e2a12

)2−

− e1a
2
21

e2a11a2
12

(
e1a22d2(a11a22 − a21a12) + a11(e1a

2
22d2 + e2a

2
12d1)

)
x2

2 = 0.

(3.13)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû òðàíñãðàíè÷íîãî ïåðåíîñà aij, i =

1, 2, j = 1, 2 çàäàþòñÿ ìàòðèöåé (2.9), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (3.13)
â âèäå (e1

e2

(e1d2 + e2d1)
)
x2

2 −
(e1d2

e2

)2
= 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ x2

x2
2 =

e1d
2
2

e2(e1d2 + e2d2)
. (3.14)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå äëÿ x1

x2
1 =

e2d
2
1

e1(e1d2 + e1d2)
. (3.15)

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå êîðíè. Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó èìååò êîîðäèíàòû

xN
1 = d1

(
e2

e1(e1d2 + e2d1)

)1/2

,

xN
2 = d2

(
e1

e2(e1d2 + e2d1)

)1/2

.

(3.16)

Ïðîãðàììà MATLAB âûäàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ êîðíåé x1, x2

xN
1 = 0.4261, xN

2 = 15.2187. (3.17)

4. Ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåêòîð xP = (xP
1 , . . . , xP

n ) íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìóìîì Ïàðåòî, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà x 6= xP íàéäåòñÿ
êîìïîíåíòà j, äëÿ êîòîðîé wj(x) < wj(x

P ).
Ïî òåîðåìå Ãåðìåéåðà (ñì. [2]) äëÿ ñòðîãî âîãíóòûõ ôóíêöèé wi

ìíîæåñòâî òî÷åê Ïàðåòî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèé ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè

maximize w(x, α), xi ≥ 0, (4.1)

ãäå ñèìâîë w(x, α) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ñâåðòêè:

w(x, α) = w(x1, . . . , xn, α1, . . . , αn) =
n∑

k=1

αkwk(x).
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Êîýôôèöèåíòû ñâåðòêè α äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè, ò. å.

αk ≥ 0 , k = 1, . . . , n. (4.2)

Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâåðòêè âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå:

n∑

k=1

αk = 1. (4.3)

Ñîãëàñíî ñòðîãîé âîãíóòîñòè wi ìàêñèìèçàòîð â (4.1) îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

n∑

k=1

αk
∂wk

∂xi

(x) = 0 , i = 1, . . . , n. (4.4)

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè Ïàðåòî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñåðèè ñèñòåì
óðàâíåíèé (4.4) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñâåðòêè αk, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (4.2), (4.3). Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4.4) âû-
ðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû ßêîáè

Dw(x) =




∂w1(x)

∂x1

∂w1(x)

∂x2

. . .
∂w1(x)

∂xn

∂w2(x)

∂x1

∂w2(x)

∂x2

. . .
∂w2(x)

∂xn

. . .

∂wn(x)

∂x1

∂wn(x)

∂x2

. . .
∂wn(x)

∂xn




(4.5)

ëèíåéíî çàâèñèìû ñ êîýôôèöèåíòàìè αk (k = 1, . . . , n).
Ââåäåì êîýôôèöèåíòû α1 è α2 òàêèå, ÷òî α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1+α2 =

= 1, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ ñâåðòêè

w(x1, x2, α1, α2) = α1w1(x1, x2) + α2w2(x1, x2).

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.10) èìååì

w(x1, x2, α1, α2) = α1

(− e1

2
x2

1 − c1 + d1 ln(x1 + x2)
)

+

+α2

(− e2

2
x2

1 − c2 + d1 ln(x1 + x2)
)
.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.1 ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà Ïàðåòî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå





∂w

∂x1

(x1, x2, α1, α2) = 0,

∂w

∂x2

(x1, x2, α1, α2) = 0.

(4.6)

Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé




α1
∂w1

∂x1

(xP
1 , xP

2 ) + α2
∂w1

∂x2

(xP
1 , xP

2 ) = 0,

α1
∂w2

∂x1

(xP
1 , xP

2 ) + α2
∂w2

∂x2

(xP
1 , xP

2 ) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èì




−α1e1x1 + α1d1
1

(x1 + x2)
+ α2d2

1

(x1 + x2)
= 0,

−α2e2x2 + α1d1
1

(x1 + x2)
+ α2d2

1

(x1 + x2)
= 0.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ äàåò ñîîòíîøåíèå

α1e1x1 = α2e2x2.

Èìååì ñëåäóþùóþ ïðîïîðöèþ

x1 =
α2e2

α1e1

x2.

Èñêëþ÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ âëå÷åò

−α1e1
α2e2

α1e1

x2 + α1d1
1

(α2e2

α1e1
x2 + x2)

+ α2d2
1

(α2e2

α1e1
x2 + x2)

= 0.

Ñîêðàùåíèå ïîäîáíûõ äàåò

−α2e2x2 +
α1d1α1e1

(α2e2 + α1e1)x2

+
α2d2α1e1

(α2e2 + α1e1)x2

= 0.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ èìååì ñîîòíîøåíèå

α2e2(α1e1 + α2e2)x
2
2 = α1e1(α1d1 + α2d2).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ îäíîé èç êîîðäèíàò

x2
2 =

α1e1

α2e2

α1d1 + α2d2

α1e1 + α2e2

.

Ïóñòü α1 = α, α2 = 1− α. Òîãäà

x2
2 =

αe1

(1− α)e2

(
αd1 + (1− α)d2

)
(
αe1 + (1− α)e2

) .

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ âëå÷åò âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà âòîðîé êîîð-
äèíàòû

x2
2 =

αe1

(1− α)e2

d2 + α(d1 − d2)

e2 + α(e1 − e2)
. (4.7)

Óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

x2
1 =

α2
2e

2
2

α2
1e

2
1

x2
2

äàåò âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ïåðâîé êîîðäèíàòû

x2
1 =

(1− α)2e2
2

α2e2
1

(
αe1

(1− α)e2

d2 + α(d1 − d2)

e2 + α(e1 − e2)

)
. (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.6) ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà Ïàðåòî





xP
1 (α) =

(
(1− α)e2

(
d2 + α(d1 − d2)

)

αe1

(
e2 + α(e1 − e2)

)
)1/2

,

xP
2 (α) =

(
αe1

(
d2 + α(d1 − d2)

)

(1− α)e2

(
e2 + α(e1 − e2)

)
)1/2

,

(4.9)

ïàðàìåòðèçîâàííîå êîýôôèöèåíòîì α, 0 ≤ α ≤ 1.

5. Äîìèíèðîâàíèå òî÷åê ìàêñèìóìà Ïàðåòî íàä ðàâíîâåñè-
åì ïî Íýøó

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ìàê-
ñèìóìà Ïàðåòî, êîòîðûå ñòðîãî äîìèíèðóþò òî÷êó ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ. Ýòîò ðåçóëüòàò íåîáõîäèì äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ñäâèãà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî
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Íýøó â áîëåå áëàãîïðèÿòíîå ïîëîæåíèå íåêîòîðûõ òî÷åê ìàêñèìóìà
ïî Ïàðåòî.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ôàêòà ïîêàæåì, ÷òî â èíòåðâàëå 0 ≤ α ≤
≤ 1 ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà α, ïðè êîòîðûõ ñîâìåñòíà
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ {

xP
1 (α) > xN

1 ,

xP
2 (α) > xN

2 .
(5.1)

Âèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:




(1− α)e2

(
d2 + α(d1 − d2)

)

αe1

(
e2 + α(e1 − e2)

) >
e2d

2
1

e1(e1d2 + e2d1)
,

αe1

(
d2 + α(d1 − d2)

)

(1− α)e2

(
e2 + α(e1 − e2)

) >
e1d

2
2

e2(e2d1 + e1d2)
.

Êîýôôèöèåíòû e1, e2, d1, d2, α, (1 − α) èìåþò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷å-
íèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ íå ìåíÿåò
çíàêîâ íåðàâåíñòâ

{
(1− α)

(
d2 + α(d1 − d2)

)
(e1d2 + e2d1) > d2

1α
(
e2 + α(e1 − e2)

)
,

α
(
d2 + α(d1 − d2)

)
(e1d2 + e2d1) > d2

2(1− α)
(
e2 + α(e1 − e2)

)
.
(5.2)

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé êîýôôèöèåíò A = e1d2 + e2d1





(
d2

1(e1 − e2) + A(d1 − d2) + A(d1 − d2)
)
α2+

+
(
d2

1e2 − A(d1 − 2d2)
)
α− Ad2 < 0,

(e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2)α

2 + (2e2d
2
2 + e2d1d2)α− e2d

2
2 > 0 .

(5.3)
Äàäèì êîýôôèöèåíòàì ïðè α2 îáîçíà÷åíèÿ a1 äëÿ ïåðâîãî íåðàâåí-
ñòâà è a2 äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà

a1 = e1d
2
1 − e1d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2,

a2 = e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2.

Äàäèì êîýôôèöèåíòàì ïðè α îáîçíà÷åíèÿ b1 äëÿ ïåðâîãî íåðàâåí-
ñòâà è b2 äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà

b1 = 2e1d
2
2 + 2e2d1d2 − e1d2d1,

b2 = 2e2d
2
2 + e2d1d2.
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Äàäèì ñâîáîäíûì ÷ëåíàì îáîçíà÷åíèÿ c1 äëÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà è
c2 äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà

c1 = −e1d
2
2 − e2d1d2,

c2 = −e2d
2
2.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (5.3) ê ñëåäóþùåìó âèäó
{

a1α
2 + b1α + c1 < 0,

a2α
2 + b2α + c2 > 0.

(5.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàáîë

p1(α) = a1α
2 + b1α + c1,

p2(α) = a2α
2 + b2α + c2.

Òîãäà ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (5.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
{

p1(α) < 0,

p2(α) > 0.
(5.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α èç îòðåçêà
0 ≤ α ≤ 1, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî áóäåì
èññëåäîâàòü âçàèìîðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ïàðàáîë.

5.1. Âçàèìîðàñïîëîæåíèå ïàðàáîë â ñëó÷àå α = 0, α = 1

Ïðè α = 0 èìååì

p1(α) |α=0= −(e1d2 + e2d1)d2,

p2(α) |α=0= −e2d
2
2.

Ïðè α = 1 èìååì

p1(α) |α=1= 2e1d
2
1,

p2(α) |α=1= e1d1d2.

Îáå ïàðàáîëû p1(α) è p2(α) èìåþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè α = 0

è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè α = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà îòðåçêå
0 ≤ α ≤ 1 îáå ïàðàáîëû ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ òîëüêî îäèí ðàç.
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Âûÿñíèì ïîëîæåíèå ïàðàáîë p1(α) è p2(α) îòíîñèòåëüíî äðóã äðó-
ãà â òî÷êàõ α = 0 è α = 1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî e1 > e2 (â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ìîæíî ïîìåíÿòü ñòðàíû ìåñòàìè).

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ c1 è c2 ïðè α = 0

(
p1(α)− p2(α)

) |α=0= c1 − c2 = −(e1d
2
2 + e2d1d2 + e2d

2
2) < 0.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè îñè îðäèíàò ïàðà-
áîëà p1(α) ëåæèò íèæå ïàðàáîëû p2(α) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Âûÿñíèì ïîëîæåíèå ïàðàáîë îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ïðè α = 1

(
p1(α)− p2(α)

) |α=1= e1d
2
1 − e2d

2
1 + e1d1d2.

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ p1(α) è p2(α) ïðè α = 1. Óðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè

e1d
2
1 = e2d

2
1 + e1d1d2.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíó 1

e1d2
1

. Ïîëó÷èì

1 =
d2

d1

+
e2

e1

= ξ + η.

Çäåñü ââåäåíû íîâûå ïåðåìåííûå ξ =
d2

d1

, η =
e2

e1

. Îòìåòèì, ÷òî ξ > 0

è 0 < η < 1.
Èìååì òðè ñëó÷àÿ ïîëîæåíèÿ ïàðàáîë p1(α) è p2(α) ïðè α = 1:

1. p1(α) < p2(α) ïðè ξ > 1− η,

2. p1(α) = p2(α) ïðè ξ = 1− η,

3. p1(α) > p2(α) ïðè ξ < 1− η.

5.2. Íàïðàâëåíèå ¾ðîæåê¿ äëÿ ïàðàáîë p1(α) è p2(α)

Âûÿñíèì â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïàðàáîëû p1(α) è p2(α) ÿâëÿþòñÿ âîñ-
õîäÿùèìè èëè íèñõîäÿùèìè. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì çíàêè ó êîýôôè-
öèåíòîâ a1 è a2. Äëÿ êîýôôèöèåíòà a1 èìååì ñîîòíîøåíèå

a1 = e1d
2
1 − e1d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2.
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Âûÿñíèì çíàê êîýôôèöèåíòà a1 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ξ. Äëÿ ýòî-
ãî ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

−e1ξ
2 + (e1 − e2)ξ + e1 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ξ1 =
e1 − e2 +

(
(e1 − e2)

2 + 4e2
1

)1/2

2e1

.

Èìååì
a1 > 0 ïðè 0 ≤ ξ < ξ1,

a1 ≤ 0 ïðè ξ ≥ ξ1.

Äëÿ êîýôôèöèåíòà a2 èìååì âûðàæåíèå

a2 = e2d
2
1 − e2d

2
2 + e1d1d2 − e2d1d2.

Âûÿñíèì çíàê êîýôôèöèåíòà a2 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ξ. Äëÿ ýòî-
ãî ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

−e2ξ
2 + (e1 − e2)ξ + e2 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ξ2 =
e1 − e2 +

(
(e1 − e2)

2 + 4e2
2

)1/2

2e2

.

Èìååì
a2 > 0 ïðè 0 ≤ ξ < ξ2,

a2 ≤ 0 ïðè ξ ≥ ξ2.

Îáå ïàðàáîëû a1(ξ) è a2(ξ) ÿâëÿþòñÿ íèñõîäÿùèìè. Íåòðóäíî òàêæå
ïîêàçàòü, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ξ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
óñëîâèè, ÷òî e1 > e2, èìååì ξ2 > ξ1 > 1 (ñì. ðèñ. 1). Çàâèñèìîñòü
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2 îò ïàðàìåòðà ξ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 1.

Èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ äëÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2:

1. a1 > 0, a2 > 0 ïðè 0 ≤ ξ < ξ1,

2. a1 < 0, a2 > 0 ïðè ξ1 < ξ < ξ2,

3. a1 < 0, a2 < 0 ïðè ξ > ξ2,

4. a1 > 0, a2 < 0 ïðè ξ > ξ2 è ξ < ξ1.
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Ðèñóíîê 1. Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2 îò
ïàðàìåòðà ξ

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé 4 íàñ íå èíòåðåñóåò, òàê êàê ξ2 > ξ1.

5.3. Àíàëèç ñèòóàöèé ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë
×òîáû âûÿñíèòü, åñòü ëè ó ïàðàáîë p1(α) è p2(α) òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1, ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü

p3(α) = (1− η)(1− ξ2)α2 + (1− η)(2ξ2 − ξ)α− (
(1− η)ξ2 + ξη

)
. (5.6)

Âûÿñíèì, ñêîëüêî ïåðåñå÷åíèé ñ îñüþ àáñöèññ èìååò äàííàÿ ïàðà-
áîëà íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1. Ñòîëüêî æå ïåðåñå÷åíèé äðóã ñ äðóãîì
èìåþò íà ýòîì îòðåçêå ïàðàáîëû p1(α) è p2(α). Âû÷èñëèì çíà÷åíèå
ïàðàáîëû p3 ïðè α = 0

p3(α) |α=0= −(
(1− η)ξ2 + ηξ

)
.

Òàê êàê η < 1, òî ïðè α = 0 äëÿ âñåõ ξ èìååì îäèí ñëó÷àé

p3(α) |α=0< 0.

Ïðè α = 1 èìååì
p3(α) |α=1= 1− η − ξ.



68 Í.À. Êðàñîâñêèé, À.Ì. Òàðàñüåâ

Ïðè α = 1 âîçíèêàþò 4 ñëó÷àÿ:

1. p3(α) |α=1> 0 ïðè ξ < 1− η,

2. p3(α) |α=1= 0 ïðè ξ = 1− η,

3. p3(α) |α=1< 0 ïðè 1− η < ξ < 1,

4. p3(α) |α=1< 0 ïðè 1− η < ξ, ξ > 1.

Ðàññìîòðèì êàæäûé ñëó÷àé â îòäåëüíîñòè.

1. ξ < 1− η.

Êîýôôèöèåíò ïðè α2 èç ñîîòíîøåíèÿ (5.6) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà p3(α) ÿâëÿåòñÿ âîñõîäÿùåé.
Ïðè ýòîì ïàðàáîëà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îò-
ðåçêà p3(α) |α=0< 0 è p3(α) |α=1> 0. Òî åñòü, íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1

åñòü òîëüêî îäíî ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû p3(α) ñ îñüþ àáñöèññ, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îäíî ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîë p1(α) è p2(α) äðóã ñ äðóãîì.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîëû p3(α) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2.
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2. ξ = 1− η.

Êîýôôèöèåíò ïðè α2 èç ñîîòíîøåíèÿ (5.6) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà p3(α) ÿâëÿåòñÿ âîñõîäÿùåé.
Ïàðàáîëà èìååò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îòðåçêà p3(α) |α=0< 0

è p3(α) |α=1= 0. Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 åñòü òîëüêî îä-
íî ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû p3(α) ñ îñüþ àáñöèññ ïðè çíà÷åíèè α = 1, à,
ñëåäîâàòåëüíî, îäíî ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîë p1(α) è p2(α) äðóã ñ äðóãîì
â ýòîé æå òî÷êå. Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîëû p3(α) ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 3.

3. 1− η < ξ < 1.

Êîýôôèöèåíò ïðè α2 èç ñîîòíîøåíèÿ (5.6) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà p3(α) ÿâëÿåòñÿ âîñõîäÿùåé.
Çíà÷åíèÿ ïàðàáîëû ïðèíèìàåò îäèíàêîâûé çíàê íà êîíöàõ îòðåçêà
p3(α) |α=0< 0 è p3(α) |α=0< 0. Òî åñòü íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 ïàðàáîëû
p1(α) è p2(α) äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåñåêàþòñÿ. Õàðàêòåðíîå ðàñïîëî-
æåíèå ïàðàáîëû p3(α) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

α

p
3

p
3
(α)

Ðèñóíîê 4. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîëû

p3(α) â ñëó÷àå 3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

α

p
3

p
3
(α)

Ðèñóíîê 5. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîëû

p3(α) â ñëó÷àå 4



70 Í.À. Êðàñîâñêèé, À.Ì. Òàðàñüåâ

4. ξ > 1.

Êîýôôèöèåíò ïðè α2 èç ñîîòíîøåíèÿ (5.6) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëü-
íîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà p3(α) ÿâëÿåòñÿ íèñõîäÿùåé.
Çíà÷åíèÿ ïàðàáîëû íà êîíöàõ îòðåçêà èìåþò îäèí çíàê p3(α) |α=0< 0

è p3(α) |α=0< 0. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ñêîëüêî ïåðåñå÷åíèé ñ îñüþ
àáñöèññ èìååò ïàðàáîëà p3(α) íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàáîëà p3(α) íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ íå èìååò. Íàéäåì òî÷êó ìàêñèìóìà ïàðàáîëû.
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ p

′
3(α) è ïðèðàâíÿåì åå ê íóëþ

p
′
3(α) = 2(1− η)(1− ξ2)α + (1− η)(2ξ2 − ξ) = 0.

Ïîëó÷èì çíà÷åíèå äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà

α∗ =
(ξ − 2ξ2)

2(1− ξ2)
.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

4.1. 1 < ξ ≤ 2.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ìàêñèìóìà α∗ ≥ 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàáîëû íà
êîíöàõ îòðåçêà îòðèöàòåëüíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàáîëà p3(α) íà îò-
ðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 ëåæèò íèæå îñè àáñöèññ.

4.2. ξ > 2.

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ìàêñèìóìà α∗ íàõîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì
èíòåðâàëå 0 < α∗ < 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàáîëà p3 èìååò îòðèöàòåëü-
íîå çíà÷åíèå â òî÷êå ìàêñèìóìà. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íà îòðåçêå
0 ≤ α ≤ 1 ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë p1(α) è p2(α) îòñóòñòâóþò. Äëÿ ýòîãî
ïîäñòàâèì çíà÷åíèå òî÷êè ìàêñèìóìà â ñîîòíîøåíèå äëÿ ïàðàáîëû
p3(α) è ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå ìàêñèìóìà îòðèöàòåëüíîå. Èìååì

p3(α
∗) =

ξ
(− 4ξ2 + 5(1− η)ξ + 4η

)

4(ξ2 − 1)
.

Ïðîâåäåì àíàëèç çíàêîâ ñîìíîæèòåëåé â ýòîì âûðàæåíèè. Çíàìåíà-
òåëü äðîáè èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê, òàê êàê ξ > 2. ×èñëèòåëü
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ξ
(− 4ξ2 + 5(1− η)ξ + 4η

)
ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè

ξ >
5(1− η) +

(
25(1− η)2 + 64η

)1/2

8
.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïàðàáîëà p3(α
∗) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëü-

íîå çíà÷åíèå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

5(1− η) +
(
25(1− η)2 + 64η

)1/2

8
< 2.

Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èìååì
(
25(1− η)2 + 64η

)1/2
< 16− 5(1− η).

Âîçâåäåì îáå ñòîðîíû íåðàâåíñòâà â êâàäðàò

25(1− η)2 + 64η < 256− 160(1− η) + 25(1− η)2.

Ïîëó÷àåì
64η < 256− 160 + 160η.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ âëå÷åò íåðàâåíñòâî

η > −1,

êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
î òîì, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàáîëû p3(α) â òî÷êå ìàêñèìóìà îòðèöàòåëüíî
òàêæå âåðíî.

Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ξ > 1 ïàðàáîëû p1(α) è p2(α) íà îò-
ðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåñåêàþòñÿ. Õàðàêòåðíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ïàðàáîëû p3(α) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.

5.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè àíàëèçà, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàçäå-

ëàõ 5.1�5.3, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (5.1) ñîâìåñòíà ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
{

a1α
2 + b1α + c1 < 0,

a2α
2 + b2α + c2 > 0.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1 èç ðàçäåëà 5.2, ïðè êîòîðîì îáå ïàðàáîëû
p1(α) è p2(α) âîñõîäÿùèå. Äëÿ íåãî èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ

a1 > 0, a2 > 0 ïðè 0 < ξ < ξ1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

1.1. ξ < 1− η.

Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî ðàçäåëàì 5.1, 5.3 èìååì

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) > p2(α),

ïàðàáîëû p1 è p2 ïåðåñåêàþòñÿ íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ 1 òîëüêî îäèí ðàç.

Ýòîò ñëó÷àé óäîâëåòâîðÿåò íàñ òîëüêî òîãäà, êîãäà êîðíè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïàðàáîë p1(α) è p2(α) ñ îñüþ àáñöèññ ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî
α

(1)
1 > α

(2)
1 .

Äîêàæåì ýòî. Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè.
Ñèòóàöèÿ 1: η ≥ ξ.
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ êîðíåé è ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü

α
(1)
1 − α

(2)
1 =

−2ξ − 2η + 1 + (5 + 4η
ξ
)1/2

2
ξ
− 2ξ + 2(1− η)

−
−2ξ − 2 + (5 + 4 ξ

η
)1/2

2
ξ
− 2ξ + 21−η

η

.

Ñðàâíèì çíàìåíàòåëè ýòèõ äðîáåé. Òàê êàê 0 < η < 1, òî

2(1− η)

η
> 2(1− η).

Çíà÷èò çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ âòîðîé äðîáè

2

ξ
− 2ξ + 2(1− η) <

2

ξ
− 2ξ +

2(1− η)

η
.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëèòåëü ïåðâîé äðîáè áîëüøå ÷èñëèòåëÿ âòîðîé äðî-
áè. Ñîñòàâèì èõ ðàçíîñòü è ïðèâåäåì ïîäîáíûå

3− 2η + (5 + 4
η

ξ
)1/2 − (5 + 4

ξ

η
)1/2.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûðàæåíèå 3− 2η > 0. Êðîìå òîãî, ÿñíî,
÷òî ïðè óñëîâèè ñèòóàöèè 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(5 + 4
η

ξ
)1/2 > (5 + 4

ξ

η
)1/2.

Òî åñòü ðàçíîñòü ÷èñëèòåëåé ïîëîæèòåëüíàÿ. Èìååì äâà ñîîòíîøå-
íèÿ: ÷èñëèòåëü ïåðâîé äðîáè áîëüøå ÷èñëèòåëÿ âòîðîé äðîáè, à çíà-
ìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ âòîðîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
çíà÷åíèå ïåðâîãî êîðíÿ áîëüøå çíà÷åíèÿ âòîðîãî êîðíÿ.

Ñèòóàöèÿ 2: 0 ≤ η < ξ ≤ 1− η.
Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ òðóäîåì-

êèì, è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.
Ïðèâåäåì ãðàôèê äâóìåðíîé ôóíêöèè ζ = ζ(ξ, η) ðàçíîñòè êîðíåé
α

(1)
1 è α

(2)
1 , ïîñòðîåííûé â ïðîãðàììå MATLAB, íà ðèñ. 6. Èç íåãî

âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû äëÿ ëþ-
áûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
α

(1)
1 > α

(2)
1 âåðíî.
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Ðèñóíîê 6. Ãðàôèê äâóìåðíîé ôóíêöèè ðàçíîñòè êîðíåé

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è p2(α) è

êîðíåé α
(1)
1 è α

(2)
1 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
1.2. ξ = 1− η.
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Ðèñóíîê 7. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ

ôóíêöèé p1(α) è p2(α) äëÿ
ñëó÷àÿ 1.1
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Ðèñóíîê 8. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ

ôóíêöèé p1(α) è p2(α) äëÿ
ñëó÷àÿ 1.2

Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî ðàçäåëàì 5.1, 5.3 èìååì

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) = p2(α),

ïàðàáîëû p1 è p2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå α = 1.

Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è p2(α) èçîá-

ðàæåíî íà ðèñ. 8. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
1.3. 1− η < ξ < ξ1.
Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî ðàçäåëàì 5.1, 5.3 èìååì

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

ïàðàáîëû p1 è p2 íà îòðåçêå 0 < α < 1 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è p2(α) èçîá-

ðàæåíî íà ðèñ. 9.



Äåêîìïîçèöèîííûé àëãîðèòì ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ 75

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−10

−5

0

5

10

15

α

p
1
, p
2

p
1
(α)

p
2
(α)

Ðèñóíîê 9. Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è
p2(α) äëÿ ñëó÷àÿ 1.3

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2 èç ðàçäåëà 5.2, ïðè êîòîðîì ïàðàáîëà p1(α)

íèñõîäÿùàÿ, à ïàðàáîëà p2(α) âîñõîäÿùàÿ. Äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ

a1 < 0, a2 > 0 ïðè ξ1 < ξ < ξ2.

Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî ðàçäåëàì 5.1, 5.3, èìååì

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

ïàðàáîëû p1 è p2 íà îòðåçêå 0 < α < 1 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è p2(α) èçîá-

ðàæåíî íà ðèñ. 10.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 3 èç ðàçäåëà 5.2, ïðè êîòîðîì îáå ïàðàáîëû

p1(α) è p2(α) íèñõîäÿùèå

a1 < 0, a2 < 0 ïðè ξ > ξ2.
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Ðèñóíîê 10. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ

ôóíêöèé p1(α) è p2(α) äëÿ
ñëó÷àÿ 2
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Ðèñóíîê 11. Õàðàêòåðíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ

ôóíêöèé p1(α) è p2(α) äëÿ
ñëó÷àÿ 3

Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî ðàçäåëàì 5.1, 5.3, èìååì

α = 0 : p1(α) < p2(α),

α = 1 : p1(α) < p2(α),

ïàðàáîëû p1 è p2 íà îòðåçêå 0 < α < 1 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
Õàðàêòåðíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé p1(α) è p2(α) èçîá-

ðàæåíî íà ðèñ. 11.
Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

0 ≤ α ≤ 1, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, à çíà÷èò ñóùåñòâóþò
òî÷êè ìíîæåñòâà ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî, êîòîðûå ñòðîãî äîìèíèðóþò
òî÷êó ðàâíîâåñèÿ Íýøà ïî îáåèì êîîðäèíàòàì.

Íà ðèñ. 12 èçîáðàæåíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (NE) è ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî (PM). Æèðíîé ëèíèåé âûäåëåíà
÷àñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ìàêñèìóìà ïî Ïàðåòî, êîòîðûå ñòðîãî äîìè-
íèðóþò òî÷êó ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.
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Ðèñóíîê 12. Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó è ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ Ïàðåòî

6. Ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå
Îïðåäåëåíèå 6.1. Íàçîâåì ðûíî÷íûì ðàâíîâåñèåì âåêòîð ïîëî-
æèòåëüíîãî ñíèæåíèÿ ýìèññèé xM = (xM

1 , . . . , xM
n ), åñëè äëÿ êàæ-

äîãî èãðîêà i ôóíêöèÿ wi(λxM) (λ > 0) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè
λ = 1,

xM
i = argmax

{
wi(λxM) : λ > 0

}
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

dwi(λxM)

dλ
|λ=1= 0 , i = 1, . . . , n. (6.1)

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå äàíî â ðàáîòå [11].
Îòíîøåíèå (6.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà xM ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèé
〈∇ wi(x), x〉 = 0 , i = 1, . . . , n, (6.2)

ãäå ñèìâîë 〈·, ·〉 îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â n-ìåðíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè wi, (2.1), ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (6.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

−xiC
′
i(xi) +

( n∑
j=1

ajixj

)
B′

i

( n∑
j=1

ajixj

)
= 0 , i = 1, . . . , n. (6.3)
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Óðàâíåíèÿ (6.3) îïèñûâàþò ìíîæåñòâî n êðèâûõ. Îíè ïîêàçû-
âàþò êîëè÷åñòâî ñíèæåíèÿ ýìèññèé xi, êîòîðîå æåëàåò îñóùåñòâèòü
èãðîê i âçàìåí íà îòâåòíîå ñíèæåíèå

n∑
j=1

ajixj, êîòîðîå îí ïîëó÷àåò

áëàãîäàðÿ ñíèæåíèþ ýìèññèé âñåìè äðóãèìè èãðîêàìè. Ïàðàìåòð

pi = pi(x) =

n∑
j=1

ajixj

xi

(6.4)

îïðåäåëÿåò îáìåííûé êóðñ, âû÷èñëåííûé ïî âåêòîðó ñíèæåíèÿ ýìèñ-
ñèé x. Îí ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâåííîå ñíèæåíèå ýìèññèé íà ñîáñòâåí-
íóþ òåððèòîðèþ, êîòîðîå ñòðàíà i ïîëó÷èò çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ ýìèññèé íà îäíó åäèíèöó. Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ
ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå xM , èìååò âèä

dwi

(
xN + λ(xM − xN)

)

dλ
|λ=1= 0. (6.5)

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ èãðà äâóõ ó÷àñòíèêîâ. Ââå-
äåì â ýòîé èãðå íîâûå ïåðåìåííûå y1 è y2 äëÿ ñäâèãà îò êîíêóðåíò-
íîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ê êîîïåðàòèâíîìó ðûíî÷íîìó ðàâíîâåñèþ:

{
x1 = xM

1 = xN
1 + y1,

x2 = xM
2 = xN

2 + y2.
(6.6)

Ñîîòíîøåíèå (6.5) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ñäâèãà




y1
∂w1

∂x1

(y1, y2) + y2
∂w1

∂x2

(y1, y2) = 0,

y1
∂w2

∂x1

(y1, y2) + y2
∂w2

∂x2

(y1, y2) = 0.

(6.7)

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (2.10), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé




y1

(− e1(x
N
1 + y1) +

d1

xN
1 + y1 + xN

2 + y2

)
+ y2

d1

xN
1 + y1 + xN

2 + y2

= 0,

y2

(− e2(x
N
2 + y2) +

d2

xN
1 + y1 + xN

2 + y2

)
+ y1

d2

xN
1 + y1 + xN

2 + y2

= 0.

(6.8)
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7. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ
Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.8) àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì, èìååì

óðàâíåíèå ïÿòîé ñòåïåíè äëÿ y2:
(
e1e

2
2d2 − e3

2d1

)
y5

2+

+
(− 2Ae2

2 + 2e2
2e1d2(x

N
1 + xN

2 ) + 2e1d2e
2
2x

N
2 − 2e3

2d1x
N
2

)
y4

2+

+
(−Ae2

2(x
N
1 +xN

2 )−4Ae2
2x

N
2 +e1d2e

2
2(x

N
1 +xN

2 )2+4e2
2e1d2(x

N
1 +xN

2 )xN
2−

−2e1e2d
2
2 + e1d2e

2
2(x

N
2 )2 + 2e2

2d1d2 − e3
2d1(x

N
2 )2

)
y3

2+

+
(−2Ae2

2(x
N
1 +xN

2 )xN
2 +4Ae2d2−2Ae2

2(x
N
2 )2+2e1d2e

2
2(x

N
1 +xN

2 )2xN
2−

−2e1e2d
2
2(x

N
1 + xN

2 ) + 2e2
2e1d2(x

N
2 )2(xN

1 + xN
2 )− 2e1e2d

2
2x

N
2 +

+2e2
2d1d2x

N
2

)
y2

2 +
(
Ad2e2(x

N
1 + xN

2 )− Ae2
2(x

N
2 + xN

1 )(xN
2 )2 + 4Ae2d2x

N
2 +

+e1d2e
2
2(x

N
1 + xN

2 )2(xN
2 )2 − 2e1e2d

2
2(x

N
1 + xN

2 )xN
2 + e1d

3
2 − e2d1d

2
2

)
y2+

+Ad2e2(x
N
1 + xN

2 )xN
2 − 2Ad2

2 = 0,
(7.1)

ãäå A = d1d2

( e1e2

e1d2 + e2d1

)1/2.
Ðåøåíèå ðåàëèçîâàíî â ïðîãðàììå MATLAB. Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà

ïÿòîé ñòåïåíè (7.1) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 13.
Îïåðàòîð îïðåäåëåíèÿ íóëåé ôóíêöèè ïðîãðàììû MATLAB äà-

åò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (7.1). Äâà êîðíÿ
îòðèöàòåëüíû, äâà êîðíÿ êîìïëåêñíûå, è èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü ñî çíà÷åíèåì

y2 = 2.2732. (7.2)

Çíà÷åíèå êîîðäèíàòû y1 ñäâèãà äëÿ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé êîîðäèíàòû y2 â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(6.8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå çíà÷åíèå äëÿ êîîðäèíàòû
y1

y1 = 0.8634. (7.3)

Ïîäñòàíîâêà êîîðäèíàò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (3.17) è êîîð-
äèíàò ñäâèãà â ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.6) äàåò êîîðäèíàòû ðûíî÷íîãî
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ðàâíîâåñèÿ
{

xM
1 = xN

1 + y1 = 0.4261 + 0.8634 = 1.2895,

xM
2 = xN

2 + y2 = 15.2187 + 2.2732 = 17.4919.
(7.4)
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Ðèñóíîê 13. Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè â àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè

8. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäå-

íèÿ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì.
Ïîýòîìó â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ óíèâåðñàëüíûé âû÷èñëè-
òåëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-
íåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì è ìåòî-
äîì âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí â âèäå àóêöèîííîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ðå-
àëèçóåò äåêîìïîçèöèîííóþ êîíñòðóêöèþ ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïðè äå-
ôèöèòå èíôîðìàöèè. Àóêöèîíåð ïðåäëàãàåò äëÿ êàæäîé ñòðàíû îá-
ìåííûå êóðñû, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷åñòâåííîå ñíèæåíèå ýìèññèé íà
ñîáñòâåííóþ òåððèòîðèþ, êîòîðîå ñòðàíà i ïîëó÷èò çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ýìèññèé íà îäíó åäèíèöó. Èãðîêè îòâå÷àþò îäíîâðåìåí-
íî, óêàçûâàÿ ñíèæåíèå ýìèññèé, êîòîðûå îíè æåëàþò ïðîèçâåñòè, çà
ïðåäëàãàåìóþ öåíó íà îñíîâå ñâîèõ ëèíèé íàèëó÷øèõ îòâåòîâ. Àóê-
öèîíåð ó÷èòûâàåò ïðåäëîæåííûå ñòðàíàìè-ó÷àñòíèêàìè ñíèæåíèÿ
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ýìèññèé è çàãðóçêó çàãðÿçíåíèåì è ñðàâíèâàåò èõ ñ òðåáóåìûìè. Â
ñëó÷àå áîëüøîãî îòêëîíåíèÿ ìåæäó ¾ïðåäëîæåíèåì¿ è ¾ñïðîñîì¿
îí ïðåäëàãàåò íîâûå öåíû. Ñî ñâîåé ñòîðîíû ó÷àñòíèêè îòâå÷àþò
ñíèæåíèåì ýìèññèé, îïèðàÿñü ëèøü íà ñâîè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè.
Àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììå MATLAB è ñâîäÿòñÿ ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðî-
âåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü
÷èñëåííîãî ìåòîäà, êîòîðûé äàåò ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå ðåçóëüòà-
òû àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.7) íàéäåì ôóíêöèè íàèëó÷øèõ îò-
âåòîâ èãðîêîâ:





y2 = f(y1) = y1
e1(x

N
2 + xN

1 )(y1 + xN
1 )(

d1 − e1y1(y1 + xN
1 )

) − y1,

y1 = g(y2) = y2
e2(x

N
2 + xN

1 )(y2 + xN
2 )(

d2 − e2y2(y2 + xN
2 )

) − y2.

(8.1)

Ãðàôèêè ôóíêöèé íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.
14.
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Ðèñóíîê 14. Ôóíêöèè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêîâ
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Ïðåäñòàâèì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå
{

F (y1, y2) = −f(y1) + y2 = 0,

G(y1, y2) = y1 − g(y2) = 0.

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ
(yM

1 , yM
2 ).

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ íàèëó÷øèõ îòâåòîâ êàê ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, íàèëó÷øèì îòâåòîì ïåðâîãî èãðîêà
íà äåéñòâèÿ âòîðîãî èãðîêà íàçîâåì ðåøåíèå yR

1 = yR
1 (y2) óðàâíåíèÿ

íàèëó÷øèõ îòâåòîâ

F
(
yR

1 (y2), y2

)
= −f

(
yR

1 (y2)
)

+ y2 = 0.

Àíàëîãè÷íî, íàèëó÷øèì îòâåòîì âòîðîãî èãðîêà íà äåéñòâèÿ ïåðâîãî
íàçîâåì ðåøåíèå yR

2 = yR
2 (y1) óðàâíåíèÿ

G
(
yR

2 (y1), y1

)
= −g

(
yR

2 (y1)
)

+ y1 = 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåòñÿ
äèíàìèêà íàèëó÷øèõ îòâåòîâ:





dy1

dt
= −y1 + yR

1 (y2),

dy2

dt
= −y2 + yR

2 (y1).

(8.2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû àëãîðèòìà áîëåå
êîíñòðóêòèâíûìè, çàìåíèì ñîîòíîøåíèÿ ¾íàèëó÷øèõ îòâåòîâ¿ íà
ïåðâóþ èòåðàöèþ ìåòîäà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

yR
1 (y2)− y1 ≈ F (y1, y2),

yR
2 (y1)− y2 ≈ G(y1, y2).

Äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòàíîâêó â äèíàìèêå íàèëó÷øèõ îò-
âåòîâ, èìååì





dy1

dt
= −y1 + yR

1 ≈ F (y1, y2) = −f(y1) + y2,

dy2

dt
= −y2 + yR

2 ≈ G(y1, y2) = y1 − g(y2).

(8.3)
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Íàõîæäåíèå òî÷êè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåò äåêîìïîçè-
öèîííûé õàðàêòåð, êîãäà â ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîäñòàâëÿþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòû îáìåííîãî êóðñà pi (ñì. (6.4)), êîòîðûå àóêöèîíåð ïåðå-
ñ÷èòûâàåò íà êàæäîì øàãå





p1 =
y1 + y2

y1

,

p2 =
y1 + y2

y2

.
(8.4)

Ñ ââåäåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îáìåííîãî êóðñà ñèñòåìà óðàâíåíèé
(8.2) ïðèíèìàåò âèä





dy1

dt
= −f(y1)− y1 + p1y1,

dy2

dt
= −g(y2)− y2 + p2y2.

(8.5)

Ñèñòåìû óðàâíåíèé àóêöèîíà (8.4) è (8.5) èíòåãðèðóþòñÿ ñîâ-
ìåñòíî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåò-
ñÿ â ïðîãðàììå, íàïèñàííîé â ñðåäå MATLAB. Äëÿ êîìïüþòåðíîãî
ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû äëÿ ôóíêöèé çàòðàò è
ôóíêöèé ýêîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà, îñíîâàííûå íà ðåàëüíûõ äàííûõ
[12, 24]: e1 = 0.15, e2 = 0.0042, d1 = 1, d2 = 1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 15, ãäå ïîêàçàíû
ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (NE), ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà ïî
Ïàðåòî (PM), ëèíèè ðåàêöèè êîíêóðåíòîâ (BR1 è BR2), òî÷êà ðû-
íî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â èõ ïåðåñå÷åíèè (ME), íà÷àëüíàÿ òî÷êà (IP )
è òðàåêòîðèÿ àëãîðèòìà (TA), ñõîäÿùàÿñÿ ê ðûíî÷íîìó ðàâíîâåñèþ.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â ïðîãðàììå MATLAB ïîêàçûâàåò, ÷òî
êîîðäèíàòû òðàåêòîðèé ñòàáèëèçèðóþòñÿ â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ, çíà÷å-
íèÿ êîîðäèíàò êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ íà óðîâíå

xA
1 = 1.2886, (8.6)

xA
2 = 17.4867. (8.7)

Ñðàâíåíèå ýòèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ çíà÷åíèé ñî çíà÷åíèÿìè êî-
îðäèíàò ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêè â ôîð-
ìóëå (7.4), äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãî-
ðèòìà

ε =
(
(xM

1 − xA
1 )2 + (xM

2 − xA
2 )2

)1/2
= 0.0053. (8.8)
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Ðèñóíîê 15. Ïîèñê ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.

9. Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðûíî÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ äëÿ äèíàìèêè àëãîðèòìà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ
ñîñòàâèì ìàòðèöó ßêîáè:

J =




∂F

∂y1

∂F

∂y2

∂G

∂y1

∂G

∂y2


 =



− ∂f

∂y1

1

1 − ∂g

∂y2


 .

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ




∆1 = − ∂f

∂y1

< 0,

∆2 =
∂f

∂y1

∂g

∂y2

− 1 > 0,

òî ìàòðèöà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðûíî÷íîãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, çíàêè ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

∂f

∂y1

=
y2

y1

+ y1

e1(x
N
1 + xN

2 )
(
d1 + e1y1(x

N
1 + y1) + e1x

N
1 (xN

1 + y1)
)

(
d1 − e1y1(y1 + xN

1 )
)2 > 0,
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∂g

∂y2

=
y1

y2

+ y2

e2(x
N
1 + xN

2 )
(
d2 + e2y2(x

N
2 + y2) + e2x

N
2 (xN

2 + y2)
)

(
d2 − e2y2

(
y2 + xN

2 )
)2 > 0.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∂f

∂y1

∂g

∂y2

− 1 =
y2

2e2(x
N
1 + xN

2 )
(
d2 + e2y2(x

N
2 + y2) + e2x

N
2 (xN

2 + y2)
)

y1

(
d2 − e2y2(y2 + xN

2 )
)2

+
y2

1e1(x
N
1 + xN

2 )
(
d1 + e1y1(x

N
1 + y1) + e1x

N
1 (xN

1 + y1)
)

y2

(
d1 − e1y1(y1 + xN

1 )
)2 +

+y1y2e1e2(x
N
1 + xN

2 )2

(
d1 + e1y1(x

N
1 + y1) + e1x

N
1 (xN

1 + y1)
)

(
d1 − e1y1(y1 + xN

1 )
)2 ·

·
(
d2 + e2y2(x

N
2 + y2) + e2x

N
2 (xN

2 + y2)
)

(
d2 − e2y2(y2 + xN

2 )
)2 > 0,

êîòîðîå çàâåðøàåò ïðîâåðêó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà.
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DECOMPOSITION ALGORITHM OF SEARCHING
EQUILIBRIA IN THE DYNAMICAL GAME
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Abstract : A problem of noncooperative game with several players is
considered, in which the players (governments of neighboring countries)
make emission reduction trading. Particular attention is paid to the
case of two players, one of whom is Eastern European countries, while
another is countries of the former Soviet Union. A statistical analysis
of the model parameters for quadratic cost functions and logarithmic
bene�t functions, based on the real data, is performed. The concepts
of non-cooperative Nash equilibrium and cooperative Pareto maxima
are introduced and linked with each other. The de�nition of a new
concept � the market equilibrium, which combines properties of Nash and
Pareto equilibria, is given. An analytic solution to the problem of �nding
market equilibrium is represented. This analytical solution can serve as
a test for veri�cation of numerical search algorithms. A computational
algorithm of searching for market equilibrium is proposed, which shifts
Nash competitive equilibrium to Pareto cooperative maximum. An
algorithm is interpreted in the form of a repeated auction, in which
the auctioneer has no information about cost functions and functions
of environmental e�ect from emission reduction for the participating
countries. An auctioneer strategy, which provides conditions for reaching
market equilibrium, is considered. From the viewpoint of game theory,
repeated auction describes the learning process in a noncooperative
repeated game under uncertainty. The results of proposed computational
algorithms are compared to analytical solutions. Numerical calculations
of equilibrium and algorithm trajectories, converging to the equilibrium,
are given.

Keywords : dynamic games, Nash equilibrium, Pareto maximum, equilibrium
search algorithms, auctions modeling.


